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Indefinite Quadratische Formen und
Eulerprodukte

HANS MAASS
Universitdt Heidelberg

In der vorliegenden Note werde ich an einfachen Beispielen zeigen, daB
die Mafle der Darstellungen von binfren Formen durch gegebene indefinite
quadratische Formen multiplikative Eigenschaiten besitzen, die i Fuler-
produktdarstellungen zugeordneter Zetafunktionen ihren Ausdruck finden. Es
handelt sich dabei um das Pendant zu dem elementaren Teil der Theorie
Andrianovs [1] dber die Eulerprodukte, die den Modulformen zweiten
Grades entsprechen, dem Teil ndmlich, der sich auf die Eisensteinreihen
bezieht, die im Sinne der Siegelschen Theorie ([7], Vel II, p. 421-466) als
Geschlechtsinvarianten quadratischer Formen anzuschen sind. Mese Invarian-
ten sind komplex- oder reell analytische periodische Funktionen vom Typus

) Y vCD)|cz+D

{0}

= |CZ+ D,

je nachdem, ob die zugrunde liegende quadratische Form mit der Signatur
(2a, 28) definit oder indefinit ist. Z = Z™ bezeichnet eine n-reihige symmet-
rische komplexe Matrix mit positivemn Imaginirteil und €, D durchiiuft ein
volles System nicht-assoziierter teilerfremder symmetrischer Paare von n-
reihigen Matrizen. Das genaue Transtormationsverhalten der analytischen
Geschlechtsinvarianten wurde von M. Koecher [4] und H. Klingen [3] ermit-

telt.
Nunmehr wende, ich mich den indefiniten quadratischen Formen zu, deren

Geschlechtsinvarianten (1) Moedulformen zur vollen Siegelschen Modulgruppe
sind. Diese guadratischen Formen werden durch gerade unimodulare symmet-
rische Matrizen §= 8" dargestellt. Es sei

2 2 2 2
xl‘§“ ‘ ‘+)CM_‘X[U'+J__' .

die reelle Normalform der mit § gebildeten quadratischen Form, also
(2a.28y={(p, m—p) mit 0<<u<m die Signatur von S. Es ist bekannt, dal
Matrizen S der angegebenen Art genau dann existicren, wenn

(2) 2p=m {mod &)
689
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690 H. MAASS

ist, und daf} die Aquivalenzklasse von $ durch die Signatur eindeutig bestimmt
ist. Ferner weill man seit Minkowski, daB zu jeder natiirlichen Zahi g eine
unimodulare Matrix U existiert, die der’ Kongruenz

vy [0 E
(3) USUW(B 0) (mod g)

gentigt, Hierin ist E= E® (m=2g) die g-reihige Einheitsmatrix und U’ die
aus U durch Transposition entstehende Matrix.

In der Bezeichnung Siegels {{7], Vol 11, p. 422) sei u(8, T) das Mal} der
Darsteliungen von T=T" durch §. Die Matrix T ist hier gerade voraus-
zusetzen. Der Siegelsche Hauptsatz iber indefinite quadratische Formen {{7],
Vol. II, p. 423) besagt, daB w(S, T) mit dem Produkt der p-adischen
Drarstellungsdichten identisch und daher

{4) w(S, Ty=lim ¢"" "™ A8, T)

g—>

ist, wenn A, {5, T) die Anzahl der modulo ¢ verschiedenen ganzen Lodsungen
G =G der Kongruenz G'SG =T (mod g} bezeichnet und g etwa iiber die
Folge der Fakultiten nach =« Huft. Dabei sind die Fille

(5 m=2 uwnd m—n=2, —I8||T| = Guadratzahl

von vornherein auszuschiieBen und es ist vorauszusetzen, dall

Signatur § = (g, m — ), Signatur T= (v, n—v),
(6)

v= L, n-v=Emee U, n+tl<m.

Diese Annahmen werden im folgenden beibehalien. Die Kongruenz (3)
impliziert die Unabhingigkeit der Kongruenzlosungsanzahl A (8, T) von der
Signatur von 8. Nach E. Witt (vergl. hierzu [7], Vol. TIL, p. 443-445) ist daher

(7) w(S, T)= 2'%(*& %‘) ,

wenn zur Abkirzung

(8) B(T,s)= 2, (v(R)) e &D (T gerade)

Rimod1}
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gesetzt wird. Hierin durchlinft R ein volles System modula 1 verschiedener
symmetrischer n-reihiger rationaler Matrizen; »(R) bezeichnet das Produkt
der gekiirzten Nenner aller Elementarteiler von R und o die Spurbildung. Da
die Berechnung von w{S, T) {ir beliebige n mit vertretbarem Aufwand zur
Zeit nicht moglich erscheint, beschrinke ich mich nun auf den Fall

n=72.

Hier vereinfacht sich die Situation freilich entscheidend, da die Funktion
B(T, s} von G. Kaufhold {2] vollstindig berechnet worden ist. Es scheint, da}
nicht nur mir entgangen ist, um wieviel einfacher ich 1972 die zahlen-
theoretische Natur der Fourierkoeffizienten der FEisensteinreihe zweiten
Grades zum Gewicht g mit den FErgebnissen der von Siegel angeregten
Dissertation [2] haite analysieren kénnen. Ist doch B{T, g) fir T>0 bis auf
elementare Faktoren der allgemeine Fourierkoeffizient dieser Eisensteinreihe.
Im folgenden sei N eine vorgegebene Matrix mit den Eigenschaften

N=N®=N |N|#£0, iN primitiv, also N gerade .

Mit d wird die Diskriminante des (rationalen oder quadratischen)
Zahlkérpers ©(V—IN}) bezeichnet, so daB ~|N|=df* mit einer natiirlichen
Zahl f gilt. Es soll nun gezeigt werden, daB3 die Dirichletreihe in zweti

Variablen

(9) R(N; s, 2= f=2 ), DU 5)
o] h E $
und damit auch
= S, hiN 2
(10) 3, LS g0 ’“)’*R(N;T, z)
w1 h 2

eine Eulersche Produktdarstellung besitzt. Das ist das eigentliche Zisl der
Ausfihrungen. Nach (5} sind die Falle m =2 und m =4, d = 1 auszuschlieBen.
Bendtigt werden im folgenden die Riemannsche Zetafunktion ((s), die
Dirichletsche Reihe L(s, ) zum Charakter y(I)=(d/]) fir 1= 1 sowie

Eols)=LLis, ) [T —p YU —x(pip™*) mit D=df*.

'

Im Fall d#1 ist dies die Zetafunktion zo der Ordnung in 92(v'd) mit dem
Fiihrer f. Fir eine vorgegebene Primzahl p seien p* und p® die p-Beitrige zu
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h beziehungsweise f. Wie Kaufhold [2] zeigen konnte, ist

Lis—1,x)

(11) bhN, ) = Zr s FRN. )
mit
a el e-—i-1
(12) F(hN, S):H Z pi(.’.—s){ Z pk(s—zs)mx{p) z pk('j—2s)+1—s} ,
p =0 k=0 I )

wobei a+b=c gesetzt ist. Das Produkt ist endlich, da nur die Primteiler p
von [hN] einen von 1 verschiedenen Beitrag liefern. Ferner ist

(s—2){(25—3)

(13) Ib(hN, 5)| = b(0, 5) = * 5=3

(s)ces—2 ’

so daB die Reihe (9) fir e z>2%e(s—1)>4 absolut konvergiert. Die
Rechnung aimmt nun folgenden Gang:

(14) S F, sy =[] 3 P T TIE (4, b, 5)

h=1 p a=0
Dabei ist

c—i—

& =1 1
Fp(a, b, S) = Z p!(z_"'){ Z pk(}-*?.s)AX(p) Z pk(3253+1s]
T==0) k=0 Py

_1ox (P)P“{l S A i:ﬁfiffmi}

1- p:.;—zs 1 pz_s e :
c(3—235) 1 —-p(“""l)(s—'i)
+p _ ’
1-p

woraus

pb(s—3/‘2) z pﬂ<35‘3_Z)Fp(a, b, s)
a=0
(15)

5(5*3/2){] 3—25)

p -x(pp' ) P ()’ = p
A-p ) (1-p (- p= ) (A-pt - HL-pTT)

erhellt, Diese beiden Terme sind im Falle =0, d.h. pAf, in

(1-p 7 —x(pp" ™)
(1 _ PZ)“ _ps - 2}(1 _ p.\'“"Z‘“"Z)(l _sz——S—Z)

(16)



A

INDEFINITE QUADRATISCHE FORMEN UND EULERPRODUKTE 693
zusammenzufassen. Im Falle p/f hingegen nimmt (15) die Gestalt
A7) {A-pTH=p T A= p T PN Kyl 2 )
mit
Ky(s,z ) =(1-p 71— p* )

% {pb(3f31’2)(-1 o X(p)p 1_5){i - p—z) + p—b(s—Bﬂ)(X(p)Pi—-s o p}--'25)(} . p2$ - 3‘“‘22‘)}

(18)

an, Auf Grund der Formeln (9), (11), (14), (17} ergibt sich schliefflich
{n(z+2—s)R(N:3, 2}

(19) Lis—1,) |
T (5225 2) Uyl{z+1—s)(z+2—5){(z +3-2s)g K. (s, 2, ).

Die Invarianz von

spassef Z Z-H—S) (z+2——s),(z+3-25)
T r(z)F( R S ST A W

(20)
Xip(z+2—8)R(N; s, z}{H Kp(s, z, f)} -

pif

beziiglich der Substitution z-—»2s—2—2z ist eine unmittelbare Folge der
Funktionalgieich{lng fiir die Riemannsche Zetafunktion. Das endliche Produkt
in {20) ist in gleichem Sinne als elementar zu bezeichnen wie der Korrektur-
faktor in der Funktionalgleichung der L-Reihen zu uneigentlichen Charakte-
ren. Im iibrigen bestitigt man

K,(3=sz43-25, N=K,(s, 2, [

und damit die Invarianz von

(21) WR{N; 5 7)

beziiglich der Substitution s —=3—35, z =z +3-12s.
Es sei erlfaubt, noch einige Bemerkungen Uber die Wirkung der verall-
gemeinerten Heckeschen Operatoren T, A=1, auf die reell-analytischen
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Eisensteinreithen n-ten Grades

(22) Gu,ﬁ(Z, Z)Z Z CZ+D

(¢ D0}

|CZ+DIP, s=a+p,

anzufligen, in deren Fourierentwicklung b(T, s) als Koeffizient auftritt (s. [6]).
Die Summationsvorschrift sei dieselbe wie in (1). Im dbrigen ist & =3 (mod 2)
und %2e s> n+1 vorauszusetzen. Es sei O, die Menge der ganzen Matrizen

A B . . .
( o D)’ die nach Multiplikation mit 4~ in symplektische Matrizen n-ten

Grades Ubergehen, V), ein Vertretersystem der Linksklassen 00N, Wird
(@ | M)(Z, Z}=o(M(Z), M(Z)) |CZ+ D™ |CZ+ D| *
gesetzt, so ist

(23) Gop | Tu= W72 § G| M

Me v,
eine Reihe vom Typus (1), die wegen Gaﬁ|L=Ga,ﬁ tir Le$, von der
Auswahl des Vertretersystems V), nicht abhiingt und daher selbst gegeniiber
der Siegelschen Modulgruppe £; invariant ist. Das ist aber nur dann mdglich,

wenn in der die Funktion G., | Ty, darstellenden Reihe (1) alle Koeffizienten
v{(C, D) ein und denselben Wert haben, woraus schiicBlich

(24) Gop | Ta = Ah, 5)Gp

foigt. Der Eigenwert A{h, s) hidngt, wie sich gleich zeigen wird, de facte nur
von s ab. Wihlt man ein spezielles Vertretersystem der Art

()]

so wird zufolge (24)
T h=ahs) 1.

Mit dem speziellen Vertretersystem in [5], Satz 6, ergibt sich daher

(25) Ak, )= premnte eV 3 gues gasiss o glesipy |
i5l
Die Summation ist iiber alle n-Tupel natiirlicher Zahlen dy,dy, -, d, mit

difds/- -+ [do/ h zu erstrecken. D bezeichnet die Diagonalmatrix mit den
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Tlementen dy, ds, -+, d, und (D) den Gruppenindex
{26) (D)Y={GL(n,Z): GL{(n,Z YN DGL(n, Z YD '}.
Dabei ist £ der Ring der ganzen Zahlen. Wegen
rMhk, sy=Alh, Ak, s) fir (hki=1,

geniigt es Alh,s) fiir Primzahlpotenzen h=p" zn berechnen. Man setzt
zweckmiBig

27 dy=preTrTT 1=i=n.
Die Summationsbedingungen in (25) lauten nun

V{),Vl,"‘,}/nflgo, Vg'é‘l/l‘*‘““*‘l/n,,]_gv.
Die Zahl v, =0 werde durch wy+wy+- - -+ v, = v erklirt. Zur Beschrelbung
von {1 werden die v, 1=iEn~1, die von Null verschieden sind, in
besonderer Weise ausgezeichnet: Es sei

O=po<py<<--<ip<p=n,

v, >0 fir 1=i=t-1; v=0 fir 1=i=n—1, i€{p1, " ,p1};:

ferner sel @, = p, — p—y far 1=i=1 Dann ist, was hier ohne Beweis mitgeteilt
wird, .

n—1»
(DY =j(as, az, - -+ a) [] p7,
Jous ]
(28) jlay, az, - a)-wH(zfp )H{H(l p )}
L 1\ Pkl=layk]= o la /i)
I+ ()) |
j 4
¢ (x) ist das k-te Kreisteilungspolynom, x—1<[x]=x, [x] ganz. Im Spezial-

fall n =73 stimmt {2} mit dem von Kaufhold angegebenen Wert (s. [2], p. 470)
iberein. Die folgenden Rechnungen zielen auf eine Darstellung der Funktion

29 Zzs= 3 ’\(h ) Hz (z,s), Z(z g=73 Mz:; 2

h=1 v={)
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Nach Umschreibung von (23) mit Hilfe von {27) ergibt sich

o0

[3
Z,(z,8)= Z j(ar, az, -+, @) H Pk 1)
k=0

Vo, iy 0
—_ (] 7p"'"Z)'""'](1 o p-—z+-ns—n(r1+1),’2)—l

= n=1

% Z ilay, «, a) H pvk(—-—zq-—k& K(i+13/2)

1t =0 k=1

e (] mp—z)—l(-l - p—z—‘rm—n(h+l)12)——1

=1
Y

(30) X {1 + i Y dlan, e i pralTeTe "‘Pivs-l)fz}]

t=2 gg,e,a 0 Vagst 1wl

Ayt ag=n

— (1 ” pf/)Vl(i _ p-«~z+ns~--n(n+1),f2)—1

i i—1
X {] -+ Z Z Ji(al, SR Ov:} H p'"z"'ﬁ.* “e e *-'1)1'2(1 _p* Ry 'r’g(r>f+-l)12) ------ 1}
P}

=2 a1,
n

(L= p ™ R ()

oot

weobel H,(x,y) ein Polynom in x, y ist, weiches in x den Grad n—1 hat.
Damit wird

(31} Z,(z, 8)= L,(z, $)P,(p ", p°),
wenn

Loz, s)=0Q,'(p™% p)
(32)

n—1
= kI:IU {(1 — pfz+-k$‘-mk(k-é-l)/2)(1 . p—z+(n~k)sw(n —rk}(n.w—krkl)/z)}“._l

gesetzt wird. Hierin sind P,{(x, v) und Q.(x, y} Polynome in x, y vom Grad
2n—2 bezichungsweise 2n beziiglich der Variablen x. Mit

Lz, 5) :H Lp(z,s)
(33) ¢

-1 {E(Z—ks+m)g(z_(n_ s 1Rtk 1))}
2

2




T
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wird schiieBlich
(34) Z(z,5)=L(z ) [ | P,(p % p*) .
e

Die Funktionalgleichung der Riemannschen Zetafunktion liefert sofort die
Invarianz von

(B2 st aln+1)/2) hl {F(Z —zks+ k(k4+ 1))

k=0

(35)

z—(n—kys (n—k¥n+k+1)
xT( 3 + 3 )}-L(z, $)

beziiglich der Substitution z — ns~n(n+1)/2+1—z. Das Ergebnis dirfte von
Interesse sein, da es ein weitreichendes ailgemeines Resultat von N. A.
Zharkovskaya [8] im Spezialfall der Fisensteinreihe wesentlich verschirft.
Direkte Rechnung ergibt noch

1 fir n=1,
(36) Hy{x, v)=<1+xyp tir n=2,
1+xy(p” 2~i~p“z)+xy2(p‘“4+p_5)+x2y3p_7 fir n=3

Die analytische Fortsetzung von Z(z, s) ist also bereits ftir n=3 prob-
lematisch. '

Einerseits sind die mit der Eisensteinreihe G,z im Zusammenhang
stehenden Uberlegungen an die Konvergenzbedingung Re s> n+ 1 gebunden.
Andererseits hat sich herausgestellt, dal} die Funktion Z(z, s) zumindest fiir
n=1, 2 eine meromorphe Funktion in beiden Variablen ist. Die Frage nach
der analytischen Fortsetzung von G,z als Funktion von s=a+f bei
gegebenem a-—-fB=2g g ganz rational, liegt damit auf der Hand. Aus
Grlinden der Symmetrie darf g =0 angenommen werden. Mit

s 1 -
=—4 ==— = Y=—(Z-Z)>
o 3 g, B 5 g g=0, 21,( 2y=0

wird nun

(37) ‘P(S: g) = |Y[Sf2 Ga,B{Zn Zm')

gesetzt und mit Hilfe von Differentialoperatoren gezeigt, dafl die analytische
Fortsetzbarkeit von (s, 0) die von (s, g) nach sich zieht. Ebenso resultiert
aus eciner Funktionalgleichung vom Riemannschen Typus flir (s, 0) sofort
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eine solche fiir ¢(s, g). Im Falle n=2 kommt man mit den Ergebnissen von
Kaufhold [2] zu einem echten Resultat. Das angedeutete Verfahren basiert
auf der Verwendung des Differentialoperators

(38) Ma - [Z“ Zl(h+1}f2--»a EZ MZ!&—(n—I)/Z ,

=

azZ

der, wie in [6], p. 313, bewiesen wurde, auf G, die Wirkung

(39) MoG.pglZ, Z)=e,@)Gosrp (2, Z)

hat, wobei e,(a) = a(e —3) -+ - (o — (n~1)/2) gesetzt ist. Sie
M=Mgy ,  Mgpign - My .

Wiederholte Anwendung von (39) ergibt

g—1
_ $ -
(40) MGS/2,S/2(Z: Z} = J,—IG En(§+ h) Gs/’Z-é—g,s/ng(Z: Z) »

wegen

M — er—s;Q M:,: i Yis,'z ,

{41) _ _ a = _ .
M* = 12" Zi(u—i)/l--wg {tzw th - } iz_zlff_n—z.)u :
s
schlieBlich
g1 s
(42) M*e(s,0)=[] sn(§+ h) Cols, g).
h=0

Entscheidend hierin 1st, dal der Operator M* von s unabhingig ist. Im Falle
n =72 hat Kauthold [2] mit p(s)= = Y T{s/2)(s) die Invarianz von

w(s)=p(s)p(2s—2)¢(s, 0).
beziiglich der Substitution s— 3 —s bewiesen und gezeigt, dah

$(s—D{s—2)s~Dwls)
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eine ganze Funktion ist. Mithin ist auch

(43) wils)= 1 {(Ben) (52 h)]p(sm(zsz)@(s, 9

h=0 2
beziiglich s — 3 -5 invariant und
{44) s{s—D(s —2Xs5 =3, (s)

eine ganze Funktion.
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