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Synopsis

Die in Mal. Fys. Medd, Dan. Vid. Selsk. 84, no. 7 {1964) vom Verfasser hegonnenc Analyse
der Fourierkoelfizienten a,(T) der Eisensteinteihen zweiten Grades vom Gewiehl & wird fort-
gesetzt. Es werden Koelizienlenrelationen vem Teilersunnmentypus begrindel, mit denen die
Herechnung der Koeffizienten gi(7) zo nichi-primitiven T auf selehe zu primitiven T zurick-
getithrt wird. Anf Grund multiplikativer Higenschatten der Fourierkoeffizienten ergeben sich
erste Beispiele von Zetafunklienen, die mit Hilfe der Koelfizienten ap(7T) definiert sind und
Fulersche Produkientwickiungen besitzen, Ein in der zitierten Arbeil formulierier Satz er-
erfahrt hier eine Berichiigung.
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Hans Pefersson zum 70, Greburtstag”

In einer dlteren Arbeit iiber »Dic Fourierkoelfizienten der Iisen-
steinreihen zweiten Gradese (Mat. Fys. Medd. Dan. Vid. Selsk. 34, no. 7
(1964)) habe ich fiir die Fourierkoef fizienten ap(1) der Lisensteinreihe
zweiten Grades

Goi(Z) - > JCZ 4 DUE (k= 0(mod 2), k = 3),
Lo, oY

wobei iiber ein volles System von 2-reihigen nichl-assoziierten leilerfremden
symmetrischen Matrizenpaaren €, D summiert wird und Z cine symme-
trische komplexe Matrix mit positivem lmaginérteil bezeichnel, einige
allgemeine  Ligenschalten  bewiesen. Diese Untersnchung  bedarf einer
Berichtigung insolern, als Satz 2 loc. cit., wie H. L. Resnikoff und R. L.
Saldana festgestelll haben, unzureichend begriindet und zum Teil fehlerhaft
ist. Die Eliminalion des Fehlschlusses in der Beweisfiihrung von Satz 9
bereitel indessen keine Mithe und ergibt das folgende korrigierte Resulial.

: , 2t fy
Satz: Ky sei 27 = = 0,
£ 2y

e = e(T) =gg T (L0, 1), A HTy=|27].
Dann ist ap(T) durch e und A cindeutiy bestimmi :
ap( Ty = Br(e, ) {1

und es gilt fiir jede Primzail p = 2:

Brpe, p2d) = |1 ph=1 o 0 — Ade-2p-?) m--(ﬁ P
\

/

. le ( })7 )}.Pk “2R(prte, A) — 8, (- Ao 2pEy pk =t (pe, A) -
o ' = PG (p e, pmRA)),

)}pk‘z + prk e ?>ﬁi (e, 1) —

(2)
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wobei dy(x) durch (8) erkldrt und generell Brle, Ay = 0 ist, wenn eine der
Bedingungen e = O (mod 1), Ae=2 =0 oder 3 (mod 4) verletzl ist.
Beweis: Wir schlieBen mit vollstindiger Induktion nach

WTy= 2 v
pE2
der Lxponentensumme zuar Prim falktorzeriegung
ATy = I1 p'e.
pz2

Ist R(T) = 1, so ist notwendige(7) = 1, also T primitiv. Auf Grund von Satz 1
loc. eil. ist dann lestzustelien, daB ax(T) durch A eindeutig bestimmt ist. D.h.
(1) braucht nur noch Lir nichl-primitive 7" = o bewiesen zu werden, Wir
nehmen nun an, dall bei gegehenem T beretls

ax(S) = Bu(e(S), 4(5))

gilt, sofern 1(S) £ (1) ist. Dam(T) gegeniiber unimodularen Transforma tio-
nen T-T(U) invariant ist, kinnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
T beziiglich p immer so normiert annchmen, da Bot(e(TY)t zu p prim ist.
Wir kniipfen wieder an die allgemeine Bezichung an

.fl y )
ap(pTy = (14 pt D4 pFHae(T) - P "‘uk( 1> - \
I

/

_ 1 (1 o »=1 f1 [u p] -
- pE T ragl -1 )—pkw? 2 a;g(—-- T ),
po0 py; oo P10 |

(3

die sich aus der Heckeschen Operatorenthcorie ergab. Hier st aglS) = 0
20 setzen, falls e(S) nichl ganz ist. Man hestiitigt nun gemifl Induktions-
schlufd, dal

i" Y

i .
ax (1) = frle. ), ak(--T> — Br{pte, pm i),
D

1] 0
agl —-T ) = Be(pte, A)
P o0 pyy

ist. Genaner muli non aufl den Fall

1 |u p .
§ =T 0 mil A(S) = A(T)
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23(} 81 .
und e (5) die griBie p-Potene,

Sy 232

welehe e(S) teilt, so dafd {,(ep (7)) za p prim ist. Aus

eingegangen werden. Iis sei 28 - (

so = p Wt a1l s = 240 L, s, = ply
entnimmt man die Teilbarkeitsrelationen

ep(T)pep(S) und  ep(S)/pen (1),
s0 dal3
ep(S) = plep(T) mit  |v]

A
i

gilt. Zufolge
e(S)  e(T)

ep(S)  ep(T)
ist damit gleichwertig

e(S) = p'e(Ty mit |v] =

—_

Jedentalls ist also
oy (S) = ,l}';b (pv e, /])

Der Exponent v moge, wenn u alle Restklassen mod p durchliuft, genau

A, (T) mal vorkommen. Es geniigt, A,{T) fiir v = = 1 zu berechnen. Vermaoge
S Ay -
[v] =1

ist dann auch Ay T) bekannt, Wir beginnen mit
Lo 1. Wegen der Normierung von T ist 4, (1) die Anzahl der Restklassen
t mod p, dic das Systemn der Kongruenzen
2ty Iy =0 (mod pep(TY),

gt = a1y = 0 (mod pPep(T))
befriedigen. Wir sctzen ty o en(D)ry(pe = 0,1, 2) und erhalten die gekiirzten
Kongruenzen

2ryu ey =0 (mod p),
rou + o bry =0 (mod p.

Damit gleichwertig ist wegen p 4 r, das Svstem
24 : gelt / 0 3

mil 2rygutry =0 (mod p), (Zrou+r)? = - A, (mod p?*#p) (4)
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Ap — Argry = 1% = (ep(T))2ACD),
l? fir p = 2,

lo tiir p o 2.
Notwendig und hinreichend fiir die Lésbarkeil von (4) ist

) [() (mod p*)  flir p = 2,
e I(J oder —4 (mod 18) fiir p ~ 2,

was dasselbe bedeulel wie

7 J{) (mod p*) fir p = 2,
Ae-? = :
]\(3 oder — 4 (mod 16) fir p = 2.

Ist diese Bedingung erfillt, so gibt s genau cine Restklasse a mod p, welche
(1) befriedigt. Wir setzen

l' x e {) (mod 1) fiir p = 2,
. 1, woenn '
dulary =

l 0 somnst.

Ersichtlich ist dann
ATy = dp(— de 2p7 ). (6)

2.9 o 1. Wegen ep(T)fs, (e = 1, 2) ist 4-(T) die Anzahl der Restklassen
t mod p mit

ou? + bk by 0 (mod peyp(T))
oder

rt® + ru 4 ry % 0 (anod p),

was mil

(rou 1 1) E= o Ay (mod pt'e)
gleichwertig ist.

Zufolge p1r, ist Falle p = 2 die Funklion A, {T') auch gleich der Anzahl

der Restkiassen u mod p mit

u? % - de™* (mod p).
Eine Abziihlung licfert

AL (T - p-1- (

Im Falle p = 2 wird

— e -
= ) fir p = 2. (7)
P
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(Zrgu =}t - A, (mod 8)

gefordert.

a) ry = 0 (mod 2) ergibt

5 ( \) £ - (moa )
Poli o=z pgqp b O .
k] 2 4 2 l .

\ H
mithin 4. (7') = 1. Der vorliegende Fall ist gekennzeichnet durch

]

— de 2
Ay =0 (mod 4) = de 2 = 0 (mod 4) <> ( 5 ) = {h

b) ry= 1 (mod 2) ergibt fiir alle u die Bedingung
1= (2rqu + 1) s — drgry 4 1 (mod 8),

also A— (7)) = 2 bzw. 0, falls rery = 1 bzw. 0 (mod 2). Im vorliegenden Teall
st A, (T) = 0 genau dann, wenn

(oo Ae-?
Ay =3 (mod 8) < Ae? = 3 (mod 8) = ( o ) = -1,

N i/

Zusammenfassend stellen wir nun fest, daf} (7) auch fiir Lo 2 ogilt
Damit ergibt sich sehlicilich

Die Relalion (3) Iaf}t sich jetzt winschreiben in

-~ Ae=? |
ax(pl) = (1 +pEete {ép(— Ade=2p=?) —( /])L )}p"“ —E o - 3)ﬁk(e, Ay -

- B e )}pk k(e ) = 0p( Aetp T pt 2o ) -
\ =P A (p e, pmid).
Hieraus ist ersichtlich, dal} ax(pT) durch
e(pTy=pe wnd A(pT) - p2a

eindeutig bestimmt ist, so dall nun auch

a{ pT) = ppe, p*4)
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gesetzt werden kann. Damit ist der Induktionsbewels fiir den formulierten
Satz erbrachl.
Mit vollstandiger Induktion nach h(7") beweist man schlieiilich

Br(e Ay = 2 bp(e A, 01, 472
1’2;;}%

(=0

mil gewissen ganz ralionalen Koeffizienten by(e, /A, ¢). Die iibrigen Siitze der
urspriinglichen Arbeit behalten also ihre Guiltigkeil.

Die festgesicllien Eigenschafien der Fourierkoelfizienten ap (1) = [ (e, )
gestatlen nunmehr, die tefer Hegende Relation

Bele, Ay — > Fifp(1,A8°%) (8 e
0tfe
2 beweisen, die R. L. Saldafia auf Grund umfangreicher Koellizienten-
tabellen in seiner Master’s Dissertation »The Fourier coelficients of Siegel
modular forms of degree lwo« (Rice Universily, Houston, Texas, January
1971y als Vermulung formuliert hat. Meiner urspriinglichen Arbeit kann [ir
Fe(l, Ay mit 4 =0 oder 3 (mod 4), A = 0 noch folgende Darstellung enl-
nommen werden: Es sei d = d(/) die Diskriminante des imagindr-quadra-
tischen Zahlkérpers Q()/ - ), p? die hichste Potenz der Primzabl p, welche

(b1 b—2
Ateilt, und j = t 2 \ ader { 0 } je nachdem p = 2 oder p = 2ist. Mit ciner
nur von d abhiingigen Zahl wk(d)“is{ dann

Br(l, l) (x)k(d)b;:g(ﬂ), i
9

(:d> ][ Z p'“ @ 20 (I‘I\)qu—i)w m). ‘ (%)
7 ] P .

/

et - (ol

pi2a

Per Beweis fir (8) wird mit vollstindiger Induklion nach v — #(e) - Fp,
?
der Exponentensumme zur Primfaktorzerlegung e - [ p'», gefiihrt, Firy - 0
D

ist nichis zu beweisen. Sei also ¢ = 0 und (8) richlig fiir Exponenlensummen
kleiner als ». Wir wiihlen cine Primzahl p mit ¢ = pfe,, pte;, h = 0 und
selzen A - e o pheD. Der Induktionsschlufy exlaubt den Ansatz

Buley, Ay = 5 [F 1B (1,48,

0<tfe

Beep= L Ap~ 3y = 2 o B (1, A(ph)™ ).

0 < tlep?
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Gleichwertig mit (8) erweist sich somitl
Be(plheg, pHe D) = Bpleq, p*he 2Dy 1 ph tlp(ph—Tey, pth Mrethn), (L0

was nun im Ralimen der vollstindigen Induktion nach » durch vollstindige
Indulktion nach h bewiesen wird.

Wir beginnen mit der Betrachtung des Falles A — 1. Aaf Grund von (2)
erweist sich

Br(per.pre®D) ~ filen pPe,® D) - pF = pele, e 1) (10),

als gleichwertig mit

(1 = {ép(—- Dp=2) — (i_pn\).}pk SR f{) Brleq, e 00y — } (11)

w Sp(— Dp= 2y fr(pey, 2Dy = feley, pPe D).
Iis sei pb die hochste p-Polenz, welche [ teilt. Zur Verdeutlichung swerde
{11y, an Stelle von (11} geschriebhen, Der Bewels fiie (11)y wird nun mit
giner dritten (und lelzten) Induklion, ndmlich vollstindiger Induktion nach b
erbracht. Die Gleichung

/ [~ D
A Lﬁmzpm NoeCen, et ) — puler, prestD) (1),
\ / ¢

ist gemaB (8) eine unmittelbare Iolge der Relationen

[ - D A
(1 ,,( )Pkmz G ph -3
L p _

)}’3;1-(1, e RN P, pre ity T ley,
dic aul Grund von (9) als richtig erkannl werden kénnen. Damit ist (11),
beweisen, Die folgende Relation
(1= p2E= B (eq, 20y Br(epnpe 1)) (11t
wird analog auf die Beziehungen
(1 pH =3B (1, e 202Dy = Fp (1, pPe 220y flr tfe,

zuriickgefiihrt, die ebenfalls mit Hilfe von (%) zu beweisen sind, wobei zu
heachten ist, dall b~ 1 notweundig p = 2 zur Folge hat,

Wir selzen nun voraus, dall 6 = 2 und (11)y .5 oder, gleichwertig damit,

Br(per e D) = frlent,D) + = Beler, ey D)



10 Nr. 14
giiltig ist. Damit reduziert sich

U Bp(= Dp=Dph=2 4 p* %) By (e, 0 1)

(= Dp BB pey, e 2Dy = Br(es, pPetDI(h = 2)

1

L
J( o

N

aul
fBrey, pPet Dy = (1 4+ p =By fe(eg, 02 D) - 0p(— Dp=Np-3f8e (e, e2p-2D).

Mit Hilfe von (8) lafjt sich diese Bezichung aul den Fall ¢ = 1 zuriick-
liihren. Obme Beschrinkung der Allgemeinheit kann also vordbergehend
ey = 1 geselzl werden. Wir brauchen dann nur noch

Be(1,pDy = (1 1+ pE =G (1,1) — 8,(— Dp~ Dy p¥ 38,1, p-2D 12
I g ) (= Dp ) of

zun bestiitigen, was mit Hilfe von (9) ohne welteres moglich ist, wenn man
folgendes heachtet: Iis ist

und bp(0h), be(p?ID), bp(p~*D) unlerscheiden sich nur in den p-Faktoren.
Demnach ist

' 1 Y2
Ps ( (‘1\)[)1 ?Z prE-2e 2') pU+B =28 )
v .“? =0 P,

2k -3 d\ 1. T M B-2E d (I 1y (3-2k) .
-(1-p ) )p F A (13)
\p, 1 g /

- Oy( - Dp? (Jl ( ) l Z pf“(S 2R, (d> pj(3 gk))
1 ,'.' =) P ;

.u I

WA

b1 [h-al _ .
zu priifen, wobei j = e oder ratEs nachdem p = 2 oder p = 2 isl.
Nup sl Sy~ Dp=%) = 1 mit Au\zmhlm‘- des Falles p = 2, - 1) = § odert2

o
(mod 16), der b~ 2 oder 3, mithin ; = 0 und zudem (‘}) = {} nach sich

zieht, woraus dic (iiltigkeit von (13) erhelli. Der Beweis fiir (10, ist damit
erbrachi.

Wir bewcisen (10, fir A = 2, indem wir fiir den Term auf der Iinken
Seite sowie den zweiten Term auf der rechten Seite von (10)y die duarch (2)
gegehenen Darvstellungen  einbragen. Mit Hilfe von (10%n-1 und (10)p-2,
sofern h = 3 ist, fGhren wir die so erhaltence Relalion liber in

Brler, pte, D)y = ‘|

14
(1 + p¥ = BBy, p2- e 2Dy — p¥ 38 (o, p? - Be 2N (h = 2). [ (14)
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Dic Reduktion auf den Fall e =t erfolgt nach mehrmals angewendetem

somit gleichwerlig mit der Relation
ﬁk(l ,[}2}51)) o ('f sz.« _3)]"))}.:(-1 ’pz (7 - l)])) p2ic Sﬁk(] !pe(b 2) ])) (h = 2)’ (15)

die sich mit Hilfe von (9) in analoger Welse verifizieren 1881 wic die Relation
(1), Mit (10)y ist schlieBlich auch (8), das Ziel wnserer Ausfithrungen,
hewiesern.

SchlieBlich sei noch auf den multiplikativen Charakler der in (Y)
delinierien Zahifunktion be(A) hingewiesen: IFir Diskriminanten o imaginér-
quadratischer Zahlkérper gilt

brfelest|d]y — brle® [ d)by (el d]), falls (e e5) = 1 {16)

ist, Man braucht sich nur ktar zu machen, dall der p-Beilrag in der
Produktdarstellung von bp(e®|d])} bel gegebener Diskriminante o nur von
der hichsten Poienz von p abhingt, welche e teilt, und dafd bg([d]) ~ 1 isl.
Zulolge

Bell,e?ld])y = we(d)bp(e?|d]) = B (1| d]) be(e®]d])

erweisl sich daher der Quotient
L Be(ted])
x( (,‘\) i __ ......
Sl 1dD

als multiplikativ:
g(eres) = gleyyley) Lir (ee) 1,

womil eine weitere Vermutong von R L. Saldafia verifizierl isl.

Aquivalent mit (8) ist im Falle £ = |d] die Identitit

o Colsyedy = 8(s 41— k)Y oe(s.d), (17)
wohel
Le(sd) = 2 Bie (1,02 d ]y 8,55 (s,d) = 2 fea, n*dhn~* (18)
=1 IR

und £(s) die Riemannsche Zetalunklion ist. Die erste dieser Funkiicnen
gestattet vermaoge (16) dic Produktdarstellung

Sesd) — B LdDTT S ba(p® 1dDp ™,
p w0

wobel poalle Primzahlen durchlinll, Die Berechnung der p-Faktoren in
diesem Produkt fiihrt zu einem iiberraschend einfachen Frgebnis. s sei
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b-1] b2
p" die hochste Potenz von p welche o teilt, und § { 5 } oder { 5 |
je nachdem p o= 2 oder p = 2 ist. Dann gili o

; i Vo S Y
by (PP 1)) = s)(l 1 ({{)})J. ol “}-j ez (d\ putrinEs Nr})
] P fp=o L

Nach Autsummicrung aller aufiretenden geometrischen Reihen cergibt sich

S be(p

' y=0
AN
T T ]\‘f poETE -8

e (1 pa’)(] p ...... 5;2'7'/__3)

ausnahmsles fir alle Primzahlen p, mithin

SORCER.

Cpls,dy — Pe(d,1dD (19)

[ _ '
wohel f(s()\ die f-Rethe zum Charakter (—) mad o bezeichnet, Damit

Ve

RS L
haben wir das erste Beispiel einer Zetalunlktion, die mit Hilfe von Fouricr-
koellizienten ciner Modulform zweiten Grades definiert ist und die eine
Iulersche Produktentwicklung besitztb

Hinsichtlich der Frage nach den Bulerprodukten, die den Modullormen
héheren Grades zugeordnet werden kdnnen, evdflnen sich hier neuwe Per-
spektiven.
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Zusatz bel der Korrellur:

Aul die von A. N, Andrianov in Trody mat. Inst. Steklov 112,73-94 (1971)
in russischer Sprache publizierle Arbeil mit ihren weitceichenden Ergeb-
pissen sel hier nachdriicklich hingewiesen. Ein Autorreferat in cnglischer
Sprache unter dem deulschen Titel |, Dirichletreihen mit Eulerschem Pro-
dukt in der Theorie der Siegelschen Modulformen zweiten Grades™ findel
man im Zbl. fir Math, 224 unter Nr. 10027, Teh wurde auf diese ideenrei-
che Arbeit, in der Probleme geldst werden, die seit Jahrzehnlen anstehen,
durch das angegebene Referat aufmerksam.

Inidleveret Ll SBelsknbet den 7. aprit 1973,
Fardig fra trykkerict den 9, okioher 1972,



