MODULFORMEN
ZU INDEFINITEN QUADRATISCHEN FORMEN

HANS MAASS

Wie schon C. L. Siegel bemerkt hat [6], [7], kinnen den indefiniten
quadratischen Formen

ki
> &y,x,  mit rationalen %M:. s

b, B

die sich durch eine reelle Substitution in

2 L 22 -
e I o

q,u—l i

mit putr=m

uberfithren lassen, {(analytische) Modulormen n-ten Grades zugeordnet
werden, wenn 2|y vorausgesetzt und von gewissen Ausnahmefillen ab-
gesehen wird. Fiir n=1 wurde dieser Sachverhalt mit Hilfe gewisser
Differentialoperationen von C. L. Siegel selbst bewiesen [8]. Eine Syste-
matisierung [4] dieses Verfahrens erlaubt eine Verallgemeinernng [5] und
damit auch die Behandlung des allgemeinen Falles 7> 1, wie im folgenden
ausgefithrt wird. Angeregt wurde diese Untersuchung durch das Stu-
dium der grundlegenden Arbeiten [6], [7], [8]. So sei erlaubt, den vorlie-
genden Aufsatz Carl . Siegel zum Eintritt in das 70, Lebensjahr in Ver-
ehrung zu widmen.

1. Die Thetareihen.

Es sei ©@=8™={(sy,) eine halbganze rationale Matrix der Signatur
(,v), W=U,. .., U cin vollstiindiges Vertretersystem der verschiedenen
Restklagsen + %% mod 1 mit ganzem 2&, P eine Majorante von &,
d.h. eine positive Losung von PSP =&, vnd schlieBlich Z=Z0 =
X +4Y cine symmetrische komplexe Matrix mit positivem Imaginiirteil
Y, s0 daB Z=2X —¢¥ wird. Man hildet dann
(1) FdZ.2) = 3 exp(2ric{@[PIX +iBIDIT},

D= (mod 1)
wobel tiber alle Matrizen §) =9 % in der Restklasse 9% mod1 summiert
wird und o das Zeichen fiir die Spurbildung bezcichnet.

Eingegangen am 16, Aprit 1065,
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Fiir symplektische Matrizen

8 = 4 B
’ D
vom Grad n wird

(2) S{Zy = (AZ+ BYOZ -+ It
und allgemein

(3) NZZY LS, = {074 Dim 07+ D8 f(S42), S(Z)

gesctzt. Ferner sei 1{Z, Z) der von den ¢ F‘lmk‘tionenf%(Z,Z;), py=1,2,...,s,
gebildete Spaltenvektor. KEr zeigt, wie H. Klingen [2] bewiesen hat,
gegenitber der Modulgruppe »-ten Grades [ das folgende Verhalten:

(4) f(2.2) |8, , = ASY|(Z,2)  fir 8el .

Hierin ist 2o =p, 28 =v», und § — A(S) definiert eine unitire Darstellung
s-ten Grades von [ Die Hlemente der Matrizen A(S) lassen sich mit
Hilfe Gaullscher Summen explizit berechnen.

Zu den Darstellungsmalien von € gelangt man, wenn man den Integral-
mittelwert q(7,7) von §(Z,Z) iiber dem Raum der Majoranten B berech-
net. M. Koecher [3] gibt hierfiir eine Entwicklung vom Typus

(5) q(Z,?f) = ¢ + Z ZEL(Z:Z:T)
= T
mit
(®) GAZT = 3 T, QLAY
Gircy

unter der Voraussetzung
(7 n = min{x+f§—2,2x,20), aff >0 mit 2a=p, 2=v

an, EHlierin st ¢’ =(1,0,...,0), sofern U, =0 gewihlt wird, n(7.Q) eine
Spalte, die sich aus Darstellungsmalen zusammensetzd, und allgemein

&) I (ZT) = f exp(io{Z(H + 1) — Z(T - T))) -
HiT>0, o _ _ _
H-T54 < Tt | I - A0 S
die von M. Koecher untersuchte verallgemeinerte konfluente hypergeo-
metrische Funktion. Hinsichtlich der Summation in {5) und (8} ist
folgendes zu bernerken: 7' durchlauft in {5) alle n-reihigen rationalen
nnd symmetrischen Matyvizen vom Rang t=r, Wird T = T fest gewihlt,

g0 dal}
T oy .,
o i
T 7 ( 0 0) [
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h

mit einer unimodularen Matrix 7 gili, so wird

gt
rerra (29
gesetzt. Sodann durchlauft 7= in (6) ein volles System beziiglich
der Einheitengruppe [(T',) von T, linksseitig nicht assoziierter primi-
tiver Matrizen,
Offenbar tibertrigt sich {4) unter der Voraussetzung (7) sofort auf den
Integralmittelwert von §(Z,7):

(9 QE.Z) |8, = ASy 2.2y fir Sel.
Um nuon unter der Voraussetzung
(10} =0 {modl)

aus q(Z,7) die Variable Z zu eliminieren und zngleich (9) in cine Trans-
formationsgleichung fiir (analytisehe) Modulformen tberzufithren, wurde
in [6] der Differentialoperator

N s
(1) M= 3 2 L,f,_(é 57)
mit
(12) eyl = xlx— 1. (a=1n—1))  fir n>0, gx)=1
und
(13) 8, (ZJZ,:C—---} - ¥ (31 ' JI‘) - /’1
a7z e iy Ve g g Ly g

fy=z.. . <kp

fiir 2> 0 sowle sy(Z — Z,8/87) = | cingefithrt. Allgemein ist hierbei

fiir beliebige Matrizen A=A™"=(a ) und 1£4,,...4, Sm sowie 1<
1, .. Ky, S, entsprechend auch

(15)

- - |

Ty .ty | ;

i i EERE T ,,,,,,,,,,,!} ‘M,’VEI;Z,----;Ra
LoERRL I RE | ‘

wenn noch ¢, =4(1+4,) mit dem Kroneckersymbol &, gesetst wird.
In [5] wurde fir #=2 bewiesen und allgemein vermutet, dall M, der
Transformationsformel

(16) (CZ+ DI+ 10Z+D| M,ICZ+D* = M,
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geniigt, wobei €, D dje zweite Matrizenzeile einer symplektischen Matrix
S bezeichnet und M, durch die Substitution Z -» S{2Z>, Z —~ S{Z) in f:d“
itbergefiihrt wird. Tatsiichlich gilt (16) allgemein, wie wir in 2, zeigen
werden. Gleichwertig mit (16) ist

(17) M;x(f i Sfx,ﬂ‘) = (Maf) E ‘Sa 1,81

fiir beliebige Funktionen f=f(Z,Z}. Unter der Voraussetzung (10) ist
daher das Operatorenprodukt

(18} M = Mo.%-,c?—lMa+,8—2' MM,

eine verniinftige Bildung, Wiederholte Anwendung von (17) auf (9) er-
gibt dann fiir
(19) 92.2) = Mgi%,2)

eine Transformationsformel der gewiinschten Art:
(20) WZ.Z) | S,p0 = AS)$(Z2,.Z)  tir Sel,

so dafl nur noch die Unabhingigkeit des Formenvektors §(Z,Z) von Z
gezeigt zu werden braucht. D. h. es ist die Wirkung von M auf die Funk-
tionen H, ,in (6) zu bestimmen.

Im folgenden werden die Voraussetzungen (7} beibehalten. Die auszu-
fithrenden Umformungen sind dann simtlich zu rechtfertigen. Bekannt-
lich ist fir p>(n—1) und W=W">0

(21 fexp(wcr(WP)) (Pl fg Py = W e I (p), P =P
mit Feo

Fhee
{22) Fn(g) = HTCMITQ“‘ %I(‘) .
fees )

Die Funktion (8) 148t sich mit Hilfe des verallgemeinerten Bulerschen
Integrals (21) sowie des Fourierschen Umkehrtheorems auf

(28) I (Z.ZT) = f Z4 V|~ (54 V| exp (- 2nia( V1) {4V}
zuriickfithren. Die Integration ist hier iiber den vollen Raum der sym-
metrischen n-reithigen Matrizen V auszufithren. Man erhiilt
(24)

H, AZ,2,Ty = 2~ g-e+im exp(Imilo— B)n) Iy(e) DB 1, A2, 2,T) .
Fir «=f wurde diese Identitit von G, Kaufhold [17 bewiesen. Der all-

gemeine Fall erledigt sich in gleicher Weise. Neue Schwierigkeiten
treten dabei nicht auf.
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Wir berechnen (23) fiir «+£,0 an Stelle von «, 8, indem wir die Fou-
rier-Transformierte
@( V} h f P( ) EXP(Z’T%U('FV)) {(’ETIL Vi= V H
der Funktion
lerB-btD exy (275@50(7‘2)) fiir T'>0,
(1) = :
0 sonst

bestimmen. Es ergibt sich unmittelbar
D(V) = (2a)~o+m exp (Yo (o FPMY | Z+ V=8 D+ f)
auf Grund des Fourierschen Umkehrtheorems also

1

25y 1 ., (%2, T =
(25) mﬁ,o( ) l ’XJr,[)J

- 2-inin=} (3 pm exp(— ti{oc+ f3) )
(et exp(E:-m'a(TZ)) tir T>0,
0 sonst .

1Ye Formeln (24) und (25) sind der Entwicklung (6) entsprechend zu
verallgemeinern. Ist @ =Q" " cine Matrix vom Rang » und T, eine
r-reihige symmetrische Matrix, so gilt ersichtlich

(26) H,,(21Q7.ZQ').T,)
= 277 a0 exp (ails — B)r) Tl) D4R 1, (210 ZIQ', T,)

1
(2T) L, o (Z1Q, 211, T,) = 7 ‘(-------WZ T2 ) Prexp( — dai(a + By
|ttty exp (2;1@'0(1’,[@]2)) fir 7,0,
¢] sonst .

Die Wirkung von M auf (26) ist sofort festzustellen, wenn man (siche [5])

(28) M IZIQT+ V== |Z[Q']+ VT8 = e, (a) |B[Q']+ Vi-o) |Z[Q] + V|-+1

mit;

() = T (i) = L D)
(29) ey(x) = }:Ie(éx —4k) = Fn(“)

beachtet, woraus
P 1 ]1,,{06*}" )
(B0 ML AQLAQLT) = 5 = Lo s (AL 2L T

erhellt. Wiederholte Anwendung von (30) ergibt mit (27) die gewiinschte
Formel
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(34)
MH , (Z][Q'), Z[Q'lT )
g Ll _}—[ v(r) Y ok 41) e
(—1)7F% ) G |1 =824 exp (20ia(T,[Q17Z))  fiie T,>0,
= i &
0 somsgt

wobei zur Abkirzung

(32) C(?") - or(at-} (‘T—rl}} )1 (ﬁ)
" Iath)
gesetzt ist. Dem Fall r=0 entspricht
d
(33) m1 = Lt 8)
NEY

Der Operator M fithrt die Reihe (6) wegen {31} in Null diber, wenn nicht
T, >0 ist. Wir diirfen uns daher auf die 772 0 mit Rang T =7 beschrin-
ken, so daf auch T=7, gilt. Auf die Forderung, dafi die ¢ in (6) be-
zitglich T(T,) linksgeitig nicht assoziiert sind, kann verzichtet werden,
wenn man (7", ) durch die (jetzt endliche} Ordnung £{7,) der Ein-
heitengruppe 1(7',) dividiert. HEs bezeichne {1',} cinen speziellen Reprii-
sentanten in der Klasse {7',[U] | U = U0 unimodular} und ¢, eine beliebige
primitive Matrix von r Zeilen und » Spalten. Offenbar wird dann zu-
folge (3), (6), {19), (31) und (33)

73 I"n((x -+ ﬁ) ﬂ« I
(34) WL ZY = "o et 3 (—-1)FC L;) D Al
20) P BT,

> m(T,.Q,) exp(2ric(T,[Q,12)); -

Qr

Diese Reihe hingt also von Z nicht mehr ab.

2, Die Transformationsformel fiir M_.

Man stellt leicht fest, dal die Transtormationsformel (16} fir das
Produkt 8,8, zweler symplektischer Matrizen gilt, wenn sie fiir die Fak-
toren 8, und 8, richtig ist. Es geniigt demnach, (16) far die Hrzeugenden

E P oo 0 K
EH L (%5

der symplektischen CGruppe zu beweisen. Hierbei ist P=P® eine be-
liebige reclle symmetrische Matrix und U= U% eine reelle Matrix mit
einer von Null verschiedenen Determinante. Aus technischen Griinden
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und auch zur Betonung der Unabhingigkeit der Matrizen Z und Z ver-
wenden wir hier W an Stelle von Z.

Die Behauptung ist fir den Transformationstypus G=Z+P W=
W+ £ evident, so dall wir ung gleich dem zweiten Typus

7= Uz, W=uwu

zuwenden kinnen. Woegen

o

—y = U U

.\
o
=

N

und .
Z—W = UN{Z - WU

folgt auf Grund eines Laplaceschen Determinantensatzes fiir > 0

P .
w(z-h—)= 3 3

[T A PG PR -} S S A S e 11

(zl . .zi_,f> ()5 .. Jn) [ iy . . .f;,,,] (11. . .Z,,_)
Jieded e wy Eyoo by g [y g Vg iyt

) . Zl...lh) l'ﬁ‘[...}rch“J
feys ?‘.«:_fu, hf-'.%(l.i,’; (751' ok pew L g

(77 1)

also M, =M_, q.e.d,
Einen erheblich groBeren Aufwand an Determinantenrechnungen er-
fordert der Nachwels von (16) im Fall

(35) =z, W= WL,

’\)

dem der Rest dieses Aufsatzes gewidmet ist. Wir beweisen die Trans-
formationsformel, indem wir s,(%— W,8/2Z) durch die Elemente von
Z(ofo7) ausdriicken, so dafi von der einfachen Vertauschungsregel
(36) gy Ry {/ : -i-«f‘}
&% &z

Gebranch gemacht werden kann, D. h. wir bendtigen gewisse Verallge-
meinerungen der Capellischen Identitit (siehe etwa [9, 8. 39-42]) fur
sytaraetrische Matrizen.

Wir setzen Z(8[6Z)= (1)) (u=ZLeilenindex, »=Spaltenindex), so dal

(87) b, =3
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WENN 3y,. . . 4, baw. 8[83,,. . ..8[é, die Spalten von Z bzw, #/8Z bezcich-
nen. Gleichwertig mit (36} ist

(38) Dz = 41 D+ b}

Werden die Spalten 3., i=1,2,....%, bei der Bildung des Operatoren-

produkts DR 1re . IR als konstant angesehen, so erhillt man einen
neuen Operator, den wir mit 72772 ... 7" bezeichnen. Offenbar ist

fgt
., o , 0 gy ¢
TaTs T = b | B (a#h &% )a @3
vh 8y vy
Mit Hilfe von
b -
Cow 7 w2 40,0, 0,50,.)
ozw

bestitigt man

DT = D] = 10+ 45, 1 +

und allgemeiner

A
Ty e Wh . SfW1 e L 7) w,— T
f');qf;tz A B 1 #1"[ apt " [:“!a T2 Z évwr 1 l—I jﬂ; +
r=2 J—,—L r
A 2
3 - i
+ oz z Setpity }_I mewr 8
Fom 2 FEl T vy

Essgelu, < ... <yyondy, <. .. < vy, fornery,. .., 2, eine belichige Permuta-
tion von oy, . ., iy, sowie &51-3% thr Vorzeichen, Dann ergibt sich

[ gtg §32 i L ML Ty ¥ ™
{39) E ah M;DL . sz z gyt faj ITJ. LT

3/;
LI 5 ?-J,maﬂ}a
1 #}e T
2 Z ()vlﬁ,éal H T } +
1—2 FA T P
a

1 z z gy I I i ‘
L AL LAy MAgAy Ay Yvyep -

P=2 A, .. .4 FER CZVW_

Vertauscht man in der ersten Doppelsumme A, mit A, so geht sie in

—Yh-1) Y s TR T
Aty by
iber. Die zweite Doppelsumme hingegen ist Null, da sie bei Vertau-
schung von 1, mit 4, das Vorzeichen wechselt,
Allgemein definieren wir eine Determinante |o;,] mit ¢ als Zeilenindex
und £ als Spaltenindex, ¢,k=1,2,...,h, mit Elementen o, aus einem
nicht-kommutativen Ring durch
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_ N .._h
Mw - z "",ub N ,u;}w 'w,uhh s
Hlsoeos i

C!)

wobel py,.. . 4, alle Permutationen von 1,... % durchlauft. Aus (39)

ergibt sich mit
D = I+ 6

M 275 W

k- 1)
nunmehr die Identitit

DI DA TR T

1‘1 f3 I t ,u;_ "‘"l
waps gl g 5

ry Wz wy | i v Iy w,»!

‘D.Uh 1 Mpt i’ Hey Nh T“h A B

Hieraus folgt durch vollstindige Induktion nach 7

(40) Dy = T
mit
(4}‘) D:,;Vk - D:f; + a,uiq 3(}? AA/)

Die Indizes ¢ und & durchlaufen hier und im folgendeﬁ wenn nicht

ausdriicklich etwas anderes bemerkt wird, die Zahlenreihe 1,2

Ay o .

Offenbar ist

Jr[w;;g _ z (1”1 * ‘-‘u’h) ’791 . 'Qh}
T T : ’
! o1 ..oy NOL- - Oz | Y- Vg
also auch

< 7""fu’k - .fu""lu’a W
42) i) — s () gy
Voo ¥y sz w<. ey V0L B0l g

Bekanntlich ist

(43) (P’}.H-ﬂ-h) _ (9’1---1’}1) Al
Yiee ¥/ a4 My« Myt g

wenn

(m- -

das algebraische Komplement von
Vo0 o ¥p/l 4

Hy- -

Y.

A

L

).

h.

in |4] bezeichnet. Wird (43) auf 4 =27 angewendet, so ergibt sich nach

(40) und (42) die verallgemeinerte Capellische Identitit in der Gestalt

(44) {#1- . .,uh} =z~ ¥ (91. . Q}a) D
Vi ¥y i i P17 .., o My Myl z -

Wegen
DY\ 4 = |2 D% 8, b —1))}

#

folgt nun unmittelbar

{45) I/’il- - v‘uh:l |ZL9¢ _ :x(owt—;), . .(C\f—i—é(hwl)) (1’1- . .'V/l) IZ"“J.
Z /2

Vi

My
Math. Seand. 17 - 4
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In [5] wurde firr diese Identitéit ein komplizierter, d. h. nicht angemesse-
ner Induktionsbeweis angegeben.

Wir bendtigen noch Determinantenrelationen fiir die transponierten
Operatorendeterminanten. In Analogic zu (39) ergibt sich, wenn i,,...,4,
wieder alle Permutationen von p,...,u, durchliuft,

M B TV A i pg A piAy g2
(46) 2 el Tk = N i Py

AR
Asoadn :’l-i,,,,,?.h
) y bt ﬁ P Fidy
o Z 2 ()Am I Ty H I;.f,.v
=2 A Ay ,H-l‘?'

+ 4 z > gdhg T The, € .........

2 A Ay Ty vj Cigdy 82‘, .

=2 A, ..., 4 JeELr LT

In der ersten Doppelsumme wird A, mit A, vertauscht. Die zweite Dop-
pelsumme verschwindet, da sie das Vorzeichen wechselt, wenn man i,
mit A, vertauscht. Addiert man schliefilich zu beiden Seiten der Gleichung
die Determinante

((Xwé(,f”b*—i)) é.lth_ﬁ-['fgi * gmi‘ ’E’ = 112:"'>h’s

vhit
mit willkiirlichem A%, so ergibt sich
brl | s 1 2 Ffipg
(‘-f—l‘) ;.[)i,; -+ Lsyiyl((x—'r):(h )) TV;,. . .,Iwi'\
— TH - w T4
= [T} il T (’)“— (A 1)) sﬂm’ vyt jv}f -
o ‘1 FPg !,tq 1z Fe it
2-“[”11"" Yy 1’51&*:“’]1”:}1 “>‘in

Wir setzen

23 TR - £ 1 I
{48) ARt = | DS, (= Fh =K .
Tot oMy, .. .v,) cntstehe aus |79, indem man die Spalten mit den
Induen Voo - -5¥, durch die entsprechenden von 8, ersetzt. Wir
beweisen
49 A — : £plo) stk
{49) D R VPR

re=01 O r("X‘) 01, L L iy

durch vollstindige Induktion nach A. Die Identitit (49) gilt ersichtlich
tiir A= 1; sie sei richtig fir 2 —1 an Stelle von b, dabei k> 1. Dann folgt

I3
B0 A = 3 (=1 D8, o = V)t

g

I .
= 3 (=) D48y, (3 -1
F—1
£y X - . .
. e h }'g _)__ 2 5‘”521 "" ‘"’?“‘Mlﬂ?"{“l'-'-'ﬁ;: (g;gll . ‘p{)r) .

re=g) "3.?1---:"-—1(0(‘) 250, <erEh
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Nach (47) ist

A
Zl( e 1}J +1 (Dm + (3# . ( _ 12 (k _ 1)))111::421-.:..19—1,%-4.14 ...t:‘i(ygi . .Q,Q")
J=
T R TR B CEE TR B AR TR
h
-3 Z T gy Ve,
g=2
eder, e

zu schlieBen, indem man alle Determinanten in dieser Identitit nach
dem Laplaceschen Entwicklungssatz gecignet zerlegt und (47) mit A —r, 4
an Stelle von %,2% ansetzt. (30} geht damit iiber in

P " ale) 1.

A“:::vﬁ‘ B Z e Z {Tv m( ert ‘v@r) +
r=0 Eh—*'f*i(a) ZEo <. sk

k

= Hh = )Ty ) — 43 T )
=2
atoL, e
g/ 4t L}
= I L‘;f(')ﬂh( L )+
A3,
+2 z ’T";l i;f( 1.,.9;@)-}‘-
1-41”1 — 104) oL <grmh
F1
= )
T 2 T )
1 Ep—pl ) lEe<. .. <gr=h
g1=1

A1
. 8),m1(0¢) .
=25 X T, )

o1 2y (o) 9<pr. .. <gpTh

£1(x) _ f?-ml(f“ﬁ) _ eplx)
bral®) | Zegn) ey (x)
folgh nun (49), q.e.d.
U die Tdentitat

(51) 1z | W] M, |2 =
fiir die Transformation (35) zu beweisen, beachten wir, daf
8 iy
25~ -(2).
a4 &7
also
N .
D =%, —== —Dt

ist. Mit Hilfe von (42), (40) und (38) resultiert dann
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~ A ¢ TP U5 ) .
(=W Nize = 3 () by
oz T3 ) FLTY ST 5 e

vpl. . <vh

- Pioa ¥ ,
= 2 ( ! h) | Dﬂz + émv; U? mm}‘f)\ lza“
ppe. <y N M e iz
VI, L LSV

VeV
Y, P . i i .,
- ;A‘ Z ( > y;_...w: ’
[} ) e My werz—g
S R T

also

I

. W S e i < Enl Ve,

Z| = WM, 12 = 2 S :

e E0X) e ey \HMae My WwozoB
3 R

” é‘h((x) " "
z — z f“ ;".'i(d"'vﬂr)‘

TmUefl"T(o")ng{,.‘{Q.r N

Seien g, <...<o, und o, < ... <oy zu g <...<p,und oy < ... <o,
80 bestimmt, dal3 g,,. . .,0;, und oy....,0, Permutationen der Zahlenreihe
1,...,h sind, Es gilt dann

2 1) il IJ_' 0
’391...191" P+i i

T il ) = 3 (- ape i (o) g e,

Jp<l.L L =l

wegen

("1' . -”n) — (- 1)914-,,.+gf+51—z...+o,-( Yoro - YorYersn Ve >
fy- Myl ez B oy oo lopyne o/ WorE-R

also

. n h £ (O(}
iz Wy R, 2 = 2y Sy )
B0 1 En—rky) L VS

e Y
( Yo - Voberns - Ve ) (,u,,l. : 'fucrr) }T“%—H"'MUF&(.)
v . *
Moo Mooy Mo/ woizg—g \ Vg - - Vg, /] orHUTTRR
Wir fithren j=/h—» an Stelle von % ein; offenbar ist 0<j<x und 05r 2
w14, sofern § gegeben ist. Schliefilich ersetzen wir noch
Boys oMy Bopqor s oMoy ™ Dqee oG Hise oo fty

L T . TR S UIR U
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s ergibt sich

n nos : n—j
L e

Fra={) ML S AR
ISy el

(ﬁlﬁ, vl...rj> (.9(1...04,,) }T“l‘“"? |
. ] Y
Kyen Bty pegop N B, pl T

A .
. z farz.(.x) E aﬂ,, .!i; qrre. [1)(_)
L ¥1. Pl
FED ‘CJ(X) 11 b
vy
mit
af uy -1z~ lwy‘z z (ﬂl..,ﬁr 1}1...1'3-) (xlfx?) .
reDagwa NN e g g BB g
AL, <y
Es gel allgemein
gooLo=100,), dk=12. .2,
also
i n
Em...,uﬂ(a”f-k) Ep]___;-n - (a.‘ti"i;) ’
folglich

<Q1. . ,Q,,) _ (;,.cm. . .‘Ll-gl)
Oy o O By By Voo oVl a

fiir 4 =A%, Wir ergiinzen < ... <y, baw, < .., < pydurchg, < ... <
Oy DEW. 0y < ... <g,_; zam System aller Zaklen 1....,n und sotzen
— (S 2}
o= L B 8 = ]J”lr--i’ﬂ—_j"‘lu»"’j :

Es wird dann

(51- P v .'vj) _ (%1. Rk n)
Bper By by o ) g g R A M R Y A

mit f =0, , x,=g, . so dal sich mit ¢'=S(W-1Z—E\R und
(“1- . .ar) _ (/1 . .:4,.)
b -Blm Ao A/ gy

..lrn—j—i---]‘...??) ("1 %,.)
=G+l n) e \NAy oA

schlielllich
al “? = |Z7W| Z

=0 1=y <.
1= 3.1‘-.

ergibt. In der Zerlegung der Matrix

e
@~ (g )
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gel Gy=G,7. Es gilt

RGN A B 0N (GGG, 0
G““((s E )(’(04_193 E) mit G‘( 0 (44)'

7 entsteht also aus G, indem man gewisse Vielfache der j letzten Zeilen
bzw. Spalten zu den vorangehenden Zeilen bzw. Spalten addiert. Dem-
nach ist

(Al...ﬂw n—j—ki...n) _ (/11...&? n—j-}-—i...n)
Hyoot, =31 om)e Nk ok, m—3+1. 0

£}

:(ll...?y,,) vy
a " [l T
";1' * "{T G]‘*GEG,;“‘IG:;
Wir setzen noch

#

RS = (I ) mit [ = [0,

* %

ersichtlich ist T={d .}, ¢.k=1,2,... ,n—j und

(xi...xT) _ (xl...xr)
Ay A meg Apeedpip

ZW| = [BE+SGR .

Ferner gilt
Pamit folgt schliefilich

) . ) P
o = 16 B8RS 3 ()
ro0 15hy< . eapmneg N1 < A e Gaa-1agT

= |Gg] LB+ (G — GG G| B+ 8GR

Andererseits ist
(,ul...,uj) _ %—j+1...%)
Vi Vi S powen n=J 10/ ppowzeus
n—j-+1.. n)
n=j+t Ll n/gm gvwn

(
(
(n—j—f—i...n
(
(

i

n—g+1... ?L)G(E.,l__R,SG).W.l

o “"3.) (B + B SG)G-1|-1
IR i 38 2%
.n—g

) \E+86R| G| .
R} g
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]

Man bestadtigt leicht

GRS =

s

R
*
wnd erhilt somit

(1“1‘ o = {0~ GG, G 4 I] |G | + BCR! |

Jyl . 'V?- )Efﬁf'z_l

B (G — oGy G T 6] | B+ SGR

— (L/L].A.,uj ,

Pl
nach (62) also
Fi—T—at Y VAL < Fﬂ('y) fhye -y Ly
iJE II;V‘MEC1 | :2 {_ Z » v ] lyl_,_x/;,('):Mm#

J=0 Fp L e Vi Bt

v1<...<vj
g.e.d.
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