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Synopsis

Die Fourlerkoeffizienlen ag(T) der Eisensteinreilien zar Modulgruppe n-ten Grades und zur
Dimension —% lassen sich, wenn man von einem clementaren Faklor absieht, nach C. L. Sreaxr,
als Produkl gewisser p-adischer Darstellungsdichien schreiben. Dureh Berechnung dicser Dichten
gelangt muan im Falle n = 2 2y ciner expliziten Formel riie e () 2u primitiven Matrizen 7.
Aut dicsen spezicllen Fall kann die Berechnung beliebiger Fourierkoetfizienten mit Hilfe ciner
Relursionslormel zuriickgetithrl werden, die man aus der verallgenieinerten Heekeschen Cpers-
torentheorie hezieht. Fine elngehende Analyse ergibl nun fir die rationalen Zanhlen ap(Ty im

Falle n = 2 Diei festem & einen gemeinsamoen Neoner, der sich nur aus rreguliren Primzahlen
(im Sinne Kummers) zusammensetzt. Fiir b = 4, 6, 8, 10, 12 wird inshesondere der grifite

gemeinsame Tefler aller a1y mitgeteill,



Die Fourierkoelfizienten «,(7) der von C. L. Siccrr eingelithrien Fisen-
steinreihen n-ten Grades zur Dimension — £ (k-0 (mod2), k> n+ 1):

G2y = D> €L+ Dk (1)
lu,n}

wobel iiber ¢in volles Svstem von p-reihigen nichi-assoziierten teilerfremden
symuclrischen Matrizenpaaren C,0 summicrt wird und 7 eine symmetrische
komplexe Malrix mit positivem Imaginirteil bezeichnel, sind bisher Wenty
unlersucht worden. s ist seil langern bekannt 4], dal diese Koeffizienten
rational sind und von Fall zu Fall numerisch berechnet werden kinner.
Solehe Berechnungen werden aber setbst im Falle n — 2 als selwr miihselig
angeschen T1]. Dine interessanle ntdeckung Siegels, die wesentlich iiber
A7 hinausfihrt, ist neueren Dalums W51 Sic besagt, dall das Produkt der
gekiirzten Zihler der & mit Bernoullischen Zahlen gebildeten Quotienten

B, ) _ B, . . . .
o (v 1.2,.. ..k 1) und }- . von einer Potenz von 2 abgeschen, einen
2y :

5
gemeinsamen Nenner aller a, (1) bei gegebenen & und n bildel. Linem Salz
von K. L. Jexsex 121 zofolge selzen sich die gekiirzten Nenner der ap{ T
demnach pur aus der Primzahl 2 und gewissen irreguliiven Primzahlen p
zusammen. p heil3t irregulér, wenn die Klassenzahl des Korpers der p-len
Eipheilzwurseln durch p teilbar ist. Die Bernoullischen Zahlen I, werden
hier in ihrer Gesamtheil symboliseh (B” - B)) durch (B+ 1Y -8~
fir i =z 2 detiniert,

Bei dieser Sachlage hielt ich eine Beschrinkung auf den Fall n -~ 2 fir
gerechtlertigt, um dic Analyse der a, (7" maéglichst weit treiben zu kénnen.
Wir setzen nun

[2f h
o 0 1 Y oo T ‘
27 - ( / of ) und (1) = g T({.1.15) (2)
D' 2
mil ganz rationalen £,.0,.0,. Bs darf und soll angenommen werden, dal 7'

positiy ist, da a(7) im Falle {70 = 0 als Fourierkoeffizient ciner Lisen-
1*
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steinreihe ersten Grades hinreichend bekannt ist. Es gelingl die explizile
Berechnung von a (T) fir primitive, durch o(T) = 1 gekennzeichnete 7.
Der Fall eines beliebigen T = 0 wird aul den socben bezeichnoelen Spezial-
fall mil Hilfe einer allgemeinen Rocflizientenrelation aus der Theorie der
verallgemeinerten Heckeschen Operatoren [3) rekursiv zuriickgelithel. Auf
Grund der angegebenen Formeln ist lestzustellen, dall ap( T bel gegebenem
fim Falle n = 2 dureh o(T) und 127 eindeutig bestimmt ist, Dicser Salz
steht in bemerkenswerter Analogic zu der Aussage, dafd die Klassenzahl des
Geschleehts von 27 nur von den Ordnungsinvarianten, nimlich e( 1) und
127 abhiingl, stellt aber wohl eine Besonderheil des Valles 11~ 2 dar. Ferner
ergibt sich, dafi cin gemecinsamer Nenner der Koeffizienten a (T zu primi-
liven 7" bei gegebenem £ auch cin Nenner aller (T ist. SchlieBlich zeigl
sich, daf)

my, = T = (3)

98By

im Falle n - 2 ein gemeinsamer Teiler aller a, (7'} mit 7" = 0 ist. Hierin
ist ¢ der griBte Teiler von (k — 1)N,, _,, der sich nur aus Primteilern poe =1
(mod4) des gekiirzlen Nenners Ny, _y von By, zusamumenselzl. Dicse Tejl-
barkeitsaussage stelll eine Verschiirfung des Sicgelschen Resullais fiir den
Spezialfall n = 2 dar. Tatsiichlich ist my i b - 4,6,8,10,12 sogar der
grolic gemeinsame Teiler der Fourierkoeffizienten o (7)) mit 7= 0.

§ 1. Die aligemeine Koeffizientenformel

Fiir beliebiges n, halbganze svmmetrische Matrizen 7 = ¢ und gerades
ko= o+ 1 entnimmt man aus (4] die Darstellung

[ AN

nk i
: ik

a(1) = (12"

=

(4)

wobel p alfe Primzahlen durchlift wnd S, den p-Beitrag zur sogenannten
singuliren Reihe bezeichnet. Iir ist gegeben durch

IS \ 1 e Eft'i.ff(T.R?,) (p(}_?p)}— A‘:‘ (5)

4 ]
Hymoeal

Summiert wird hier Gber ein vollstindiges System mod1 verschiedener
a-reihiger symmetrischer rationaler Matrizen 1, mit ciner Poteaz von p als
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Nenner. »(R,) bezeichnel das Produkt der gekiirzten Nenner der Elementar-
teiler von R, und allgemein o(4) die Spor von 4. Um S, In gewisser Weise
als p-adische Darstellungsdichte zu deulen, empfiehlt sich in der weiteren
Behandlung von S, gegeniiber [4; ecine geringfliigige Modifikation, die auf
einem Gedanken von 15, Wirr {7, beruht, Sic gestaltet eine einheilliche Be-
handlung aller Primzahlen sowie eine Vereinfachung in der Berechnung
der benotiglen Gaulbischen Summen und fiithrt sehlieBlich zu dem Ergebnis
in der gewiinschten Form. Um (v(h’p))_k in geeigneter Weise durch Gaulsche
Summen auszudriicken, fihren wir

G } gzrrirr(lf'b’p[?(}) ((] Pm) (6)
K ol g
mit
\ 0 4
P (é 0.)

ein. @ sei so groll gewiihlt, dall gR, ganz ist. Summiert wird iber ein volies
System modg verschiedener ganzer Matrizen K = K™%,

Da ¢ nur von R, modl abhingt und gegeniiber den Transformationen
Ry = R, Ul mit unimodularen Matrizen U invariant isl, so kann R, in G
durch eine Normalform der folgenden Art ersetzl werden:

7y 0 ™
4 :

iy

.............. . (n](;d i )

0

Hicrin ist

. % Bl -
F, = B h oo 1,2,....8)
! (/j?e :)i&.*) ( )

also r4- 95 = n, und

(pap) = (Fop) =1, o = g, =0 (modp).
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Im Falle p » 2 kann {berdies ¢ -~ 0 angenommen werden, woven hier
jedoch kein Gebrauch gemacht wird. Offenbar ist

; . CRTIN e LR b e D 2ey e B

v(BR,) = v, U]y = pit H 5
Mit der angegebenen Normalform an Stelle von R, in & und der Zerlegung

K= (L, L L), - (50 L, L

crgibl sich unmittelbar, wenn unnétige Indices nachiriglich gestrichen werden,

¥ 8
v e e -l e P . o
o N ()Zﬂ:(.zkp HhEL 7 " (}3.71;; Vi FILIE)
k=1 Tmody b3 Lmody
20r - 28y M e B L By
(] }) H s &

oder auch

X 2nk s > k
& (R E
Andererscils folgl mi

s () Fi
da diese Matrix mit Hilfe ciner unimodularen Mairix in

C0OLE . o .
( ST (= E™ < Binheitsmalrix)
LE D

tibergeliihet werden kann,

£

ok oL ST GETO(FRIR,D
b

b= 1 Kpmodg

N AT (HE,IR]) > T R (ST LK)

Z 4

Kmodg Kmodyg

wobel K — K2 o (K K, ... K,) gesetzt isl. Nunmehr schlieBl man wie
in 4] und erhil
AR - D——”’n!{:

S, = Iim ¢ °® A1), {7

@ —r
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wenn A4,(1) die Anzabl d(,‘r mod g verschiedenen ganzen Malrizen € (@R
bezeichnet, fiir welche (S[([ ----- Ty eine gerade ganze Matrix wird. [he Ra-

tionalitit von S, Isl (%ine Folge von

Lemma 1z Es seien § = S und T = T mil in = n halbgunze synunetrische
Muatrizen, p eine Primzahl und p® die hichste Polenz von p, welche 12717 leilt.
Wir selzen  — p" und bezeichnen mit A (S, T) die Anzalid der modqg ver-
schiedenen ganzen Matrizen C o CM 0 fiie welche " (S/C1 T eine gerade

4
w1y

ganze Matriv wird. Isl a = 2b, 30 st g ALS.T) von a unabhingig.
Far p = 2 deckt sich die Aussage dieses Lemmas mil einer Teilaussage
von Hilfssatz 13 in [, Der Fall p = 2 erfordert keine wesentlich neuen
Uberlegungen and LiBt sich in den Beweis enlsprechend mit einbezichen.
Um A, (T) als Losungszahl eines Syslems von Kongruenzen zu inter-
prelieren, zerlegen wir € in

. G i . .
e Al g k. m) HU
( (\H,) mit { G . H 7

ATy ist dann dic Anzahl der modyg verschicdenen ganzen Malrizenpaare
(_r,H, fiir welehe

1, .
(G'H+ 16 - 2Ty ganz und gerade (8
i N
ist. Bezeichnern gy, 0u. .. -.0, bew. by, 0., ... 0, die Spalten von & hew, H und

wird 27 - ((1 4 6,,)t,) mit dem Kroneckersymbol 9, gesetzt, so Lrilt an
Stelle von (8) das gleichwertige Kongruenzensystem

ﬂ’oc [).x

Lyoes ‘Ix}p : r}hy = Ay (modq)

9
(I s afsn o= )

s ist zu beachten, daf sich die Losangszahl A (7) nicht dndert, wenn
man 7 mit einer unimodularen Matrix V otransformierl und mit ciner zu
g primen ganzen Zahl g mullipliziert; denn die Forderung (8) bleibt bel
einer simullanen Transformalion

T = T V], H - UHV, G- gU%V
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erhallen, wenn neben V. oauch U cine unimodulare Matrix mod g ist, so
dal} eine ganze Malrix U mit U707
Sachverhalt im Falle n = 2, mm zuniichst T gecignet zu normicren, Sodann

bestimmen wir die A modyg, [Ur welche das System (%) Liésungen besilgl.
Wegen der angegebenen Invarianz geniigl es, wenn aus der Klasse der mit
H Aquivalenlen Malrizen {l.’h’; U unimedular mod q} jeweils ein eindeutig
bestimmter Reprasenlant /1 ausgewiihlt wird. Die Anzahl der Liosungen 6
mod g hingt offenbar nur von der Aquivalenzklasse von H modg ab.

§ 2. Die Berechnung von o, (T) im Falle ¢(T) = 1

Wir befassen uns fortan nar noch mil dem Fall n —~ 2. d = d(7) be-
zeichne durchweg die Diskriminanle des imaginir-quadratischen Zahlkir-
pers, der von 1 271 erzeugl wird; sie ist gegeniiber den inverlierbaren
Transformationen 7" - 77TV mil rationalen ¢ und V = V® jnvariant. s
sel p eine vorgegebene Primzahl, p? die héchste Potenz von p. welche 2717
teill, und ¢ - p* mit belichigem « = b. Unter der Vorausselzung e(T) = 1
darf angenommen werden, dall 7" unter die drei Tvpen [4llf, die durch
die Kongrucnzen

l

4 N
2 =upt (), p o2
Jz1 =0 () ]l[

TR (2) ]
. ’ }) - -
........ 12 ((I) ’

i

fy = 1) J uwE O (p) (10)

l_ foo 12,

-
]
&

definiert werden; denn [Ur ¢g7TV) it dies zu, wenn die unimodulare
Malrix V und die zu g prime ganze Zahl g geeignet gewihil werden. Wegen
a = b oerscheint & in (10} in richliger Bedeulung, Im dritten Fall isl ¢ irgend
eine nicht negalive ganze Zahl. Entsprechend den drei Fillen (10) gilt

[’ Jap® 'p w9
N R 1 {(modg) Lir Jb = 2 (11
, o, P )
| 2 — e |5 =0
und daher
‘ - fir b =0 (2 [
(d} - ( | @) p o2 (12)
il
! ] 0 Fiir b =1 (2)’
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sowie
Jb = {), c > 0
1 fir, _
lb = (2), b=, wu=7(8)
Cdl (b o= 0, ¢ =0
(fi bt fir J _ P2 (13)
2 lb=0 (., b0 u-3

=

=1 @)
=0 (2), b=t u=1(4)

oy

o Tfar {

In jeder ;:ic:{ui\*:xlml’/;k'lassc H mod ¢ gibt es, wie leichl cinzusehen isl, einen
Repriasenlanten ff — &2 (haﬁ} der Tolgenden Art:

Dy = pf By = pY Dyg = 0 (modg) |

(14
((} = LY = a: P !_j) I - )

withrend It = fy, aus einem festen Vertretersystem der Restklassen mod p”
ausgewihlt werden kann. Mit diesem speziellen H und G = (g,g) nimml
das System (9) wegen {, = 1 (modg) die folgende Gestalt an:

Gup’ = 1. gl gap” =t

’ (modq¢) {13)

\l

TP+ gkt + g p” s 1y [
Wir bestimmen siimtliche w,2,h, fir welche das System (15) Lisungen G
besitzt. Oflenbar ist stets ¢ = 0 und gy = 1 (modg). Es verbleibt

Grelt = goap” = by e =l = R g’ (mod g). (16)
Eliminalion von ¢, ergibl

Aty — 1)+ (9o = g 30" = L (mmodg),

und diese Kongruene ist genau dann loshar, wenn

h(t, = h) = I, (modp®) (17)

ist. Eine cinfache Abzithlung ergibt nun fir die Anzahl AChp") der modyg
verschiedenen ganzen Lisungen (g9y1.072.01.925) von {13y den Wert ply
oder 0, je nachdem (17) befriedigt ist oder nichl. Eine vollstindige Uber-
sicht iiber die Liésungen von (17) gibl das lolgende Sehema. Hierin be-
zeichnel A(pY) die Anzahl der modp” verschiedenen Lésungen A von (17).
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Hauptlypus von 7- ¥ APy Nr.:
v 1J
po= 2 oder b -0 d=zv=bh Iz . 1
1 )
=b di\gd
h v Za P’ (l —:-' ))( ) 2
\ pllip!
RUER
PO - _ o L 2 —I .
po=2 und bz 2 0zv = b-1 2 3
¥ b1 ) 4
o= b 5
1,7 B
Thy adi i d
b= v =4 27 ( 1 ( 5 ])( 5 ) 6
Ea / LA

Hierin ist 4(x) = 1 oder 0, je nachdem a ganz rational ist oder nichl. Um
die Vollstindigkeit der Tabelle zu belegen, hat man die Kongraeuz (17) fir
die drei Haupttypen von T zu diskubieren.

1.

p = 2: Nach (10) hat man
e = up® (mod pty

zu ldsen, Hier mag der Hinwels geniigen, dall Losungen fir » = b nur

. . . {o . . .

dann exislieren, wenn & = 0 (mod2) und ( ) 1 isl, was so viel wie
P

o’ ) . L ,
( ] = 1 bedeutet. Man findet nun leichl die unter Nr. 1 und 2 ange-
wﬂ[)’l -

gebenen Werte von A(pY) fir p o= 2.

n— 2 bz 2 Nun ist
f
B w2 (mod 29

zu ldsen. Hier ist zu beachlen, dull » = b — 2 nur dann Lisungen ge-
slatlef, wenn b = 0 (mod2)ist. v — b — 1 ergibl keine weitere Bedingung.

Far » = b bhat man zusiitzlich - o = 1 {mod4), also ()) + 0 2w fordern

¢
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A N . . d’ ..
und tm Falle » = b dariiber hinaus - @ = 1 (mod§8) oder (—9} = 1. Lin-

fache Abzihlungen crgeben die unter Nr. 3 his 6 angegebenen Werte
fisr A(2").

3oop o= 2,0 = 0 Wir multiplizieren {(17) mit -4 und eghalten die gleich-
wertige Kongruenz

(2h = 1) = - u2°" 2 (mod2" 7 %),

Wir konstalieren, dall » = 0 genau eine Lisung geslallet und dali im

. [
FFalle » = O notwendig ¢ = 0, d. L. ({))

1 ist Ist diese Bedingung ce-
I

fillt, so gibt es genau zwei Lasungen, womit A(p"} unler Nr. 1 und 2
fiir p o= 2 veriliziert ist.

Da die Elemente gy fiir o 5 2 willkirlich gewihlt werden kinnen, so ist
die Anzahl B(h,p) der modyg verschiedenen Lisungen {7 von (), sofern H
den durch I und p* gekennzeichneten spezicllen Repriisentanlen in der
Aquivalenzklasse modg von II bezeichnet und (17) erfillll isl, gleich
FEBACPTY = ¢ P’ Wir brauchen jetzl nur noch die Anzahl C(h,p")
der modyg verschicdenen Malrizen UH in der Aquivalenzkiasse modg von
H zu bestimmen. Dabei ist U eine belichige unimodulare Malrix modg.
sind ug,u, die beiden ersten Spalten von U] so ist

CH = (upgh - p®y (mod g),

woraus hervorgeht, daii CChup®) von i umabhiingig isl, so dal zur Beslim-
mung von C(h,p”) das Element i durch 0 ersetzt werden kann. Die modyg
primiliven Spalten wi, die zn einer unimodularen Malrix modg ergiinzt
werden kénnen, sind dadurch bestimmt, dald nicht alle ihre Klemenle durch
p teilbar sind. Fiir die Anzahl der mody verschicdenen iy findel man somil
den Ausdruck

f]k . p(arrl)k qk(l P—- k).

Gefragt wird nun nach der Anzahl der mod p® ™" versehicdenen primitiven
Spalten u, modg derart, dafl (1)1,) zu ciner primitiven Malrix modg er-
ginzbar wird. Diese Anzahl hiingt olfenbar von der speziellen Wahl von
nicht ab, so dalb fir u, auch die crste Spalte der Einheitsmalrix gewiihit
werden kann, Beziglich uy ist dann zu fordern, dafl dic aus den £ -1
letzten Elementen von u, bestehende Spalle cine primitive Spalle mod g isl,
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withrend das erste Element von u, willkiiclich wiihlbar ist. Die Anzahl der
primitiven u, mod p® " zu gegebenem u, ist also

P 'V(p{k—f)(a.—ij) _____ P(k 1)(a—v——1)) . p(a.—v)k(.]_ . P].—-k) oder 1,
je nachdem « < » oder a = v isl. Damit ergibt sich

Cihp?y - [ qucp“wyrco — }fk)(l ,,, p'i—k) fir v <
LA T, lqgkp—ak(i __ p—-k) fiie ¥ - q

und fir die Anzahl 4,(7) der modyg verschiedenen Lésangen G, H von (9)
schliellich
AT - 2 B(h,p"YC(hp”)

O 0w g
hmod p¥
_ (;:i?cMB(I —j'f }c) Z’ pv(l—k)<1 _ plmk):;-.
L ()
hmodp®
S ST A Ra - pE

P

U=y g

Die Semmation erfolgt hier Gber alle Losungen i modp” von (17). Die mit
einemy Stern® bezelchnete Klammer ist im Falle » = ¢ duarel 1 zu erselzen.
Naech kurzer Rechnung erhilt man mit Hitfe von

(h—17
(817 Fyb
L L 1 b2 . by L Eehy
:2_ PR L iRy ‘_\_ plu,(a--zm . (5(;)[)&
Yoo e 2

fiir a = b die Kongruenziosungsanzahlen
ALT) =

qak—a(j f}_k?(i 0 2]5)]](; [ 4 ;ﬁ‘k) i PG { df PEARIEE } ! (18)
_l_('f'l 1er LN ¢
P

\p!
20 N
H 2 | fir p » 2,
...... 1

J o
L
H 5 J ur p = 2,

mil
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lolgtich

»

s sei x(h) der Charakter modd, der fie k

Wir setzen

o

= e
S,
A= 1

S( . Q3M4k.{1g(7')

L) = 5 i

13

fir a = b. (19

£ogn

= ) it (1—) iibereinstimmt.
-

(20)

B 1

Aus (1) ergiblsich dann mit Hilfe von (18) und (19) fir n — 2 und o(T) = 1

die Koeffizientenformel
LTIk 1,
(T - (27) ( )

(2h = DV ERE(2 — 2)

|

2 Ry

“)Tf"' i f‘-”[ ['} {d) 1—f»\) \% w2k <d) {4+ 13— 2k)
S22 / K A T P AR
pfziz’ml X .p=] S0 o d
Dekanntlich ist
B
iy G et (22 y
ey 9L By, L2k 2) 3 (2k - Q)IH% -2 (22)
el
d N
. sinl 2=
1 =10 “’“1( gl
k=1, = % () N ﬂ_.fi; .............. ) (d = 0).
[ g g me Tt

Di¢ unendliche Reihe {iber m kann, wenn man von einem elementaren
Faktor absiehl, als Funklionswerl des Bernoullischen Polynoms (x+ It
in symholischer Schreibweise (BY = B,) cinfach dargestelll werden, Man
crhilt so

i

k-1

H {i’E N ‘“J

Lk 1,5) o+ B,

(23)

und schliefilich das folgende Resultat:

Satz 13 Fir n = ¢ 1 isi

ik 1 a1ty

- > IR e T
BBy, o d] i) | f]-')(q A

ak(T) =

mit
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b {1y = ( } ( ( )px—k) i pHE R {‘1] P+ 1)(’;—2k)]
i L d! -’a 2’1“ L p! g0 ! I

o

Lo S g g . b1
Hierin ist p* die héchsle Potenz von p. welche 27T leill, und j = [ ’ 5 oder

b 21 - . e .o
5 (s Je nuchdem p = 2 oder p - 2 isl. by(T) ist stets ganz rational.

Um auch noch die Ganzzahligkeit von b (T} zu beweisen, selzen wir
b o= b, | = J, sowic
‘ .
- P
J 1 F
P

Aus den Diskviminanteneigenschalten faolgt
. LA i
b, ~ oy + 2, +e,) mit e, - ( P} fir p = 2,

mithin

]
B ; L fp e o ) )
- ( T—[ pf),y -y ] g 2 f/l- [ JU(,?]; (‘?p) (2 —3)
P B
P o2

woraus die behauptete Ganzzahligkeit von D,(T) erhellt.

§ 3. Die Reduktion auf den Fall e(T) = 1

Ist der Rang der halbganzen Matrix T - 7™ = 0 kleiner als zwei, so
tritt a, (1) auch als Fourierkoeffizienl der Eisensteinreibhe crsten Grades anf.
Insbesondere ist a (T = a (8, wenn alle Elemente von 17 - (1) mil
eventueller Ausnahme von f = #, verschwinden. p bezeichne eine heliebige
Primzahl. Auf Grund ven 3], 8. 117 (128) kann festgesiellt werden, dald
die Fourierkoeffizienten «,(T) der Lisensteinreihe n-len Grades der [ol-
genden Beziehung genligen:

T+ p" ™ Hapa(T) -
FLEE (‘) 1}

f

o (I],(i) 3 >uk( T[S )

l'ﬁ() ti

(- vy (n 4 19— 2k)

Mierin ist

W g
) (25)

L0 plste



und bei gegebenemt » durchlinft U = (", %) ein volles System von uni-
modularen Malrizen, so dall die aus den » ersten Spalten von U bestehenden
Teilmatrizen } modp paarweise nicht assozitert und
[
T US
p

oy i halbganze Malrizen (26)

sind. Zwei Matrizen (}.f); heillen modp assozifert, wenn (b, — @,V mil

den wir verzichten und statt dessen ¢, (1) -~ 0 fir nicht-halbganze T setzen.
Da die Eisensteinreihe nicht im Sinne ven [3] normier! isl, so erseheinl auf
der rechten Seite von (24) abweichend von der zitierten Formel der Faklor
ag(Ly; er fallt wieder heraus, wenn man

m(l) = (1) > gf ! (27)
ait
beriicksichtigt. el

Im IFalle n - 2 nimmt (24) mil
|'{§ 0y, ju 1

l

01 } (0= 0,12, ..p- 1) fiir v — 1

(.] 0.

10,
l( ) [ir v = 0,2
01!

nach cinlacher Umlormung lolgende Gestalt an;:

al(pTy — (L4 p* (L + p B (7Y - p* 5(@( » 1 ) l
- (28)
1T 710y et Totaop
pk —-2(%( : ]{ } } - > pk' znk' - ! E )
'\ L0 Pt oW po i 0l

Diese Formel gestaltet, wie sogleich ausgetihrt wird, dic Berechnung von
a{ Ty aul den schon behandellen Fall o(T) - 1 zuviickzufithren.

Salz 2: Im Falle n = 2 ist a (1) fiir T = O durch
e —e(Ty und D - IXT) - 277 (29)

eindeutiy bestimmd, so dafi
ap(Ty = o (e, d)) (30)
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geselzt werden kann. Fs gill

o pe, Dy = {(1 - pk_l)(i +p T - ( 1+ ( f_)[);))]ﬁ_g} (e, 40y —

N
¢ y

f ) ] . oy
- (p - ( » .})p*"_zock(p 'le,pg,i)) - p‘;“" ‘lka(p”ln, )y

ke

fiir eine beliebige Primzalil p 5 2 mil der Mafigabe, dafi oy(e, DY = 0 zu selzen
ist, wenn e keine natiirliche Xoahl ist.

Wir rechiferfigen den Ansatz (30) auf Grund von (28) mit vellstindiger
Induktion nach der Anzahl h(T) der Primzahlen, aus denen sich o7 zu-

sanmenselzl: - ‘
«T) T pr. Ty = > o,
3

o R4 poe 2

fir alle Malrizen S an Stelle von T mit 2(5) = (T schon gill, und beweisen
dann {30) fiir pe an Stelle von ¢, d kb fir A(T) 1 an Stelle von ACT).
Da a (7)) gegenitber den unimodularen Transformationen T - 7707 in-
varianl ist, kénnen wir uns 77 beziglich p mmer so normicrt denken, dall
fy dureh keine hihere Potenz von p teilbar ist wie e(77), so dafl f,e7' cine
zu p prime ganze Zahl ist. e, = e, (7)) bezeichne die grolite Potenz von p,

. . . . . . 280 9]
welche e( 1) teilt. Neben (2) verwenden wir die Bezeichnung 25 - [ }

. . L e . s Logy P!
Wir diskuticren dic in (28) bezeichnelen IFille von S: oL e

1. Iir § = =T ist ersichtlich e(5) - p l(3(1’) und
2
DSy —= 1285173(8) !27‘fe>""'2(7') DeTs,
also

; 1 y
ak{. p T) = o (pte, .

/

1,016l
2. Fim s - —--’I'[ }ls st sy -
p 10 p]

Normierung ist also

oty s, =t 8 = ply. Gemill unserer

e(Sy ~ g8 T.(p~ iy pty) = ple(T)
SOVWIC

DSy = 28l 3(S) = 2713 Typ* — pPD(Ty,



folglich ‘ :
1,1‘1 (l ) (,v_g 01))
a / o p e, ptiy,
k _l) 0 }) ‘.‘ k j .[
1w p
Fir § — 71" P hat man
p 10
sp = PTG u ), sy - 2Mub sy = phy,
so dall offenbar [25] = 27 und
elSy = e(T) oder ple(T)
gilt. Der exste IMall ist gleichwertig mil s = 0 (mode,). Wir haben dem-
nach die Anzahl der modp verschiedenen Lésungen von
I+t 4 by = 0 (mod pe) (30
zu bestimmen. Gemild der Bedeulung von e, sind die durch [, = re,
bestimmten Zahlen r, ganz; gemil unserer Normicrung ist p kein Teiler
von ry. Aullerdem unterscheidet sich
jr_)p 41,0].2, 1.12 ....... 2']':(,;2(:[‘)
von [ = 27 (T nar um das Quadrat einer ganzen durch p nicht
i ) oDy - D ]
teilbaren Zahl, so dJdal E ) - { : ) ist. An Stelle von (31) erhallen
wir nun s CP
rgttt iy = 0 (modp), (32)
Eine gleichwertige Kongruenz ergibl sich nach Multiplikation mit 4r, in
der Gestalt
. o ; . I fiig p o= 2, ] e
(Zryu - r)* = 03, (modp®)  mit o {3 fiir p - 9, l {(33)
woraus erhellt, dall die Anzahl der modp verschiedenen Losungen u in
. : . (- Dy .
Jedem Fail gleich 1+ (—) ist. s ist demmach
P
. [ I
: ; apled)) in t +( : ) Iilien,
(I(_Z_Ttup) P
fip ito L . -Dy
o p e pt)y in o p-1- ( » Fiallen.

Mat. Fys. Medd. Dan. Vid.Selsk. 84, no. 7.

b
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-1

Insgesamt kann (28) damit in

kS
N

ap(pT)y = Jl(l + pF (L= pF ) - (1 - ( ;).));_}k”'z ap(e )y —

/'

P eny - p (=2 P2 )

tibergelithrt werden. e, (p7") ist also auch durch

e(pTYy = pe, D(pTy = |2pT|e*(pTy = D
eindeulig bestimmt, Damil ist (30), zugleich auch die Rekursionsformel von
Salz 2 hewiesen.

Mit vollstiindiger Induklion nach h(7T) beweist man schlieilich noch die
Giiltigkeit einer Darstellung

aple.)y = > ele.D,0a(1,80) (34)
=1
220
mil gewissen ganz rationalen Koeffizienten ¢, (e,D,f), die allerdings von recht
komplizierter Struklur sind.

§4. Teilerprobleme

Fs igt im Fall 7 = 2 leieht einzuschen, dafl die Diskriminanten aller
imaginir-quadratischen Korper in der Gestalt = - [277 durch halbganze
T = 0 mit e(T) = 1 realisiert werden kénnen. Der in Satz 1 delinierte ganz
rationale TFFaktor b(7T) ist dann gleich 1. I Hinblick anf (34) ist nun
festzastellen, dal} eine Bestimmung des gréfiten gemeinsamen Teilers aller
ap(Ty mit T = 0 zu gegebenem & daraul hinausliufl, den griBiten gemein-
samen Teller der Summen '

N 1L . _ -
W) = ¥ /l { )(q +d B)fﬁ 1 (35)

¢ = 1 iy

zit berechnen. Wir werden das Problem nicht in dieser Allgemeinheit 16sen,
sondern nur ecinen gemeinsamen, im allgemeinen gebrochenen Teiler aller
ap(Ty mit 7' = 0 zu gegebenem k bestimmen, der sich vom griéfilen gemein-
samen Teiler vermutlich ,,nichl wesentlich®™ unterscheidet. Jedenfalls stimmmt
er mit dicsem fiir &k = 4, 6, 8, 10, 12 tberein.
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Im folgenden sei N, der gekiirzte posilive Nenner der Bernoulliselen
Zahl By, mithin Z,, = By, N, ihr Ziihler. N, selzl sich aus den verschiedenen
Primzahlen p zusammen, fir die -1 ein Teiler von 2v ist:

(36)

Bestimmt man siamltliche Primteiler der gekiirzten Zihler simtlicher Quo-
. B,
liengen -

5 (v = 1,2,3,...), so erhilt man nach einem Satz von K. L. Jex-
P

sEN (21 genau alle irreguliven Primzahlen, d. h. diejenigen Primzahlen p,
tiir welche die Klassenzahl des Kérpers der p-ten Einheitswuarzeln durch P
teilbar ist. SchlicBlich machen wir noch Gebrauch von der folgenden Tden-
Litiit (in symbolischer Schreibweise):

=1, 1
A —— {(m + Byttt Rhe 1},
i=1 ho-- 1 .
wobei fim belichige natiirliche Zahlen sind, Speziell for & — A4+ 2 folgt
(m+ 31 - 0 (mod k- 1). (37)
Mit dieser Kongruenz beweisen wir
Lemma 20 /s sel § der grifite Teiler von k1, der mil der Diskriminante ¢
keinen echien Teiler gemeinsam hat. Dann ist
;

Wi (d) = 0 {t'ﬂ()(!_é ! (38)

Ist w0 das Produkt aller Primzahlen p 2k, die nicht in d aufzehen, so
ist wd eine gemeinsamer Nenner aller Bernoullischen Zahlen auf der linken
Seite der Kongroenz (37). Wir multiplizieren diese mit jd] und erhallen

Wegen (d,wt) - 1 kann m so bestimmt werden, daf
ldim = g (modwl),

also ldlm - ¢ + gwl mit ganzem g wird, Es lolgl



0 = (g+ gt +jdBYF !

‘ S| ;
“ (g + gwhF L~ (g gty B

;_:_1 fho 10
N Z ( 1‘ )(!] . ga}[)k----],-—‘Zv%dE?ifBgv
s=0 % 2V
k1 T
(]Am 1 &7 (ikk E \_ ( t }(}kwl 21}!(?’521;”21;
2 ry‘?{) " 2!" ;

= (g +d|1 B (mod ),

damit auch die Behauptung von Lemma 2

Wir bestimmen analoge Teilbarkeitseigenschaften von W, («) beziglich
der Primteiler von J. Dic [olgenden Aussagen Gber die Sumumen

i _"‘1 d‘

Sildy = 2 H’J” (39)
iz 0\

dienen zur Vorbereilung.

Temama 3: Fs sei s der grafite Teiler von I

1, der sich nur aus Primfeilern
der Diskriminanfe d zusammenselzl

Dann st
Sy () = 0 (modsd) (40)
mit Ausnahme der folgenden Fille:
1. o = —4:
Sya(dy = 2 (modd). {(11)
2. d p (Primzahl), piNg o
Sp_(dy - p -1 (modp). (42)

Zum Beweis fithren wir den Charakter y(h) modd cin, der far h = 0
dy N s ooy g .
1met ‘[ ) itbereinstimmt. I8 sel p? bzw. p* die hilchsle Polenz eines gegebenen
1)
Primteilers p von d, welche k ~ 1 bzw. d teilt, insbhesondere also « — 2 oder
3 fir p - 2 und « = 1 fir p = 2. Ks ist dann

Se (D = S gt (modp? ®); (43)

gmod 4
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. O 0 Tan T v . : e a11s
denn g mod p* hitngt nur von ¢ modd ab, wie aus

k1
¥

k—1 7/ i
(g = S [0 Tl gy (g gann)
P40 ;

E—1y . : . . .
unmiltelbar hervorgeht, da ( ’ >d" fiir » = 0 durch p¢ " * teilbar isl. Die

3

1. p = 2: Sind a und d teilerfremd, so durchliuft ag mit ¢ auch alle Rest-
klassen modd. Aus (43) folgt dann

Sp1(d) = ()8, (d) (modp? !t %), (44)
(ribl es ein a mit

w(yd™ b= 1 (modp),

so folgl aus (44) soforl S,_,(d) = 0 (mod p? ™ *). Diese Teilbarkeit wird in
(481 heziglich p behauplel. Wir brauchen also nur noch den IFall zu dis-
kutieren, dal} y(a) = & (modp) fiir alle zu d primen a gilt. Hieraus folgt

d = —p; denn wenn p cin echier Teiler von o ist, dann 1Bt sich, weil ¢
ein cigentlicher Charakter modd ist, ein zu d primes ¢ = 1 (modp) mit
wla) = - 1 bestitmmen. Das wiirde cinen Widerspruch crgeben. Da y die

Ordnung zwei hat, so folgt p—1/2k - 2, wag so viel wie p/N,, , bedeutet,
wegen « = 1 gchlielflich aueh 8§, (-~ p) = p -1 (modp). Es liegt also der
zweile Ausnahmefall vor.

2.0 p = 2 Wegen g = 80, 5 3, k=0 (mod?2) ist nach (43)

g -1
Spoldy D x(gg (mod 2¢7%),
g =1
Bekanntlich ist diese Summe durch d leilbar, wenn wir den TFall o = 4

ausnchmen. Unter dieser Voraussetzung folgt dann wieder §,_(d) - 0
(med 287 %), d. h. die Teilbarkeilsaussage (40) beziiglich p = 2. Der Fall
d = —4 ist der ersle Avsnahmefall. Hier ist 5, (—4) = 2 (iod4) evidenl.
Die Kongruenz (40} ist also immer giiltig, wenn [Gr « nicht die Ausnahme-
fillle gelten. Lemma 3 ist damit bewiesen,

Wir merken noch an

S;(dy =0 (mod8) [lir d = 0 (mod?2}, (43)

was evidenl isl, da ¢® = [ (mod8) fiir ungerade ¢ gilt.



Mit dem oben eingefiibrten w erhallen wir ausfithelch

wW,_(d)y = :} ldy wSk o) +
E_l (46)
wid 'k ‘3—, S RN o
Sk ,1)(-5 ) D S ( ), VRS, () (wld!B,y).
-t \ ¥ =0

Fiir einen Primteiler p von o sei

E—1 - plu, 2y - pﬁv, up £ 0 (modp).

o . oy . . [f - 1 DD .. .
In geliufiger Weise zeigt man, dal3 ( 9 )idiz‘ 2 filr v = 2 durch p” teilbar
Y

ist, wenn o = g - f -+ 2v — 2 geselzl wird. Aus der Abschitzung 2v = 2% und
y = 2 folgt 2v = £+ 2, also o = p. Beachtet man ferner, dal} wS;_,(d) nach
(43) gerade und w|d! durch 6 teilbar ist, so ergibt sich schliefilich

5

W, (d) ~ I.bkmj(d) (n]nd )) (47)

denn jeder Term anf der rechten Seite von (46) mit Ausnahme des ersten
ist durch s - ¥ l p? teilbar.
Bl
Aus Lemma 3 folgt in Verbindung mit (47) sofort

Lemma 4: Ey sef w dos Produkd oller Primzahlen p <k, welche die Diskri-
minante d nicht teilen, und s der grifite Teiler von k — 1, der sich nur aus Prim-
teilern pon d susammenselzt. Dann ist

Wy _(ed) = 0 (lmmflli)

mit Ausnehme der folgenden Fiille:
1., d = —4:

] L1 .
poq(d) = - o [‘im()(iw) mit s = [,
2. d = — p (Primzakl), p/Ngy_,
Vool = -t Tmod ) mit s = 2
Wy 1(d) = > (l;nod . ] mil s = pv.

Dieses Drgebnis liefert mit Lemnua 2 das folgende Resultal
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Lemma b1 Fs ist ,
Wy (dy =0 (mod k- 1)
mit Apsnahme der folgenden Iille:
. d = —4:

AW, fd)y = 0 (modk 1), 2W, (d)= -1 (mod2)

2. d = — p (Primzahl), p/Ny. _o:
o I — 17
p“y]g---](d) = {) (H]Dd'“ ........... ” P"qu(d) = o ] (H’]Dd P)

Dabel ist p? die grofite Potenz von p, welche k — 1 leill.
Da die Fourierkoeffizienten o, (1,02D) in (34) bei gegebenem I alle zur
13 Bes
selben Diskriminante d gehdren, so kénnen wir auf Grund von Satz |

(Ty - 0 ( T
1y : T
) . ByByy o

H-";c__](d)) fiir T = 0

schlieBen, Unter Beriicksichtigung von Lemma § folgt hieraus
Satz 3: Firn - 2, &k =0 (mod2), k> 3 und T = O ist
( $h(k 1)
a{(T) 0 {mod ( !
: PLETRTS
mil Ausnalure der Feille:
Lood = —4:
) - 2h(k -1y
(1Y =0 (.mod , }
' By Bog..s !

2d — ~p (Primzahly, p/Ne, s

i

Ty 0 ( | Akl 1) )
o | 0(¢
(1) 0 fmod

Dabel ist p? die hiochste Polenz von p, welche k- | leilf, In den Ansnohme-
fillen ist der Primteiler p von o in optimaler Pofenz in dem jepeiligen Modul
enthallen, sofern o = — 27 ist.

Da jeder Primteiler p = -1 (mod4) von Ny, ecine Ausnahmediskri-
minante d = - p ergibt, so gelangen wir zu ecinem von 7 unabhingigen

Modul, indem wir gewisse Kirzungen gemil den Angaben von Satz 3 vor-
nchmen, Wir errcichen damit das Ziel unserer Belrachlungen:

Sabz 4: Essei n - 2, b = 0 (mod2), b = 3, T = 0 und ¢ der grofite Teiler
von (k —1)Ny, _g, der sich nur aus Primleilern p = —1 (mod4) pon Nyp
musammensetzt. Dann ist
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ak( T‘) = 0 (II‘}()({ ....... [_;Gk

Der gekiirzte Nenner des Moduls sefzl sich nur aus irrequléiren Primteilern der
Zithler von B, und B,,_, cusanimen.

Die fetzte Aussage beziiglich des Modulnenners folgl aus dem 7i'§'i01‘1cu
Salz von K. L. Jexsex, wenn man beachtet, dall ¢ mit dem Ziihler A
vou By, 5 keinen echten Teiler gemeinsam hat.

Wir Lleilen noch einige schon von levsa [1] berechnete Koeffizienten mit.
Aul Grund dieser Zahlenangaben sowie der Feststellungen in Satz 3 ist der
grifite gemeinsame Teiler ¢, aller «,(7) mit 7 = 0 fiir die fiinf ersten Werte
von k& zu berechnen. Man entnimmt dic Werte der folgenden Aufstellung.

b
I r:k(l ¢ }
4 PERE
6 2*3*‘-7-11
8 2985561
10 2 3 5711019277 43867
192 203%5-7-18-19-25-2650 1317 5031691
k& ak{ ) ]:]
1 215357
6 2913%7 11
8 2*3-5 7
10 92937 11-19-809-43867 "
12 90 3%5-7-18-93-1847-131"3937" 601
I [
4 2255
6 PR L
8 2%y, 3
10 4 ‘3. i3367“’
12 13%5-7-153-181."593 601

Weitere Fourierkoeffizienten kimnen mit den von H. Zassexnavs (8 an-
gegebenen L-Reihenwerten berechnet werden.
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