Uber die gleichmiiBige Konvergenz
der Poinearéschen Reiken n-ten Grades s

Von Hans Maaf in Heidelberg

Vargolegt von Heren UL Siegel in der Sitwung vom 19, Juni 1964

Die Medulformen zur Siogelschen Modulgruppe lagsen sich bekauntlich aus
gewissen Poincardschen Reihen erzougen [2]. Es kann jedosh nicht bestritten
werden, daf} diese Reihen ungeachtet ihrer Nitziichkeit nur sehr schwerfillig
zu handhaben sind, da es bisher fraglich war, ob sic in einem Bereich, der den
Siegelschen Fundamentalbereich der Modualgruppe n-ten Grades umfalt,
gleichmifig konvergieren. Auf einem Spaziergang in subtropischen Breiten
im  Wintersemester 1962/63 entwickelte €. L. Siegel in ecinem Gespriich,
welches von A. Andreotti angeregt worden war, in grollen Ziigen einen Plan,
nach welchem eine derartige glefohmifige Konvergenz der Poincaréschen
Reihen bewiesen werden kann, Wir kamoen spitter iberein, dafl ich die Nieder-
achrift besorgen sollte, da mir die Bache mitteilenswert erschien. Der Beilrag,
den (. L. Siegol ailein schon mit Lemma 1 zu dem Problem geleistet hat, ist
so gewichtig, dall eine Note ither diesen Gegenstand sehr wohl auch unter
seinem Namen hifte erscheinen ktnnen.

Bs sei [ die Modulgruppe n-ten Grades, T = T ¢ine halbpanze symmetri-
sche Matrix =0 und A(T) die Gruppe der Modulmatrizen n-ten Grades von
der Gestalt

) U SuU-
o U

) mit T[U] = T.

Wir bestimmen ein Vertretersystem V{T') der Linksrestldassen von [ beziig-
lieh A{T):

— 1
_Sey(’r')A(q>S'
und sctzen mit geradem k
(1 Gl Ty = 3, WSROz 4 Dk,
SeV(T)

Hicrin ist 8 — (‘é ﬁ) S(ZY = (AZ -+ BYCE+ D) wnd Z— X +iY

eine n-reibige komplexe symmetrische Matrix mit positivermn lmagindrteil Y.
Allgemein bezeichne o (W) die Spur einer Matrix W. Ziel der Untersuchung ist
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der Nachweis, daf} die Poincaréschen Reihen g_(Z, 7) fir s >n + Rang T+ 1,
k= 0 (mod 2) in jedem Bereich

(2} ) Y= % E, o(X®=m {F = Einheitsmatrix)

absolut und gleichmaBig konvergieren. Wir stiitzen uns dabei auf die Tatsache,
daf} die Eisensteinreihe (7' = 0) fiir £ > »n + 1 absolut konvergiert [1].

Da die Poincaréschen Reihen g_,{Z, T') gegeniiber den Transformationen
T ~» T[V] mit unimodularen Matrizen V invariant sind, so bedeutet es im
folgenden keine Einschrinkung der Allgemeinheit, wenn wir

' T, 0
T 1 i = )
(3) . q (0 0) mit 7, = T{" > 0
voraussetzen, so dafl r den Rang von T bezeichnet. Ea sei noch £(7') die An—
zahl der Einheiten von 7'y, sofern # > 0 ist. Im Falle » = 0 werde &(7,) =
gesetzt. g_, (&, 1) Bt sich da,zm wie schon in [2] susgefithrt wurde, aufl fol-
: gende Gesmlt brmgen

W gwaw~T;EEﬁmmWWmmZ+m*

Y60y

Summiert wird hier ‘Gber alle primitiven Matrizen P vom Typus P?
sowie iiber ein volles System nicht-assoziierter teilerfremder symmetrischer
" Matrizenpaare C, D, - dle wir uns auf irgendeine WBISB zu Modulmatrizen

8 o= I (é D) el erganzt denken.

Um eine Majorante fiir s(7',)g_.(Z, ') zu bestimmen, dic Ty explizit nicht

. mehr enthilt, wihlen wir ¢ im Intervall ¢ << & < 1 so, dafl 7', > 68 wird,

Ist ferner ¥ der Tmagingrteil von §¢Z), so gilt Ys[P] = R’ R mit geaignetem
B = R%), mithin

o [P1Ys) = o (T, [R]) > 60(RE) = 60({Ts[P)).

Damit erweist sich

(8) WZ)= 3, 9{Z; 0, D) | 0% + D|*
{0, D}
mit
{6) ‘P(Z; O, D) = E e‘“"ﬂ(i’,s[P])
"

- als eine Mé.jomnte von &(T1)g.,(Z, T). Wegen
Ys=(EC -+ D) Y(OF + D)

< tritt die erste Matrizenzeile von S in (6) nicht mehr in Erscheinung.
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Wir setzen in fester Bedeutung Y5t = W = (w,,). Beachtet man, dal
(', I ein symmetrisches Paar is, so ergeben sich die Berzichungen

W= (CF + DY YHEC 4+ D) = Y[O'] + Y-X0 + ]

(7} (Y ozl _x C"i

"""" o yijixe 4| S
mit
. Y 0N [E o
(8) K ‘“(a }’—1) X Ew

Die folgenden Abschiitzungen gelten fiir Matrizen Z == X -+ ¢ Y, die bel vor-
gegebener. m > ¢ den Unglelchungen (2) geniigen. s seien g, 00, .. 0, 0
die charakteristischen Wurzeln von 7. Offenbar ist

®) = (v = 1,2, ..., ).

Ferner giit
Yo

{10} K=o (0 ot

) mit ¢y = ¢ (m, n) = 0.

Gleichwertig hiermit ist néralich, wenn ¥ == E' R mit B = R™ gesclat wird,

L (} o"_\ 2oovir o]
R’ i wa|2aly p [o R
oder auch

i) E o E 0‘\ E 0
( o F)|X[R E =Moo B}

Pas Bestehen ciner solchen Ungleichung ist aber unmittelbar cinleuchtend,
da X[EY zulolge o(X?) 2Sm und Y- ae BV <Dmd) clner kompalkion
Matrizenmenge angehort, so dall die charakboristischen Wurzeln der Matrix
auf der linken Seite der Ungleichung (11) eine positive untere Schranke
ey = ¢y (m, n} haben. Mit dicsem ¢, izt dann (1) eefiillt.

zeile einer Symple/otmchen Mama,. Zu einem vorgey Jebenm System natirlicher
Zaklen § = &y <oy <70 <oy =0 bilden wir die l-reihige Hlouwptunter-
determinante

A2 == |, v =1,2,..., k)

|
o P

Yy ooyl
W= (i) Y~~1> {XU’ ]— (1) -

der Malrix
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Bs ist danm’
(Y| 43 (2) Z 0, 4, (155}
it geeignelem ¢, = cy{m, n) > 0,
b
Die Teilmatrizen F, @ mgen sich aus je n Zeilen zusammensetzen. Zufolge

Beweis, (g) bestehe aus den k Spalten von ( ¢ ) mit den Indices oy, &g, - -, 05

o :
W=K [_D’} und (10) ist 3
. Fl! ¥ oo\[F]]
a = [xlgzalls 423

Wir transformieren ¥ mit Hilfe einer orthogonalen Matrix auf eine Diagonal-
gestalt, so dalB

Y=A[U], UU=E, A= {8up)
mit dem Kroneckersymbol é,, gilt, und erhalien

E o\[aUF]
A,a(Z)ac;»(o E)[A_WG}%

Es seien
Fis fos e oo, B die Zeilen von UF, 1, Gzs -+ -, §n die Zeilen von UG,

Ist allgemein D (3, §a, .« -, 3} der Wert einer Z-reihigen Determinante, dar-
gestellt als Funktion der % Zeilen 3y, 32, - .., s, 80 folgt auf Grund eines
Laplaceschen Determinantensatzes

R ES R RRE )

E 0\ A2UF
o EBl|+ive)
S ®+Admh

Mit Bﬁcksich‘b auf |¥] = g,04... 0, SOWie {9) ergibt sich
Y@z 2 m s D T G )

'?;“19“3 st jgﬂ‘x
vy o, oo 8oy

== & E -DZ(?,M]:"-:fyx:gv}_)“-:gvl)
p e <

H1 v < :
LI
2t de=h

= €y = Cgy

20 5 Do T oo )
PEPE
mit

T

Bl <y
E o\NUF] B O\[F ,
i e v SR
dghan

Y1 WL
&y == m~" Min {(ﬁ)h, (cim)"} = Go{m, n) >0, q.e.d.



Uber die gleichméfige Konvergenz der Poincaréschen Reihen n-ten Grades 141

Fir b = = ist nach (7) insbesondere
|T140(8) = |CZ + DJt, 4,68) = |iC + D,
Als spezielle Folge von Lemma 1 ergibt sich damit
Lomma 2, Die fiir 2 > n -+ 1 absolut konvergente Eisensteinreihe

g_e(Z,0) = X |0Z 4+ DI*

{C. 1)

ist in jedem Bereich Y 2 - B, o (X% = om gletchmifig konvergent.

Unm fiir die durch (6) eingefithrte Reihe unter der Voraussetzung (2) die
Abschitzung :

(12) P(%;C, Dy Z¢, |C% + D]
mit geeignetem ¢, == ¢;{m, n, 4) > 0 2u bewecisen, fihren wir W in ¢ cin:

(13) (7 . D) Eowznamri{ﬂ)

und setzen vorlibergehend voraus, dafl W im Sinne Minkowskis reduziert isf.
Das ist ohne Einschrinkung der Allgemeinheit miglich, da [[CZ + D| ebenso
wie g (W P]) gegentiber den Transformationen 0— U0, D UD, P+ UP
mit unimodularem U invariant ist. Dabel geht W in WTU'] diber und U P
durchlduft mit F wieder alle primitiven Matrizen desselben Typus. Auf Grund

der BReduktionsbedingungen ist ¢W, < W < % W, also anch W1 = ¢ Wit
mib Wy == (4, w,,} und geeignetem ¢ = ¢(n} > 0 zu erschlieflen, Folglich wird
PlZ;C, Dy < 2 grirdaa (W [P] E ertwdea (Wt “n,
F ¢ ‘

wobei tiber alle ganzen Matrizen & = G = (g,,) summiert wird. Mit einem

gewissen 6, = cy(m, »n, §) 2> O ergibt sich dann

—2xbe 3 i " i L 2ws r “ o
pli0D) < S %“E“””‘ "=T { mfﬂ}’ <o [T {t+ Vegg)

[ = - =1

78

=l Ti(l b <ed® '; I+

p=1

ST |Csy D |Y12{ s <w>}
laag <.

| e dpEN
Gxhsn
Wogen W = 0 ist
Wy oy Wayay - -~ Way ey = | Wa

= 4(8).
Ba €, ganze Matrizen sind, ist 4,(4.F) = 1, also nach Lemma 1

ied

:
[ X Wayor, Wy v v e Wy 22 65 = 0,
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Damit folgt (12) mit
»r
¢, = gy Max ¢ 2 2wrg, 2 == g, {m, n, 8} > 0.
0srsn
Wir setzen im folgenden voraus, dafl die Matrizenpaare €, D im Falle &f &0
in der Klasse der assoziierten Paare VO, VD (V = V™ unimodular) immer so
susgewihit sind, dafl

. Oy 0V, . D, o -
T L

mit einem teilerfremden symmetrischen Paar CF, D und einer unimodualaren
Matrix U7 gilh, wobei {0)] == 0, also Rang € = s sei. Eine derartige Auswahl
kann bekanntlich [3] so vorgenemmen werden, dafl ¢, Dy in der Klasse
der assoziierten Paare ein vorgegebenes Paar und die primitive Matrix @,
die aus den s ersten Spalten von 7 besteht, in der Klasse der assouiierten
Matrizen @V (V = 7 unimodular) einen vorgegebenen Reprisentanten
bezeichnet., Im Falle € == 0, also s = 0, wihlen wir [} = &,

- Zum Beweis unseres Konvergenzsatwes benttigen wir noch wunter der
Vorsussetzung (2} eine Abschitzung der Reihenreste

{15) | ¢, (5; 0, Dy= T, e—maw—lu'n,

a{P' Pz

Wobe} iiber adie prlm;tlven TV[a,trwul P o= Pou7 mit (M P} = p? summiert
wird. Die im weiteren Verlauf der Untersuchung auftretenden positiven
Konstanten ¢; bis o, hangen von m, »,r und O, D ah, die letzten beiden auch
noch von 4.

Wir schitzen die kleinste charakteristische Wuwzel A von Wt ab. Offenbar st

TS 0(F) = (¥ (O] + a(Y[XO + D) S 0¥ + 5
mit geeignetem ¢; > 0. Im Falle s = 0 ist A Zci Sei nun s > 0. Dann ist
, oy oY _(YIQCy o
ron=x (i = 3
wegen ¥ E%E also
o{Y[0']) = o(F[QTL]) 2 ;o0 >

mithin
T =50V IG)
oder C .
(18} . Az — fir s > 0

_U{Y{QC’ I
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mit geeignetem ¢, = 0. SchlieBlich ist im Falle s >> 0 auch

102 + D — 1€, 2101 + Dy 2 1 6ol 17101, = 1ol T IO
Es selen 4, 44, ..., %, die charakteristischen Wurzeln von Y[QC;]. Wegen
Yo = ; BlQC] = e, B mit geelgnetem ¢, > 0 ist 1, = ¢;, also
|71QCH | = eyt A, fir 1 v s, so dall A, in dieser Ungleichung auch

durch das authmgtlsche Mittel der Wurzeln ersetzb werden kann, Hs folgh
|Y QO = - c*"lcr (Y[QOih, mit ¢y = |, ;]’1 = ¢ 1 also

(17 [CZ -+ D] 2z eya(YTQC) {s > 0).
Die Hilfsmittel zur Abschitzung von (15) stehen nun zur Verfiigung, Wegen
W~ = Al ist offenbar

Pl €, D) < -t S gomsotiey
2

wobel P wieder alle primitiven Matrizen vom Typus 7 durchlaufs. Die
so catstandene unendliche Reihe kann gemaf (13.) unmittelbar aus ¢(Z; C, D)

abgeleitet werden, wenn man darin § darch — 5 erselzt, (12) gestatiet daher

(18) pulde; O, ) = e e tan® ﬂC’/ 4+ DY

. ) s . N
mit ¢f = ¢, (m, 7, ;) zu sohliellen. Mit den angegebenen Abschitzungen

erhalten wir nun
EE

(19) 2,(Z;0,E) smcfe & fir g =0,
im Falle s > 0 mit & > r dagegen
(20) Pl O, D) [CZ 4 D% < oge ﬂ(i’iQC (o" YGC3y-*

mit ¢y = cfef . Da die Funkiion f{z) = e—_ﬂ? v (x> 0} bel konstanten
positiven ¢ und ¢ in @ == £ Gen maximalen Wert e~ (‘g;)—a hat, so folgt aus

(20) mib 6, = cg(

emdc,

)™ sehliflich

k-
(21) 918 O, DV ||CZ -+ D% < oy p~?%0 flir § > 0.
Satz. Die Poincuréschen Reihen n-len Grades

g lZ, T E ezwa(f[‘S[Z])lcy_l_ _Dl
SéV(’l’)
sind fur gerades k > n + Rang 7' -+ 1 in jedem Bereich
¥ 2 ......... -1, o(X*) =m

absolut und gledchmdifig konvergend.
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Nach den Vorbereitungen geniigl es, wenn wir unter den angegebenen
Voraussetzungen die gleichmaéfige Konvergenz von
REYy =¥, Y et TS0 4 Dy
{&D} F
beweisen. Wegen der absoluten Konvergenz braucht die gleichmifiige Kon-
vergenz nur fiir irgendeine Anordnung der Glieder bewiesen zu werden. Dem-
gemad denken wir uns die Paare €, D in irgendeiner Anordnung €, Dy
(» =1,23,...) gegeben. Es ist zu zeigen, dali die Summe
o =1 P> n_p
Qppy=e 5 B |G, 4 Dy
v g
ader
o PPy z P
kleiner als eine vorgegebene positive Zahl & wird, woenn nur p = p(s) und
vy = ,{&) unabhingig von Z hinveichend grof gewshlt werden. (12}, (19) und
(20} ergeben, wenn U, = 0, [); = I angenommen wird,

‘Q:p,vo == 2 ?(Z: G‘P! Dv) HO,,Z '{" —Dar l;nnk '{_ 2 (ffp(z; O»; l),,) |; CyZ "E’ Dv ”_)G

v rp ERATY
:nﬁpq
: 3 -k 7 e - " —2 {k—
=6y E H G 2%+ D,,]‘” ttcfe w4 2, e(Cy, Dy)yp2 e,
¥ = v Lesv g

GemiB Lemma 2 kann vy so gewdhlt werden, dald

o SN0+ D <

2 v

wird. Sodann bestimmen wir p bel festgewihltem », so, dall

T
~pr s - €
e o < Yo E e1p(Cy, D) g2 < 5

T<rany

gilt, Alsdann wird £2,,, < ¢, womit der Konvergenzsatz bewiesen isb.
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