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Vorgelegt von Hemm C. L. 8icgel in der Sitgung vom 18, Juni 1964

1. Binleilung

Unter einer Modulform n-ten Grades zur Dimension —r und zum Mulii-
plikatorsystem » ist im Falle n > 1 eine komplexwertige Funktion f(Z) zu
verstehen, die im Bereich §, der symmetzischen komplexen n-rethigen Ma-
trizen Z = X 4 4Y mit positivem Imaginirteil ¥ holomorph ist und der
Transformationsformel
(1 HSEN IR - D = o (§) HZ)
mit

Sy = (A% |- BYCZ - Dyt

A

fur Matrizen § = ( p ﬁ) aus der Modulgruppe n-ten Grades [, geniigt. Dabei ist
2) |GZ - D) e b8,

und L{S, %) e in §, holomorpher fest gewihlter Funktionszwely von
log 10Z 4- D|. Wird

{3) L8, Z) = v{8yernis. o

gosctzb, so gils

{4) 10818, 8) = {8y, 8,d&0 1,(8,, %) fiir 8, 8,¢el,
und

{5) I —Eem gy = | (£ = Einheitsmatrix),

Diege beiden Bezichungen sollen als kennzeichnend fir Multiplikatorsysteme
zur Dimension —-r angeschen werden. Offenbar ist

1 ' i T " # 4
() WS, 8y sy LS8y, B) — L(Ss, 8y() — L(S,, 23}

cine von Z unabhiingige ganz rationale Zahl, Mit

) GE,, §,) = e@miTets, 82
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ergeben sich fir » die mit (4) und (5) gleichwertigen Bezichungen

(%) v(8,8,) = oM (8,, S v{S,) o(8,) fiir 8y, Seel,
und ‘
{9) p(— By = gri-a2, 5

oder, wenn wir L{—E2m Z) = % (1 —(~~1)") wihlen,

mir "
(10) v(—E) = ¢ 2 UmiEm

Da (8) und (10) im Talle n = 1, wie U. Christian [1] gescigt hat, nur fiir
gane rationale r Liisungen besitzt, so erweisen sich die méglichen Multiplikator-
systeme zu [, als Abelsche Charaktere der Modulgruppe:

(11) (818 = (8 v (S,y fur 8,8, ¢0,.
Entsprechend der Bedingung
(12) T)(_ME(ZH)) — (_l)nr'

ist v gerade oder ungerade, je nachdem nr gerade oder ungerade ist. Die Abel-
schen Charaktere von [, definieren Darstellungen der Fakiorgruppe von I,
nach der Kommutatorgruppe [,. DemgemiB sind mit [, auch dic Multi-
plikatorsysteme zu [, bestimmb. Wir werden zcigen, daf

ey |2 fiirn = 2,
(13) ‘ (Fas ) ‘”{1 file > 2

gilt, worans erheltt, daBl nur im Fall n = 2 ein von der Identitit verschiedencr
Abelscher Charakter existiers, sofern wir den Fall # = 1 auBer acht lassen. ¥s
handelt sich dabei, wie wir feststelien werden, nm einen geraden Charakter;
ibm entspricht ein eindeutig hestimmtes nicht-triviales Multiplikrtorsystem
zur Giruppe .

Auf Grund einer gewissen Matrizenrelation ist einfach einzuschen, daf
(Ta:T3) < 2 ist. Die Tatsache, daB hier das Gleickheitszeichen gilt, hedeutes
offenbar, daf in I', eine Untergruppe vom Index 2 existiert, die dann notwendig
mit [ identisch ist. Die Existenz einer solchen Untergruppe ist evident, da
die Faktorgrappe von ', nach der Hauptkongruenzuntergruppe [,{2] zur
Stufe 2 bekanntlich [2] mit der vollen Permutationsgruppe &, von 6 Ziffern
jsomorph ist:

{14) ' Fla[2] = &.
Die Kommusatorgruppe [, ist daher durch
(15) Mol a[2] = %,

gekennzeichnet, wenn ¥, die alternierende Permutationsgruppe von 6 Ziffern
bezeichnet. Da der Tsomorphismus (14) auf Grund der Angaben in [2] nichs
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unmittelbar beschrichen werden kann, so diirfte die im folgenden ausgefithrte
Konstruktion einer Untergruppe von I, vomn Index 2, die den Isomorphismus
(14} in expliziter Gestalt mitlicfort, ein gewisses Interesse beanapruchen.

Yin funktionentheoretischer Beweis fiir {5 [}) == 2 ergibt sich schlieflich
auch aus der Existenz einer Modulform zu [, mit nichttrivislem Multiplikator-
system. Eine solche Form hat man 2.B. in der Spitzenform

(16) 12 =T] 870,

mit ’

(17) M2 0, 0) = 3 ri#leralinibia
)

Summiert wird hier itber alle ganzen Spalten g. Die Elemente der konstanten
Spalten a, b sind entweder O oder 3. Das Produkt (16} ist iber alle méglichen
derarligen Paare mit a'l == 0 {mod 1) zn crstrecken. Da es im Falle n = 2
genau 10 solche Paare gibt, so erwelst sich y{Z) auf Grund der bekannten
Transformationseigenschaften von #{Z; ¢, b) als eine Modulform der Dimen-
sion —5 mit einem von der Identitit verschiedenen Multiplikatorsystem,

Fiir # > 2 ergibs sich T, = [, indem man alle Matrizen eines spezicllen
Lrzeugendensystems von [, in gewisser Weise aus Kommutatoren von [,
zusammensetzt.

2, Bestimmung der Kommutatorgruppe I,

Es seien £, = B Matrizeneinheiten, so dai} eine n-rethige Matrix £ == (£,,}
mit vartablen Elementen in der Form & = E £, . dargestellt werden kann,

v
Fir g <<» und L= (a, b) wird
¢ d
(18) Qw (L)= (I'Ep,u + bEm - CE;W -+ (iEW
unsd
(1) B (Ly = Ew L @, (L — B9

gesetzh, Da L— 4, (L) ein Ringhomomorphismus ist, bestiitigt man sofort
Rﬂv(LlLZ) = lg,uv(Ll) Iﬁ_uv (LZ) H
. -R,uv (Li) - ~R,u:v (La} = Q#v(Ll - Lz) ’
Mit ¥ ist offenbar auch B, (V) unimodular.

Eemma 1. Far ganze symmetrische Matrizen S = 30 = (3,,) gilt

B 8 y
( o E) efn,
jalls w = 3 oder zugleich n = 2 und 2, 8., = 0 (mod 2) i/,

feEe
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Beweis. Die mit W= V8V — 8§ gobildete Mairix (ﬁ‘ g) atelit, wenn

8= 8 = 8" ganz und ¥ = V% unimodular ist, ecinen Kommutator von
I, dar:

B W\ [V 0\E S\(Vi o\[E —§
AN I R %2 v [ O

und ist daher in [ gelegen. Wir erhalten gpeziell

1t 0 0 {1
A N wlo

0 1 10 i ¢
o i = L
w QG (1 l) fiir § =1 B, (0 0) . ¥ R, (1 1)
0 2 6 —1 1 0
L I L I A O
Alle diese Matrizen W = (w,,) geniigen der Bedingung ) w,, == 0 (mod 2).

wEy
Wir zeigen, daf alle ganzen symmetrischen § = (s,,), fiir die ebenfalls
¥ 8 =10 (mod 2) ist, in der Form
pEy

(21) S == 2 a,uv Q,u» (1 (1)) 'i‘ E b# Q,u_tl+1 ({1) i) + chz (g (2))

lazpdran lap<n

mit ganz rationalen a,., b,, ¢ dargestellt werden konnen. Es ergeben sich die
folgenden Bedingungen:

By == Gy firl gpu<r—1<n—1,
819 = g + by + 26,
Supys = Oyz + Dy firt <pu<n,

Sy == Qg gy e b Gy,
Spp =g b s + 0 G+ by flirl <p <m,
Snn == bpuy.
Hieraus folgt
bi+ 2¢=—say + sa+ -+ 8a,
by = by == 8+ Sgy 0 A S fir 1<p<n,
“‘bn-—1= “s‘}sm
mithin
26 == 3, 5,, (mod 2},
Py

woraug die Auflésbarkeit wie auch die Genzzahligkeit der Koeffizienten von
(21} erhellt. Eine Teilaussage von Lemma 1 ist damit bewiesen.
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Wir brauchen fiir n 22 3 nur noch ein W = (w,) = V8V —§ (§= &

ganz, V unimodular) mit 3, w,, = 1 (mod 2) nachzuweisen, um den Beweis
BEY

von Lemma 1 zu vollenden. Sind V4, 8, Matrizen der gewlmschten Art fiir
n == 3, so genfigen

V 0 . {8 0
V= ( 06 Em—a;) ’ 8= ( 00 Emwa))

den Bedingungen fir » > 3. Wir wihlen

i 01 0 0 0
Vo=l0 1 11}, Sy=1{0 0 1
¢ 0 1 ¢ 1 0
und erhalten
0 1 0
Woe= Vo8,V —8, =11 2 0},
a 0 ¢
eine fiir unsere Zwecke brauchbare Matrix.
Lemma 2. [, enthdlt
i 0 0
0 —1 0 0 JOB L o1y, ‘
o o1 ol (0 J) mmth(l {}) im Falle n = 2,
G o 0 —1
0
(mE (;) m Falle n 22,
8 0 . , . .
0 g fitr ganzes 8" = § mit 81 =F im Falle n 2 3.

Beweis. Fiir eine symmetrische n-rethige Matrix S mit S == F ist

Y N

Ist & ganz, so ergiht sich wegen Lemma 1 die Kongruens

N 0 —INE S\ {8 0y .,
(28) (1 0)(0 E)z(o S)(i‘,‘)
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U AT 7
Tm Falle n =z 2 ist ) daher auch 0 B =:( o F) in I'}, ge-

E 0 z o
8 ¢ . i E 8 , .
legen. (; S) e[} mib ( ) ist eine Folge von ( a L‘) e 13. Ferner gilt

E S\ (8 0\ ., s B\ -,
(0 E) ( )(I"} &150(0 S)EF“‘

d.i. im Fallo = 2, 8§ = J cine weitere Behauptung von Lemma 2. Fir
% > 2 zieht (ﬁ' E) eI, schlieBlich ( g) e [, nach sich, ¢.e. d.

Um die Frage zu kldren, wann (g U(’)“l) in I, liegh, miissen wir im Falle
n = 2 auf einige bekannte Tatsachen Bezug nehmen. Allgemein sei H, die
Gruppe der n-reihigen unimodularen Matrizen und A, die Untergruppe von

. {0
H,, die aus den U7 mit (0 7
gruppe von H,; sie ist offenbar eine Untergruppe von A,. Man weill, dall
4T3 eine zyklische Gruppe der Ordnung 12 ist und die Zerlegung

) e[, besteht. H;, bezeichne dic Kommutator-

11
(24) M= U, i( 1)
gilt. Demzufoige ist
’ 3 2 v
(25) N “.Eof_ ( 1)

die einzige Untergruppe von [; vom Index 2. Man hat
£ o
FlzNUN(O 1): H2=rlur1(0 ___1),‘

also

1wl oV
o e b

I, ist Normalteiler von H,, also ist N auch Normalteiler von Hy. Ha/N ist eine
Abelsche Gruppe, da der Kommutator

1 vl [\ANNE S R TR} 0 1 2

o 1flo —1Jlo, 1lo —1/Tle 1
in N Hegt. Tolglich ist H C N. Andererseits ist ((1) T) und [3, also auch N
in Hj enthalten, woraus '

27) He =N, (Hg:Hal=4
erhellt.
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Lemma 3. #s ist

(Hat A =2, Hi=Asu s, A, =H, firnz=3.

, ' { 0
Beweis. 1. A, enthilt H: und nach Lemma 2 auch (O Al) . Aus

0 —1V1 3 , .

0 v ot i1
(1 0)(0 1)5&.2 oder AQJ:AQ(O 1).

dafl hicr das Gleichlicitszeichen gilt.

i . . L {01 -1 0
2, Bis sel n = 8. H, wird erzeugt von R""(l {)) {u <<}, Rla( 0 i) und
) )

1 R . .
By o 1)_ Diese Matrizen sind, abgeschen wvon der letzten, vom Typus

folgt also

& = 8, 82 = K, liegen also nach Lemma 2 in A,. Wegen H, C A, geniigt es

. L1y, - - .
also 7 zoigen, dall Rm( ) in H;, liegh, Wir wihlon

0 |
1 1 1 I 4 0
Ug=]0 1 0}, Vo={o 1 o},
0o 0 i a1 1
setzen
. o, © v, 0
U = ( 0 E{uwa)) ’ Vo= ( o E‘”““’)

und erhalten

VU171 = Jﬂm(; i)LH

Damit ist Lemma & bowicsoen, 0
Die Modulgruppe [, wird bekanntlich [3] von den Malrizen ( r 6) R

E 8\ o Voo . . . IR

(O i (8" = & ganz), (G V’”l) (V unimodular) erzeugt. Die Lemmata 1,2,3

ergeben damit I, = [}, fiir n = 3. Tm Falle » = 2 hingegen kann nur geschiossen
werden, dal

vV 0NE 8 JOOWE JY LT o )
ﬂ{m(o V"l)(() E)E(O J) (0 E)E(O ,f) (3 fir Mel,

mit geeigneten V, § gowie g, » gilt, woraus jedenfalls
Fa:Ty) =2

folgt, Xs kommt jetzb also nur noch daraufl an, eine Untergruppe vom Index 2
nachzuweisen. ‘
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Wir definieren einen Modul £ von zweireihigen ganzen Matrizen § = (8“ 812)
durch a1 Sum
{28) D= {818 =8 (mod 2), &;; + 8y, 4 95y = 0 (mod 23} .
Der Restklassenbereich © mod 2, in Zeichen £/{2), wird durch dic Matrizen

‘ 0 0 10 11 01 )

29) (0 0)’ (0 1)’ (1 0)’ (1 1) mod 2
reprisentiert. Offenbar ist 0/(2) ein aus vier Elomenten bestehender Kérper,
Wir bezeichnen mit K die von den Matrizen

0 F F oo
—E o0}’ 0 v

mit ¥ x(i (1)) und symmetrischen § e £ iiber F[2] erzeugte Gruppe.

> 2)

Da 8 mod 2 alle Elomente von £/ (2) durchliuft und ¥ mod 2 die multiplikative
Gruppe in ©f(2) erzeugt, so ist K/To[2] mit der speriellen linearen Gruppe
zweiten  Grades iiber ©/{2), die aus allen Matrizen

(;’j lg) mit ed-—fy = 1; &, 3, ¥ 0e0/(2)
besteht, isomorph. Hieraus folgt nach einfacher Abzéhlung (K. T,[2]) = 60
sowie eine Kennzeichnung der Matrizen in K.
(30) M:(é g)eKQMEQ; A, B,C,Dmod 2 e Dj(2).

Mit Hilfe der (in Iy gelegencn) Matrix

N RERCTIEY

konstruieren wir eine Gruppe A, welcho K als Untergruppe vom Index 6 ent-
hélt. Wir setzen
Me=1L B8 L=t fir symmetrische § e D
o0 F

und definieren A als die Vereinigung der Restkassen

B KIr(p=0,1,2), KMs(S:(é ?) (1 é) (? i))

Es bicibt zu zeigen, dal diese Restklassen paarweise verschieden sind und bei
Rechtsmultiplikation mit Tlementen aus A nur untereinander permutiert
werden. Hierbei beachte man, daf .

E 0
Lam(o F) Mg = Mg M
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Ist. Wegen L ¢ K sind K, KZ, KI?* paarweise verschieden. Wegen

E—SJ &8 e
M, = (.m.ISJ & JS) ¢ K fir §3=0 {mod 2)

.. 1 ¢ i1 o 1
KJ?V[S ful S:(O i)’ (1 0)} (i 1)

ebenfalls paarweise verschieden. SchlieBlich zeigt

gind

—E , —3J §—1]
LME‘=(._J_JSJ JS)EK’ “M?S"l:( J _E)‘”(’

dal alle sechs Restklassen paarweise verschieden sind. Um die Gruppen-
eigenschaft von A zu prifon, genitgt es wegen der Normalteilereigenschaft
von I'4[2], wenn wir dic Wirkung untersuchen, welehe die Rechtsmultiplikation
der Restklassen mit den Matrizen cines Frzeugendensystoms von A bor
7,[2] hervorruft, Als geeignetes Krzeugendensystem bietet sich

6 E Voo ,
(mE u)’ (o vul): L, My

I i i 0 11 0 1
mit T (1 G) ;T (0 1) , (1 0) , ( 1} an. Mit Hilfe des Kriterinms

(30} prift man die folgenden Beziehu.ngerf
KL”(__J% ‘OE) = K L, KMS(__; ﬁ): K Mapy,,
KL#(K V?_l) = KL, K MS(Z V?ml)z K My pms,
B2 KL gL, KMy L= KMy,
KLr M, — {?gﬂ Eﬁ " gg;g , K Mg My = K Mg, .

Damit ist A als Gruppe erkanut. Wir ordnen den sechs Restklassen in der
Reihenfolge (31) die Ziffern 1, 2, 3, 4, 5, 6 zu. Jeder Matrix M e A entspricht
dann eine Permutation (M) der sechs Ziffern, Die Abbildung M —» wi M}

definiert cinen Homomorphismus von AJ7,[2] in die ©;. Inshesondere stellt
man fest

01

ﬂ(ﬁg {)ﬂ)* (2, 3}(5, 6), n(M(,, D))ﬁ (1, 4) {5, 6),

(33) w(L) = (1, 2, 3, P (M(l ])) = (1, 5) (4, 6},

iy

i1

U L T LI
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Das Bild von A/[,[2] in der &, ist also eine gerade Permutationsgruppe. Sie
it mit der %, identisch, da sie transitiv und primitiv ist und einen Dreicr-
zyklus enthilt, Da A, und AfT,[2] dieselbe Ordnung haben, so st [,[2] der
Kern des Homomorphismus 3 —» 2 (M}, worans A/l [2] = %, erheilt.

Man erkennt leicht, dal3 {g 3) nmicht in A legt. Die von g g) ither A

, oo [0 By (0 —E\(J o\ (B J\
erzeugte Gruppe enthild (__ P 0) , L ( 7 0)( B J)_ ( o E) , daher
B8 - e o o u o . .
( 0 E) fir alle ganzen 8 = 8, sehlicBlich aber auch (0 U’“‘) mit uni-

modularem U7; denn jede solche Matrix ist mod 2 darstellbar in der Form

U= VeJ {mod 2)

so daf
U o)\ (v o0 W/J oy .
(34) . ((} U’"’)Z(O V'“l) ({) J) {mod 2)
gilt. Mithin ist
(35) Fa= AU A(‘(’; f}) ,also Tp=aA, Ty =2,

Wir wollen nun noech die Abbildung M — 7 {3f) zu einem Homomorphismus

j -1
von [, ergiinzen. Die Transformation M —}(:; ?) M (g j,)) bewirkt den
folgenden Automorphismus in A: ’

N L

Losls, Mg—Mg .
Dabei ist

(V([)J] V"?[J])E(p;)_l I?) (mod2).

Die Abbildung, welche die entsprechenden Permutationen erfahren, ist von

derselben Wirkung wie eine Transformation dieser Permutationen mit der
Transpesition (5, 8). Der Homomorphismus von A wird daher durch

(36) _ n ('g 5) = (5,6}

in der gewimschten Weise fortpesetzt. Man erhilt T,/,[2] &¢ &,. Damit
" hahen wir inshesondere das zitierte Resuitat von €. Jordan bestiitigt,
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Dar Abelsche Charakier », dev [ isomorph abbildet, ist durch die Werte

t j':" £ 8 i [sg+8y -+ ag)
v (fﬁ' 0) =1, v (n ﬁ,) = :

I u 0 = @I ug) (b g 4 ) g g}
o U~

(87)

. . . N R A - .
eindeutig bestimmt. Hierin ist § = (80 sl) eine beliebige ganze symmetrische
i 2
Matrix und U = (%0 fu,ﬂ) eine belisbige unimodulare Matrix.
i 2
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