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Konstruktion ganzer Modulformen hatbzaliliger
Dimension mit #-Maltiplikaforen in zwet Variablen.

Von

H. Maall in Hamburg,

De automorphen Formen vom mehreren Variablen verdienen weitgehendes
Interesse, da man emerseits durch QGuotientenbildung alle suromorphen Fonk-
tionen aus thnen exhilt wnd da sie andererseits das peeignece Hilfanvithel
darstellen, it dem man cipe ganze Reihe von zahlmtheoretischen Problemen
erfolgreich apsugreifen vermag, So fithrt 2, B die Frage nach der Darstellbac-
keit ganzer Zablen emes total reellen Zahllebrpers Z vou Absolutgyad » durch
sine total positiv definite quardratische Form ¢ von & Variablen nand ganz-
zahligen Koelfizienten aus Z aul die Betrachtung von Formen der Dimension

/2y man bilde namlick dic zu & gehdrige d-Rethe, die bekanntlich cine
solehe Formi in s-Yariablen davstelit. Man kanu also auf Formen webrochener
Dimension nicht verzichten, Daritber hinaus erwichst aus dieser Trkenntnis
das Bediirfnis vach einer systematischen Begrimdung einer Theorie der
Formen in mehreren Vaziablen von beliebiger Dimension. Die vorliegende
[Trtersncliung stellt einen ersten Versueh in dieser Richtung dar. Bel diesem
Vorhaben kormumt mir der Umstand zustatten, dad wh mich — soweit es sich
am die Entwickling des analviisehen Apparats handelt — aul die Petersson-
schen Arbeiten?) stittzen kanan, n denen eine Theorie der antomorphen
Formen in einer Variablen im wesentiichen vollstindig entwickelt it Tha due
allgemeinen Behwierigkeiten, die sich bet der Untersuchung von analytischen
Funktionen von mehreren Variablen einstellen, bereits bei der Variablen-
zuhl 2 1 voller Umfang zor Geltung kommen, so schemt e eine Besehrin-
kung aul dicsen Spezialfall gerechtfertigt. Fs handelt sich also um die Kon-
struksion von Formen zu einer beliebigen Untergruppe der {engeren) Hilbort-

schen Modulgruppe eines recll guadratischen Zahlkirpers Z = & (VD) oder
allpemeiner: zu einer belichigen im Bereich 3m oz > 0, T v =7 0 diskonti-
nuierlichen Gruppe reeller vnimodulazer simultaner Substitutionen

T SR

BOH. Petersson, Theorie der automorphen Formen beliebiger reeller Dimension
ard ihre Darstelling dureh sine neue Are Poincarvéscher Helbhen, Math, Annalen 103
{1938, 8. 364, nn folgenden sitiert mit A Uber die Bnewicklungshkootfizienten der
ganzon Modulformen und ihre Bedewtung fiir die Zahlentheorie, Hamburger Ab-
handiungen, Bd, 8 (1936). S 219, im folgenden zitiert mit E.
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anter denen auch Paare von parabolizchen Substitutionen vorkonimen magen.
Von dem eigentlichen Ziel, ein vollstandiges System von Formen explizit
anzugeben, aus denen man jede vorgegebene Form linear zusammensetzen
kann, sind wir natielich noch weit entfernt. Wir sind jedoch imstunde, das
Peterssonsche Konstruktionsprinzip, welches im Falle einer Variahlen ein
i genannten Sinne vollstindiges Formensystem licfert (vel. A), anf zwel
Variahle #i iibertragen. Man erhilt eine Reihe nenartiger noch picht unter-
snchter Formen. Aus der Fille der Kongtruktionsaufgaben, die sich jetzt
durbieten, greifen wir nar eine spezielle heraus. Wir konstruieren nimlich
zur Haupthongruenzuntergruppe 77 (r) der Hilbertschen Modulgruppe zur
Tdealstufe » =0 (4) ein System von ganzen Formen 7. r halbzaliliger
— k2 (k=3) mis §-Multiplikatoren derart, dafl eine
beliebige Form vom gleichen Typus mit Hilfe der 6+ bis auf cine ganze
Form reduziert werden kann, welche in allen parabolischen Tixpunkten

Dimension, — + ==

von 17 () verschwindet. Dabei wird allerdings vorausgesetzt, dall die Tdeal-
Kkiassenzahl von % gleich 1, die Diskriminante 1) von Z kongruent O omed 8
ared im Falle % = 3 die Novm der Chundeinhert von 2 gleiel - T ist. Die
Anzalil der linear unabhiingigen unter den Formen G- (fester Dimension)
it gleich der Zahl der nach £7(») infiquivalenten parabolischen Fixpunkte
der I'(). Diese Aussage ist fir die entsprechenden Formen der Dimension

%72 in einer Variablen, die ich n einer fritheren Arbeit2) untersucht habe.
falsch, was darauf suriickznfithren ist, dafl die Residuen ciner ganzen Form
(in einer Variablen) der Dimension - 3/2 mit ¢-Multiplikatoren in den
parabolischen Fixpunkten nicht mabbingig vor

“hrieben werden kimunen.

Multipliziert man pimlich eine solehe Form wmit einer heliebigen ganzen
Form der Dimension — 1/2 mit d-Maltiplikatoren, so erhilt man eine ganze
Torm der Dimension - 2 mit den Multiplikatozen I, uned die Summe der
Residnen dieser Form in einem System von nichtaguivalenten parabolischen
Fixpunkten muf versch winden.

e sich anschiicfenden Betrachtungen heansprichen oin wegenthich
sablentheoretisches Tnteresse. s handelt sich nm die Partialbruchentwicklung
der von Hermn Siegel eingefilhrten analytizchen (feachlechtsimvariante einer
total positiv definiten ternizen guadratischen Form 08), wobei es, wie auch
bei den oben genannten TFormen & 2 bedeutsame Konvergenzschwierig-

feiten zu fherwinden gile. Bei der Aufstellung der Partialbruchreihen machen

2y H. Mawf), Konstruktion ganzer Modulformen  halbzalliger Dimension mib
#-Multiplikatoren in einer und zwel Varlablen, Hamburger Abhandhmgen id 12

€178, im Folgenden zitiort mit KL val auch die Finleitumyg zn dicser Arbeit, die cinen
Bericht fiber die Resultate der vorliegenden Untersuchuni cnthilt.

3y (4 L. Siegel. Ober die apalytisehe Theurie der guadeatischen Forien, Annals
of Matheraties, Vol 36, 37, 38.
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wir uns den folgenden alloemeinen Sachverhalt zunntze: Ks sei (7)) r= @ (T, T')
eme ganze Form der Dimension — v mit den Multiplikatoren » zu einer Unter-

Z = k(D). Die Koeffizicnten G, ¢, o < Z) der Hisenstemreiho

[
{2) YTt =+ Y — 0 )
[y N {7 — =:')
wobei log (t — o) und log (7" — o) Hauptwerte bedeuten, seien so bestinmt,
dall bei senkrechter Awnitherung von 7. 77 an o, o

& i
[

i lop(r)— - ™ =0,

e b N — ) i

und bei senkrechter Annilierung von 7,1 an i o6, 4 oo

lm g (7) == e,
e e
gilt. Dann ist die Partialbruchreihe o () — sofern sie konvergiert o0 ipo
eine ganze Form zu Iy vom gleichen Tyvpus wie g (). Bedeutet
v
Wiy, cwy) = § lr[,.“ P, Q=)= ()
v

elne total positiv definite ganzzallige primitive guadratische Form. so finden
wir zu der J-Rethe

Qluy. o, mpr

. :

f (E"\‘ 'E,T"}m T 0;71. i;

o

Mooy i _n
(0 == Maximalordoung von Z)

eine Partialbrochreihe £(Q: 1) vom Typus (2), Entwickelt man # (2 7)
m eine | Potengreibe der (Jestalt

L AT
- R
ty a U, bo,
v
HTE

50 erkennt man aus der Sernktar der Kooffizienten a,, dali F Q0 ) mit der
von Herrn Siegel definierten Geschlechtsinvariante zur Form  identisch jat.
Lu dem Fall, der lier besonders intere

ext, dafl es sich um eine ternire Form
handele, konvergiert die Pavtialbroehreile £ (95 7) nicht mehr. Man fihet

dann in geliufiger Weise eine Hilfsvariable s ein und definiert den Wert
der Partiatbrochreihe als den Wert der in s avalyticchen Funktion F (9 7. &

R

7} Beim Gebravel dey Spur und Nosnizelehen: 8, & halte ioh mich an die teadi-
tonellen Festsetzungen; so it 2. B0 ¥ (v 2" = (v o' (v &), wobei o die
konjugierte Zahl zv 2 bedeutes.
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i Punlbe s — 0. Ther Nachweis der analvtischen Fortsetzbarkeit von
F (31 7. 8) bis in eine volle Umgebung von s = 0 orfordert elne etwas lang-
wierige Rechnung,  Die Sehwierigheiten bel der Ronstruktion der oben

senunnfen Formen ¢y sind von der gleichen Art.

Hermn Peterseon danke ich fitr freundliche Ratsehlige wnd Hivdas Interesse,

welches er dieser Untersuchung entgegenbrachte.

51
Paklopsysteme in zwei Varioblen.
[bas fh-Multiplikatorsysiom,

Wir vorsebaffon uns die Hillmuittel, die es ermbglichen. Formen niehi-
sanser Drimension i zwei Varlablen 2o Lonstrujeren.  Als Verbild dienr
uns die Petorssonsche Theorie der automorplien Formen recller Dihmension (A).
Zuurunde geleot sei ein reell quadratischer Zahlkorper 7 = J (VL) mit der
fiskriminane I o bezeichne den Bereich der ganzen Zahlen aus Z, Wenn 9
cin Ldes) aus o, dann bildet die Menge der simultancn Substitntionen

A ‘ B | it
" g4 L ow T,
4 o oD ) S %
) oy ol A g
it

oo S i lﬂ-;’ 2y T} (?ﬁ}

ad - ¥ o= ],

die Haupthongraenzgrappe (95 zur Fealstufe 95 Tnsbesondere ist /(1)
die engere Hilbertsehe Modulgrappe, e Substitution (3} werde reprisentierl
durch das Schema

Fine i Bereich 3m 1 = U, 3t 17 <

o eindeutige und analytisehe Funk-
bion g (7) == @ (v, 7)) heilit eme Modulform der Dimension — v mit dem
Mulbiplikatorsystens v zur Gruppe Iy { < £7(1 3}, wenn fiir alle Substitutionen
Sc Iy

g (87) = e (N (y7 1 0y @), 8 (1, 9]
wilt, Die Funktionszweige

N ("V‘L’ (x))r B (’}JT !‘))" {y’r* 131)7‘

it Fir allemal wu fixieren, st unsere erste Aufoabe. Beien ¢, d irgend zwel
veelle Zahlen, die nicht zugleich verschwinden,

8) Zn w o F. soi of e konjugierte Babl
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. Jurr 200 Dann definteren wir (o7 | d) folgendermalien:

-

(e -4 @) e gt ielen bl

log(et - d) = log|eT - targ (et - d),

are (61 4 d) — [m'g (‘z ] arge fiir ¢ = 0,
1&11?;1; d fiir ¢ = 0.
1 - s of
argd = ;’ O

fs gilt dahber

et - d)f = e’ {T o N

- o, . 709 Y @ e
d - d] e fiir ¢ == 0,

{in Ubereinstimmung mit den Festsetzungen i A).
Jmrt b Dann sed

(' -y == privglem 24l

log (¢7" - d) = loglet t[\ — darg’ (e 4 4,
gier al - i),
i) . .
, . arg |7 4 —) —arg' e fiy ¢ == 0,
ary’ (¢ v - d) = ’ S o) "
1&1@" d fiir ¢ = 0,
, I sy o
arg’ o = — o

alen milt

.- dor T A - .

(er' 4+ dy == ¢f (‘f' I T fir ¢ = 0,
- g Y a1

&= Jdye™ fir ¢ = 0.

e Definttivn von & hingt also noel daven ab, ob ich in der oberen oder
unteren Halbebene bin. Darauf ist zu achten.

Sind v, & zwel nicht zuglelch versehwindende Zahlen aus 7, so resultiert

also: air
. ; ol e Sy ¥ A2 ‘

Nyt - 8y = |N n;;”f\'( = - ) g ® fite v = 0,
() "

Air )

N& = N§J N filr o = 0.

Fiir zwel beliehige reelle. wnnneduelare Matrzen

W ('mu a;:,:i‘}ﬁ . (

My W) e o)
M8 ], md).
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definieren wir die Symbole ¢ (M. 8) nnd o' (M, 8) durch

. m¥r - omd) -~
(my St oj- mpy = " (H, S){ ! J_) {(3Im7 =),
(et + d)
vy oot — UG
(g S 17 -k wy) == a7 (M 4 ) o (Im <)
(oo 4 d)f
Thre Berechnung erfolgt auf Grund der Formeln:
g(r){ﬁ,[; J\'g) — gla v S}, Gslr'; (JM} g} o @R TE g LR {L),
arg (my 87+ mg) +arg et - d) —arg (my T A m3) ““rvr (M. 5,
arg’ (ny ST ) 4oarg’ (o7’ 4 d) — arg’ (w3 @ 4 omp) = 2w (MS)
Witr we und w, kommen offenbar nur die Werte 0. - 1 in Frage. Aus
arg (et -~ d) -+ arg’ (67 - d) = 0

erhelle, daf e (M, 8y ey (M, 8) =

wy ist also zu entbehren. Sind M, 8 Matrizen fiber 7, so erhitlt man schlicBlich
fiir das Falktorensystem o' (1. 5), definiert durch
N{mEr b m¥y

() Nim St | omg) = o (M, S) Nl ap

e Pravstellung
(6) G(,” (M, 8y = 7! 8 {wad, § sgn VO

(8 {ur (M. 8) sgn VDU = (M, 8w (M7, 8, 8 ist clementwelse kon-
Jugiert zu iS).
Hpeziell liir v = } (1) folgt aus (0)

% S (ﬁ) — i N { )
(M, 8) = oy (M, 8) = e WS = N (M, 5).

L
THe Werte fiir 0(3) (M, S) entnimmt man der Tabelle in A, 5. 378
Fiir das Multiplikatorsystem ¢ einer Form ¢ zu [y sind jetzt

(7) vl Ly = o (L L)y v () v (), Lo © 1

beweighare Relationen. s erhebt sich jetzt die Frage, ob es umgekehrt zu
einem System: ¢ mit den Eigenschaften (7) Formen gibt, und wie man sie
konstruiert.  Mit einem speziellen Problem dieser Art werden wir uns be-
schiiftigen. Wenm ¢ (1) cine Form der Dimension - » zur Gruppe Ty mit
dem Multiplikatorsystem =, so ltherzeugt man sich leicht, daff die mit § & /7(1)
trangformierte Form
8

5y Betreffs der Wertevertellung vou e (M, 8) verweise ich auf: H. Peterssou,
Zur analytischen Theorie der Crenskreisgruppen L § 2, Batz 4. Math. Annalen 115
{19373, 8. 28.
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eine Form der Dimension — » gur Gruppe 8 1 138 mit dem transformierten
Muitiplikatoren

17} —1 g

S8 LTS

4 e fir Lo St 78
oS, L)

(8) pf (LY = U(S.Ls_l)-

darstellt. Wir berechnen jetzt das Multipitkatorsystem der @-1lcihe

. genauer:
bet emem unendlichen Erzeugendensystem von 17{(1). Dabei wird (bis zuw
Schiufl des Paragraplien)

(8) D=5 (&)

vorauggesetzt, Fiir zwei beliebige ganze Zablen a, b betrachten wir die Funk-
tionen

§28

©) Pl = X (=) WS
#ie

In jeder Restklasse mod 2 zeichnen wir einen Repriisentanten aus: o bezeichne

den Reprasentanten in der Restklasse von « { ©o); wir verabreden noch:

% = o = . Mit den tiblichen Festsetzungen iiber das Reclnen mit den

symbol o besteht dann vermoge der Bezichung

(10 (0

ving elneindeutige Zuordnung der geordneten Paare {u, bt (o, b <o) und der

ungeordueten Paare {4, o} (0,0 Co -+ oo, ¢ 4= 0). Wir definieren

ﬁih Iz (T) f):j. [ (T} o ?,L’m [ (T)
Wepen

folgt also

Ee gilt dann der folgende
Natz 1. Dhe Substitutionen S < (1) fihren die Gesamiheit der Rethen
i, o (1) W sich diber.
U1 (ST = v ol N (p 7+ 0305 1, o1, (1),
o, o (S)] = 1.
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fig geniigt, die Behauptung fir die Substiiutionen

. I . VN L .
17 = (() .clo), By = (jj (g.-—l)' T = K_{i_ 0)’ M= (a ﬁ>

w Cop, &= beliebige Hinheit, p=0(2)

21 beweisenr. da man aus diesen alle gewinnen kann, Ieh skizziere den Verland
der Reehmmng Litr die Substitution 8, Selew @, b schon so gewihlt, dall

e b o= b

Wenn 4
G, *o A m [, *
Ty o g T = o T Fot gy == Ty o - 50
5 _— ’

g0 wird

Bty = X (1) e

vy ulod 2y

Diie innere Summne ist gleich

o A%
i o —
v op kn
&8
w8

und wird durch die Heckesche Thetatransformationsformel in

A2y o

1 Py i — ki 8
- N (‘r + ._)2 3. o
T a P

Pk

A i
1 . Al ) — S MHL—; ot N ’“[‘ ‘‘‘
Booti) = S N(r 2 x & e e
. X '}_r

by od 4y

ais ! —L{_' E o A l\l -
w X Vp v ¥ i X
¥y toil 2y ASz iy )

e Summe iiber », mood 2y verschwindet nur dann nicht, wenn
@ Ay (8.
Qetzt man daher 2, — e b 2, wo also » mod 2y snft, so wind

i L

28] ot " |
‘ AP = " f—
i 4. v ¥ B ITE I
¥y =14 leyd @y b {1{ )ﬁ
g uted 3 ¥ Lo

b

wobel g = 2y — ¥ 3 und ey 80 bestinut ist, dali g, = 0 (y); ferner it
AR

HiTY = X ST

Momod ¥
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Beachtet man bel weiterer Umiormung

Wl
o e vt H
gfe s — gl gy,
n Vo
se erhilt man schiieBlich
L ;af? i PRy ipge’ -0
s o Esl viygel -0
"{}’m IS(T'!) = N (T_l' _)311( }“'3 co b }
b i g W s
ki a
T F b d el . S ;) i
S ' _— ! TS iy
W ;‘: (_ é) | Vi ig Vi
=
Hetzt man
ay = o by o= af byl fle,
J 1 e . " B3
Sy e o) = (o, 04) (2).
so folgt in der Tat
i 0y
b= oy b= 1T (@),
Pyt ST e

aullerdem

. - ; $
{12} @,‘J,O(bi): |y '—H{

‘"f\'l \ b i e e 3R bl = u" )

i o
2 \ I

4
W e
Die Rechnung fiir die iibrigen Substitutionen ist einfacher und liefert

.
mE ot

-8
vy (0 =t 1P

(13) ’ . ﬂ_i’ 5 A8 I‘ﬂ Lot 8§ ar “i) B!
!UEJw N ('S()) — @ s In
l Un, ¥ (r_v) = & .
Fordern wir noch § = 0, so wird

ity = 79{3, o (T)
und man erkennt, dali die maximale Gruppe, die @ (v} festlifit, aus allen
Bubstitutionen

g ﬁﬂ 1

besteht, fitr welche
B = =0(2) oder a==9=0/[)
Diese Gruppe hat in £7(1) den Index 10: wir begeichnen sie e /'y, Ieh
merke noch an. dal 7, nur mit ihren eignen Flementen vertausehbar ist,
dohloaus S8 — [y Tolgt 8 < 17y Thie Multiphlestoren ven # {7):
(S} ty o () S C Ty

Mathematisehe Leitselivifn, 430 46
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setzen sich aus den vier Typ(:zl

(U = {0 = u(

Al =
T S auue Y
ko ) s

v(f) =

(14) I
|

i

nach der Regel (7) zusammen. 871 ist selbst vorn Typus 5, daher gilt

50~ b (2) T
= | Ny E HE MIS\)f D ey Vi

Wegen
o {8y, SN = 1 (da ja oy T 0),
folgt aleo
w(Spe (87 = 1, lalls S,
mithin
s

7(5\) ——Sbguyiﬁ

I
(S = [Ny| = H| e
Halten wit mms an e Heckesche Bezeichmung der (Gaufllschen Summen
Clwy = Y epmisein
o & ’

(a = Idealnenner von m 197}

f— oy
e » w)

dann 1st

Das Reziprogititsgesets fiir Gaullsche Snmmen T}, zweimal angewand:

)
i ; 1 . A -—-—Hn‘g);(h-‘![) . 1 . “
Nyre(, )= Ner tof TR
147 2 )= Vo (’(wl ’

V17 1/
[z :
L AP 8 Py s Hagn I Lomr 0y
\j\/0| 1’5)( g (j(\é_i,ﬂjv
fulls » = 29, liclert also
. 1. B}
W (S P LN o g [ ( .......... ;'L—) ,
59 = () 2503,

wobel
B0 7 1 | EEIE i i
’ e

G, 4= {—1) 7

— [Nyl % H {7)e T vl (8= 0(2)

1y vl K., Heeke, Theorie der algebraischen Zahlen, §§ 54, 56, 8%, Leipziy 1923,
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Aus dem zweiten Erginzungssatz zum Reziprozititsgesetz (i das quadratische
Resteymbol entnimmt man die Bezichung

;(WA;B)'"(g)i20<s;§)**(xﬂp L,
so daf schlielich
zigd
6 (8,) = (K) No,get 1o
Fiir eine aifine Substitution 8§ < I (d. b,y — 0) zeigt man

p(S) = e* .8 = {0, 9).

& . . Lo . ] 5 . g
Pa nun & elne HKinheit ist, so ist T U( !:, ) sowohl gleich ¢
! 4§D i
. iy sgud ¥ . . .
auch gleich e . Tolglich ist

i, R

2 { H) . Vir i

Mt den gleichen Hilfsmitteln hestinunt man dic Multiplikatorwerte tir dic
Substitutionen & == (J ﬁ) © Iy, fir weleche o= § = ¢ (2):

v {(8) = (i: (v == 0 (2)).

Wir definieren mun das im Zihler hzw. im Nenner periodische Restsymbol
o F Ay .

() baw, (’—} . wie folot:

L0 8y

4 sel print zu 2; ¥, 0o,
Ay 7k LT
5 =(5)
i ( 7(;):’\’ o, ¢ fhe y =+ 0,

? I . . .
((_y) . l 1 fiiv y = 0, 4 . - Einheit,
0 fir v =0, 0§ =« Rinheit.

Fiir ooy == 0, w0y e prim zu 2 gelten dann die Regeln

(15) S R F LRI SN
SR o\ @ f ot S
T) TE (r) lV 2299 Ty (*)* == (\V'V-f/}* élﬂ.‘ ¥o== ¥y (4— QE}_,
) =1, falls » hyperprimér nach 8
(d. h. guadratischer Rest mod. 8)

i3

6%
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: *: (l (i) = N, ., falls » oder p primir
*(d. h. gnadratischer Rest mod. 4),

i v = v, (4).

Das Zalhlsystem o, (S), S ©77(1). 8 = (p, 0), erklirt durch
(%)% fir 2|9,
y () = . *
( - ) fir 24y

definiert ein Multiplikatorsystem zu I7(4). Dartiber hinaus gilt
Satz 2. Fir 8, Sy < I7(1) st

ra (5,89) = o4 (S, 89 0, 189) 7 (5.

sobodd S oder S5 CAT4),

Der Bewels erfolgt mit Hilfe der Regeln (15) (vl A, 8. 402--404). Nur
ein Fall ist erwihnenswert., Wenn namlich die ersten _L.lementt der zweiten
Zeilen von S, und 8, verschwinden, so wird behauptet

1
a%} (81, 83) = No, = 1, By (0, 2).

¥y
Da eine der Finheiten & kongruent [ mod 4 ist, so ist das eine Folge des
Reziprozititsgeselzes:

zz N [SFIS

Satz 9 crmoglicht den Nachweis, daB das mit 8 C J7(1) transformierte Multa-
plikatorsystem o mit o, ideatisch ist. Sel niimlich

LS = 8L, L. L, o I'id).
dann st
v (L8 = o, (L S) ey (L) vy (S),
vy (SLay) 7y (8, L) 2y (S oy (L),

ay (4o §)

’U“ ({‘1) " ?}0 (1) 0/ (&" L]) - D‘;’ (Ll)

Wir verabreden, Vorzeichenbedingungen, denen Zahlen aus Z unterliegen,
in Formi von Kongruenzen nach unendlichen Primstellen zu schreiben. Hs
seien p und po die unendlichen Primstellen von Z und

¢

Vo = Po " P
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Tuter den Voraussetzungen
Acr), U — (l ?’)’ 8, = (h UU‘)’ 3y — Minheit,
po== 0{4), w o= 1{dp.)

heweist wan sehlieBlich, indem man aufl die Defintfion der Symbole zurfick-
goht,
3 .
Prd. A-3T7F8y Ay — 1,
TN Sk PR § 1.

7y

(16)

Davon machen wir im folgenden Paragraphen Gebranch.

Erkliren wir noeh » (Sy fir S < 7(1). 8 = (y, 0} durch

fir 2y,

fiir 27,
so it das d-Multiphkatorsystem die einfache Gestalt
{1?) # (S} =y (5) X (S) fir S f ,1€.|

an; inshesondere gilt also

2 (8) = oy (8) fie S ST

§ 2.
FPormen zur [deaistofe W,

Die Vorbereitungen sind jetzt soweit gedichen. dull wir mit der Aul-
stellung der ganzen Formen wit den Multiplikatoren », (8) zur Idealstule M
beginnen kimnen. 9t sei ein fest gewhhites, durch 4 teilbares ganzes Ideal
aus o, e den Rest dor Arbeit sel sthndig

Tst a ein beliehiger ganzer Modul, der neben endlichen anch wnendliche

Primstellen enthalten darf, so heifien zwei Zeilen (y, 8) mnd (y;, 6;) mod a
assozliert, wenn ed eine Hinheit
3 = 1{a)
gibt, derart, dal}
ooy, 0 1o,

Wir withlen aus der Nebengrappe 4 - 7'(R), A4 < £'(1). ein volistindiges
Svstem 2 (4, ) von Matrizen ans, die zu je zweien mod 9 p nicht
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assoziierte zweife Zeilen haben. In der Schar der zu (v, 9) mod a assoziterten
Zeilen hezeichne (y, 4), eimen Reprisentanten.  Analoge Betrachtungen wic
in I zeigen, dal die Reihen

— 1

(18) E ,(r,s;9,, A, (M) =

MCE@( ey A o m g el g v+ 2
wobei M — AL M = {uy, po)y AWM = oy (d, L) v, (L), ¢—
(b =1,3,5,...), auf Grond von (16) von der Auswahl des Svatems S (4. (M)
mmbhan%zg sind und sich bei den Substitutionen § © 77(1) folgendermuBen
verhalten

, B_ (85w, 4, 1) !
19 o oy AT
(19 Nipr+ o lpr b ap i, (4, 8) (550, ST,
8 = (. 9).

inshesondere fiv § < 77 ():

B (8785w, 4, 790

= o {(8YH_, Jw
Niyr+ 0 lpr o) ) (7. 55 5, 4, 17(0).
Die Reiben B sind wegen [A{M)} = 1 fir Res =2 — 1 absolut kon-

vergent und in ¢ analytisch, Fir die Helhon

‘ . o
(21} T, 85 ay, oy, Y = h) fo (15 1)

T . r . : N
(m,Tz‘m 7 Nipy o) Loy vob g
My wy 190
g T2y (V)
gy Hyd =1
LB (s, AT
7’0{ Ay e 83 Wy ):

(f’{ = (g, ftg), 0, (M) ==, (g, 5), A

(Cﬁ}, 5’*‘.’-}):

e wir jetzt elngehend antersuchen, gelten nach (19) die Transformations-
formeln

G 8 85 ma e, W) _ o, (A &)

N (v 8y ‘L;'qu_\ i ’-’Z(fl: B)w, (4]

{22) Gz, 80 (e, 200 8, 9M).

Bei der weiteren Diskussion beschriinken wir uns auf die Kdrper wit der
Klassenzuhl — 1.
Wir setzen dann {in fester Bedeutung):
Moy {pg, v) = (o, v) =
, _— = — et o e i
IO I PR L S p as g,

g (p0ys ta) = Gy (v, ) 2 (105 ).
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Dabei st

(ﬂ)* far 2474,
{

4

Y ' P - v A,
w (el ) = ""“J* fiir 2 ey, 8[r oder 4]y,

rlg i
1

(o), () ()"t 2, St

9 PV

und fiir beliehiges ganzes 4 gilt

Bl }—i
W,y vy = e V0 uud, ),
wobel
kY . o
l - ftr 27e,, 84», 449,
‘."j o 2
l 0  sonsh.

Die Verschichungsinvariang von w und die verallgemeinerte Lipschitz-Formel:

(23)

P §7]

(T == 0, Jmw’ 4 0)

vermitteln uns die Fourierentwicklung

T

. — i
. & agn oy V12 W {7, , S io
(24) G (v, 870, 0, ¥) = g, & (dye o + LN 1‘,"’-‘(%- ‘ 2\}“ y ¢’

. N

n_a0

] r Y
MYs 0 O, O, *y)} B,? T (-,, e i;

Dabel it

2, falls o8 eine Binkelt ¢ == L (), ¢ == 1 (p..) gibt,

at {

i sonsk,
[ 1. falls A - 7 (v) cine affine Substitution enthilt,

(4} = | 0 sonst.

gy oine Iinheit | . _ i
’ N [alls & (A) = 0,

3 Y B anmd e Al o Qabigr e s . -
{tt1),,, e Reprisentant aus der Schur der zu gy modep

assozilerten Zahlen,

. #
3 EAR B
Wint. o0 ,0,1) = } w i, f)e ret .
@ med v ek
"‘!:f.c;, (30

(AR
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also, Gber {z,),, ;
Drareh eine affine

assozilerte Zahl ersetzt.  Hg reicht a
venn man die Rethe mit ¢, multipliziert
' ag Dop n

ier Wi :
Pransformation der Tntegrationsvariablen wird das Doppelintegral B

724
B{f T
Eine kdeine Rechnung zeigt, dall das allgemeine Glied in der Dirichlet
reilie der Kntwicklung (24) sich vicht &ndert, wenn man g durcl eine mod »
g == ooy (), (g = O au

STINTIerel:,
("..J T, '?.)

e

BT i
’ S s v® IH i
B{’ + (‘5’: ‘%) 'V) = & 2 l \N ?"* ‘7 e *\7 A [ }
Sy
ibergefithrt, wobei
N fi(u Loyt (6 T, ) = A g (é T /’) J(,a, Lo (5 T )
) ( v Hﬁ) 13)

A o (8,71 = 4 {
( 2Ny
AT hE A
Apls, 7, 7) = \ ¢ - e (A reell).
Vot a) b b
Damit ist die :Bore(:-l.anun;: von B auf die in K1, §1 dislntierten
K 1 Tdbé* e (9); dall n dort eine ganze

Integrale zuriickgefithrt (vel. |

ahl st, ist belanglos).
Wir erhalten also insgesamt
. . - ----fu-gn w VD
(25) {; 2'(?'-73; Ky, Uos ?E) """"" / (&1)
ey 1y (o o .
- u.i}(, L)) YTT()‘”*{! G} 0, G, ) N A Ly .31 ‘?F,’]’}
AT A
[Ny 5 N o VD W5 (m?“)
b
J & sen g Vo0
. . 7 e Wiwl oiay.5, v
(26) T s, 0 om0, = g,
("‘!T)T E*‘ Ml

I u'if (i

1
e
fl{ﬂ.

,u’l" wds gy
Diskussion der Reihen T cinsch
eh kann wich dalier gelegentlich

den man ber de
daranf beschrinken,

Der Weg,
B, §5 bereits villig vorgezeichnet
der Auswertung der Kocoffizienten W,

suteilen,
. R N —
ut ¥ .

I - F
L1 * . P — i
Wit osan) = 3 (L)
A 1ol _U:-}: r
AT e ()

detinjeren (Tur beliebige o %, » und ungerades piy )
i

Resulbate mit-
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Bezeichnet p, das maximale Potenzprodukt von Primteilern von (:;LT, 7},
so daBl pog =y pe. 0 gilt

sais w r o
. o Py .o I PR
W, (uf,0;a,v) =, (71) ( “.1 /) P Y | Vo 1O (o), Talls 9400,
l‘ O sonst,
dabet ist ppo= 1 () und
) ¥ LR
O, 0y = \ ( ) #
s it .
Lt 4o

Wir wahlen ein vollstindiges Svaterm von mod » inkongruenten Eileiten
ad o R}

g o= 1 (%) (3= L. ..., 8
und zerspalten die Summation i (206):

¢ - j S‘r“a—ngl{)_
€ e /.“l!fjs-’nf’m"}

NG

o

ooy = O
2, oy = (2 ), o 0(4),
3o, T 002), » = By oder 3 = 0(4)

e
oy
'
L
I
—_
=
i,
)
~

bezeichnen wir die Roeflizienten W ovan T omit Wy, W, und Wy Es gilt dann

(28) " 1’1'}'1 ({—:y’ .‘H;: 0y #y, Yo, 1)) = -H.III, (‘I"\j ;""'_:7 5 %, i".):
oy Ty L}.‘“Lln, 4
5. W -f,,:.‘”;k ami 8
(29)  Wale; ot 050y, 0, 0) = ( ‘2*) ( ! ) e <¥p
il I

KWy (el 20 - vy Bog, ),
wihed

gk T = g — 1 (R KR8 =1 ()
und schliefilich

Ly EoMp Py oA

L

s dy oy PEiR
(i) 2 Dy ) i /" o ol - [ili..“ N wd,
o 2 Fy / ES

(B0) Wole;pl, oroy 0. v) =
W ( B falls Sty 2, 9) 40,

0 sr.mst,
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W
¥ _ oad I T . , .
gy o= 2y, e = B e (2o pgry) = ],
g mm T e L= a1 .
B8y = frg Jlg = vy = L(20ET) 9y
~ -y LR vy ST
tay o pily d gy
~ (/LJ = /\‘ (:‘? e Vi .

A wok adg + 4
g == ) (ofh
ERE=FE A

S {2) verschwindet genan dann unicht, wenn
2h/p  fir 6, =>3 (d. b ow= (83),
y Xa @) fir 8, = 2,

2’5': - 1,-/-9,

g1
Setzt man die so’ bestimmten Werte fiir W in (27) ein und spaltet die Sum-
wation weiter anf, so erbiilt man nach erfolgter Umordnung:

L fitr o == 0{2):
31y v -5, 0104, 0p, 7)

2i e
N & sen Ea0y Yo

Wy, pefs gioge )
INpf[" "t !
g fir oy = 02, v =(

oy vy #g iy o)

Do kg ;c}. ;} rai A e
{32} T (-}- - $, 0, oy, Ua, 'p) — ( 2.) ( o \ @ )
?J’") 7Y ”?P'
wEr e
L, TEdn f‘i,'tqifi . o .
A e & Wile,0h 2o myag Bowy)
b S
] T ar ar *
|V g

("'?)1 i
wh= @ is e

Aoy aq == 0(2), p o= 08) oder oy o= 0(4):
{33) T(')" } 2,05 0y, Ko, ?'}

..... z 2
L)
(i
& wod affy &y s
= ut ':"‘.51 (¥4}
R
AT s
b "
PR ant £ i S"‘? - W, (5‘:‘_;1{,, oo, TR 2y
(2 ¥ Pl s |
e fi 23/, [ " »
i St gy — dt 4 1)

(1o Jgdo— &+ 1,0
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dabei wird fiber die §, (=0} and § smnmiert, fir welche die zusételiche
Bedingung
[ohp fisr 8, == 3
Lof=tyg 20 Ny = (g 5y By 0 (2) fiir 8, = 2
erfillt ist, falls

aullerdem gile
ad'

st

pe o gfrL 9%, 92 = 1{n)

Die inuere Summe in jeder dieser drei Entwickiungen ist iiber em be-
liehiges Hystemn von Scharreprisentanten zi erstrecken, doch hat man iy
alle 7 die gleichen Heprisentanten zu wihlen.

Man kann also stets T'(r + s, ¢; ®q, .7} ang Heihen vom Typus

My
‘ N7 ¢ Wy (s g1 ot i1}
§ Py 5. 00 ) — ) LAty &2 e Tl
B Lbreehen = 4 e
Fa
&= {¥u)

wahel

(717 4l (B) =1 mi2e v =y 420

J ¢ . r ¥ . <

lund - prim zu 2, 249 oder — prim zu 2wy ==,
2 ¢!

linear zusammensetzen. Das Reprisentantensystem (x), in (34} darf beliebig
aber unabhingig von f§ -~ spezalisiert werden. ‘Sel ¥, das maximale

Potenzprodukt von Primteilern von (=, rg), so dall

¥y

= Vil
dann kann man sich in {34) bel der Swumation auf y,{e beschrinken, da
andernfalls W, =: 0 b, Tridgt man dann

L mHD
i ] LA
7 .- R #5503 vy Y| AT ¥ P
W, 0; o, wy) = (\71)( ) v |f‘ ?’1‘(/ (14, ©) tiir 3’2.\@
/
n (34) ein, so ergibt sich bel geelgneter Wabl der Scharrepriisentanten:
(=) 7
. A y T ppgeny TS
(33) Tytrks o Boany= Y i Y (D)e a7
Gy 18 o
Yole z‘luc:d ERS
¥y g
(i,
ﬁ: Haany N llf)
s 7€ . y (T? Hs

et VAT, [F T #
e N u
= A AN

Der Ausdruelk

Kip, 0) =N !.1| ( p ;ﬂ) Cin, o)
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i)

hingt nur vom Ldeal (p4) ab und st in g mnltiplikativ:

Ry 0) == Kipy, 0) - K (g, o), falls g0 = g oy und {ege pig) = L

Da (N2 € ‘( _T) nur von g mod 4 p abhingt, so wird die iunere Sunime
wydd

AN

vonrr {33) glelch

Lae

air o, A o
—oe Segny gy A Vi v o '
“ = < . - -
3 . U/. LR ( N = - »
\ A b 1]) ) K (.u: r_))
P ] ) o A

soannd P, L\;r /’453 (u) L."r <:-!!
PESRURY) ' AR )

Bezeichnen wir mit y cinen beliehigen Tdealcharakter mad 2rp . 80
lifit steh
A E(w )

e’ LAT e E
) ‘;\1 i

T S CR T
ats den Rethen

Qoo g = 7Y

! ; 7.,‘ =
(“) };\ |

linear kombinicren. Bine cinfache Diskussion zelgt, dali ¢ (v -5 017, » 1)

his aul einen elementaren Faktor von der Struktur des Ausdrcks (34) in
K I, §3% gleich dem L-Rellenquotienten

L@;"+&zWW§D
L1 2 )

ist.  Die Divichletreiben 7 haben also die gleiche Bauart, wic die analogen

Beihen, auf die man bei der Diskussion der entsprechenden Formen in einer
Variablen in B geftlot wird. Tiir die Dimension — { ist noch nichits gewonnen.
da die Konvergenzschwierigheiten der Hisensteinreiben i ; anf diesem
Wege nus Griinden. die spiter dentlich werden, nicht belioben wertlen kimnen.
Wir beginnen noch einmal bei der Formel (35) und sctzen nun voraus, dall
alle Primteiler vou » total positiv gewithlt werden knnen, was stets dann
der Fall ist, wenn die Norm der Grundeinheit von Z gleich — 11 Wir

konnen demmnach annehmen, dall

Dann geht die mpere Summe von (35} iber m

— 7i Ty sgn M 1,:'7 .
3 v e O, &)

Alllu-'
(]4‘»2 »
nIZ AR
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Auf Grund des Reziprozititsgescizes [ir Gaullsche Summen gile

— i
...... Nl ( R
-2.‘: sgrn ulfl { H 41’]))

ferner ist
bt
_}k_l( E_) ] (_1) 2 ,
Y13 lD VoM
so dall
e 1
p—
K, n
0 = 8—-ﬂ-(‘_?ﬂ:(jﬁ) 7 ( u ) ’ {
AVD ﬁ N
= A2
12 1abt sich daher aus den Rethen
A1

7 2 K,
Q‘ (?. TE, 05 K f") = \1 N . 3

[AT 7
cu) | A el

wo y jetzt ein behebiger Tdealeharakter mod 2 v ist, linear znsammensetzen.
#J, ist his auf elnen elementaren Faktor gleich dem L-Rethenquotienten

L1+ 28 o2 ()

DHeser wird bel s = 0 genau dann zinguldr und hat dann einen Pol erster
v

(= 1)
-

Ordnung, wenn ¥ (:c)(

Tm Falle & = 3 kann slas pur fitr o = 0 oder - v = 1 (p.) eintreten.
Verfolgt man die Entwicklungen zuriick, so erkennt man schlieBlich, dab
in den Fillen T und 3 unserer oben emgefithrien Falluntersehoidung

ks ) Hauptcharakter st

T (34 s 01, %, vy eine  etwas  komplizierte  Linearkombivation  von

QDuotienten der Art
f— 1
L(i_: s 2 (#) ( uzh})
L2 25 5t ()

ist, Die Koeffizienten einer golchen Linearkombination sind in Abhingigkeit

von & elementare Funktionen, in Abkiingighkeit von p — cuin grano salis —

eme Art von Teilersummen und gestalten eine inn ¢ Berewh

L Ris =T

]
36 1
ey -1 = Amy =1
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gleichmiiflige Abschiitzung fir |No|->co. aus der hervorgeht, daff sic
hiehstens wie eine feste Potenz von |No| wachsen. Im Fall 2 setzb sich
T2+ 5 05 g, oy, #) aus Quotienten der Art

L(l 1s, x{x}(—g {:’; - Tf_)))
LRy

zusammen, und es gilt der entsprechende Sachverhalt. Nach der Bedeutung

von # ist daher der Ausdruck

(37) T34 5,05 00,45, ) N A

IR fob (S, T, ;)

i)

bel & = 0 stets regulir und hat Gbezdies bei s == 0 eine Nulletelle, falls
g + == 1(p.); denn das Doppelintegral hat in diesen Fallen eine Nullstelle
im allgemeiner von erster, im hesonderen fiir

gn=40 und (g4 n) =)
von zweiter Ordnung,
Bei der Abschiitzung des Ausdrueks (37) st jetzt folrendes zu beachten:

Palls » 22 5 und 2 = 0, so ist
A (0 ) = 0 (Jnrr = 0)
und es resultiert cine im Beveich {36) gleichmiffige A bschitzung

—:1 s, Tor) = O{em 014 (s o)

fiir ein gewisses 6 = 0. Kommt nun in (37) cine L-Reihe mit Haupt-
charakter vor, so or}]alt ran eine aasreichende Abschitzung, wenn man vom
Deppelintegral den Taltor s abspaltet und iho der L-Reibe anlieftet. Handelt
es sleh um einen Nicht-Hanpteharalkter, so gilt glelehmiaBig im Bereich (36)

L{i4s 2@ (7)) = 00Nel)  (Ngl— o))
{% konstant - 0}

Bs gibt also (fite o = 5 == 0) fir den Betrag des Ausdrocks (37) stets elue
im Bereich (36) von s unahhiingige Schranke der Gestalt

C-)‘ N (Q - i’f) |Z P S R I T

(&y, 2y, %, & bedenten posisive Konstanten.) THe Hisensteinreihe G/ s in der
9

Gestalt (26} besitzt also die von s unabhiingige konvergente Majorante

. i T : E LTI IETE N I FL R
(3% vy ey MO N (o =) e LR
G0
¥} Vel K. Landau, Zur Theorie der Heekeschen Zetafunksinnen. welche kowmplexen

('ﬁ.lnr..‘elsi..m.ui r)ntsp.xu.hum Math. Zeitsche, 4 {1919), 5. 152
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Damit ist die analytische Forfsetzung von 7y in eine volle Umgebung von

3. Trigt
Nullwerte der Doppelintegrale 1 die Entwicklung (48) cin, so erhilt
man fir r == £ die Darstellungen

g = 0 bewerkstelligt und wir erhalten Formen zor Dimension —
vian i

BN G IB

(39) O (r, 05 0q,0, %) = ¢,06(d)e
{U - 74)1'

25?;6(51} a0, o N . P o
b PRl o i ey ) [Nlo =l e 1P
[ 3

Do N e L e

wo fiber alle ganzen p summiert wird, fiir die

ok
a2 0 doh

Fiir » — § gilt (38) nur unter den cingefithiten Finschriinkungen, Aus den
Transformationsforniein der Reihen

G!T(Tf Ly, U, ?') G r('ga 0 Fys Hgy 1!}

entnimmt man, dall G, {r: oy, %y, ») nur m den zn - 2 uach I vy dqul-
oy

valenten Spitzen nicht verschwindet, Lineare Relationen mig nicht similich
verschwindenden  Koelfizienten  kénnen  deminach nur zwischen  solchen
Reiben bestehen, die in den genannten Binne zu demselben System dqui-
valenter Spitzen gehiren. Indem man aufi die Rethen G, (1, 85 oy, 09, #)
zuriickyreift, zeigh man mithelos, dal} fiir eine i‘)(*hvinge Einheit & die Re-
Tationen

: DT ey (
. 7'(‘{;8'1]‘580(-:3:") =’ ( """ } G"_,_(T;Dt],ﬂxg,?’)jﬂl' 'XI—O(_%),,

A f
(40) :

S

o mxgns}n E .
AT s Eay, v ez e ? ( ) G oy, o, v) Tiir a,

erftlll sind. Dies sind aveh alle, wenn man von vornherein die G-, identifiziert,
== (} (») untex-

die sich im s en und dritten Argnment pur um Zahlen
scheiden, Es st alse bewiesen:

Satz 3. Die Klussenzall des reell quadratischen Zahlkirpers R (VD)
mit der Diskrimingnte IN o= 0 (8) sei gleich 1. Dann st die HMaximalzohl linear
mzabi’:.ﬁ--nyige“ Hisensteinrethen G _, (7) @y, 0g, v} halbzahliger  Dimension
— = — D oawr Stufe we=004) wet S-Mualiiplikatoren gleich der Anzahl allor
nereh 17 (v 'f/rarrg?a.mfgwiwe purabolischen Splzen. Tsi @ (7) eine beliebige gunze
Form der Dimension — v zur Stufe » mit §-Muliiplikatoren, so gibt es eine
Lineorkombination A7) der Rethen G (v 0y, 2g, v) devart, daff @ (1) - 21 (1)
vine Form dst, die in allen parabolischen Spifeen verschuindet. Im Fealle der
Dimension — § kot man nook vorauszuselzen, deff die N
vor B VD) gleick 1 isi.

orm der Grundeinherl
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Die mit 2~ (A4}, 4 = (xq, =), multiplizierte Reile
W E LAY (s 4 )

hiingt nur von dem Svstern der zu — -2 nach T dquivalenten Spitzen
: > ,L} . .
ab, falls v = 0 (8} vorausgesetzt wird. Sind ndmlich — i,f {reduzierter Broch)
: X
o, o " - . - . . .
und - - =2 nach 7(p) dquivalent, so gibt es eine Hinheit ¢ derart, dall
2%y )
Byo=eoy. flymems ()
und es wird

(B, (7 ﬁ p) = B (S AVG {1 f?g A, )

Die Bebauptung
PP (SU“{{) G___’. (T] 'S",A' , p) e (‘1) (;——-r {T. fi, p)

igt, dann anf Grond der Relationen (40) mit

b T
— Ssgne Kooy
_ - s fiar == (2
(S A) (“‘ * nne
v LA T
1t (A) N I T R F L
o 2 ,,M) fir oy = 008
oy | ke

aleichiwertig.  Dies ergibt sich aber aus dem Reziprozititsgesetz (Hecke,
loc. cit. 7). Mit Hilfe von

—!G( fiir 24

folgt ndmiich ans

dall

) "
— ) g -
A

was jeweils hehauptet wird,

Wir versuehen nun unter der Voraussetzung v == 0 (8) aus den Reithen &
Formen zur #-Oruppe [T, mit z_)JILlE*L-l_pll%&Lolen 2 (8} zu konstrueren.
Fis zeigt gich, dall dies anf genan eine Weise mibglich st. Die parabolischen

Spitwen =% (in reduzierter Gegtalt) zerfallen entsprechend der Tatsache,
: 71 :

dald og oy = 0(2) oder aya, == 0(2), In zwer Klassen. Man sicht leicht
ein, dalf zwel Spitzen ang derselben Klasse stets, ans verschiedenen Klassen
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wie nach [y, dquivalent sind. In gleicher Weise zerfallen auch die Reihen
£

(7 _,, die eine Form zn 17y, darstellt, so auch schon eine solehe, 11 der nur Rethen

o sy, o, vy i zwel Klassen.  Gibt e nun eine Linearkombination der

aus oiner Kiasse vorkommen, Mit einer Reibe kommen aber auch alle iibrigen
dieger Klasse vor; daraus folet unter Beriickeichtigung der Relationen (40)
die eindeutige Bestimntheit der Linearkombination dureh die Klasse, Hs
gibt also zu jeder Klasse hochsteng eine Form. Teh habe mich nun dureh
Rechnung iiberzeugt, daf es zu der Klasse, die dureh o o, =0 (2) gelenn-
zeichnet ist, keine mer kombination gibt, Zur anderen Klasse kann ich eine
solehe explizit angehen: Sel 8, 7 = L. ..., », cin vollstindiges System von

Matrizen aus [y derart, dafi dic Hpitzen — ;== (), naclh ()

nicht dquivalent sind., Dann ist
"
{41} G, {1y = 2 25 (8)6 ,(7;Su»)
=1

elne Form zu Iy it d-Multiplikatoren. Wenn namlich 8§ < [7,. S
so folgt ans {17) und (22)

w TSGR R, "
N otyr oY

== () e B S G L (T 8 8,0,

woraus die Behauptung erhelit. T Rahmen einer systematischen Unter-
suchung werden wir in pichsten Paragraphen noch einmal aud die Form
fi_, (1) stoflen; s 1t nimlich die Geschlechtainvariante zur gquadratischen

T 2 2 e
Form wf - a4+ ... 4 &}

§3,

Aufstellung der analytischen Invariante des Formengesehlechis einer
total positiv definiten  quadratischen Form gngerader  ¥Varishlonzahl,
[ber den Kérper 7 sei nur
L= 5 (%)
VOorausgesetss.
Es el

I
{l} (’?.I} = (l} (‘.J‘.‘L-‘ A ‘{t’:) _- ‘}: gl'lii ‘Ta- afg.z: 3 .Jl/ ]‘

g
eine prunitive total positiv definite guadratische Forv, dabel

o
Al

- (’];‘.u)
elne ganzzahlige, symmetrische Matrix dither Z wit den Hauptunterdeter-
winanten A, 7 =1, ... kb mshesonders ist

5:1| — == ;'.j;,:,

Mathematiscin Feftebeift, 438,
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Setzen wiv in fester Bedenfung
O I D 0 I I P
dann st die ¥-Reihe
L RO N
N

f@in = x e
"y uﬂ:‘Co
eine Torm der Dimension - 5 = Cowu L (v) mit dem Muoltiplikator-

system v, 7). Das Verhalten von f(£; 1) bei Anniherimg von {7, 7'} an die
Spitze (w0, o w) (o CZ) untersucht man mit der aus der Theorie der
#-Reihen in einer Variablen geliurfigen Methode it demn Resnliat-

ar ok , L
(12) N{tteyfQin) — | NA NG (©,0) bof) fir 2o,
1 o{l} fir 31 a8,
dabet ist
B
) = —
i1

a der Idealnenner von o und

R TSN
] . TEN i o
HL = Y ¢ b (2] ad).

A;,- neod
P A
b weiteren Verlauf setzen wir 2 la b voraus.  Brsetzt man i der agypto.
tischen Formel (42) ¢ dureh 7; = S+, also w durel; L R TS T

gt also anch, wenn w, endlich und ay der Tlealnenncr von o st

Nty ayi(Qir)=Nda % Ney " H (D, w0 + all)
Far 5 <07 (w), 8 = (v, 8), veruittelt dann die Gleichung
{43) P05 7)) = 9, (SY N (pr + 87 [, )
awischen den Hauptgliedern der asyraptotischen Entwicklungen (42) und

{45) cine Bezichung, ans der man nach einiger Rechnune sehlieflicl

SIA =

mir -
¥ . y Gy T g cwnl v rHEL .
(44) N ay "H{Q e} = 0, (8~ Yoy (2,8-1), & 00 Na= H(Q,w)
gewinnt: dabel ist
Qe 10),
Stellt man w als Quotient ganzer Zallen dar:

o
N
Hy

Vel H. DL Kloosterman, Thetareibenr &y totalreellon algebradschen Zalil-
karporn, Math., Annalen 103 (1830), 8. 279,
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soowird (44) durch

T (;_;j S l) = fF (ﬂ{, S l) N Fup. [ .’Fr’ — (r"tl y ‘a'_qu)j

— 7? ¥ Fagnd- ym ) r}'_) ------ ‘.‘.\‘(.\'gu (o garg b 13 l;’) SEIL ey YE)

(40) Nor7H{Q,m)e

N s v ug - duy Fo

oy . — i Morga V?;
i ( 1) (.J/( E{ hd 1:; N a it (in\: ff.‘)) o
ithergefihet,  Wir defindeven nun

F

w(M) = wlp, ) =NA*Nar H (::1 la) o e kD (14 =+ O,

iEys

fileichung (45) besagt dann, wenn wman S0 durel & crsetet, dadl

{46) w (MS) == o (M, 8w (A0 wy () Scf (),
Dies gilt unter der Vornussetzuug, ol die ersten B tlemente der Zeilen MH
il nicht versehwinden. Aus doy v avianzeirenschoft von Ry o

aibt sich ferner, dall e (8) = o, (8) fir 8§ </ brh, S = (. 8, v = 0. De-

finjeren wir noch fiie g, -4 0

i -
LN EEE H }".U . )
wiMy = : s M o= {0, 1y,
so folgt mithelos, indemy man auf die Definition dor Symbole zuriiclkgeht,
die Giilbigleit von (46) aueh fir go= 0 oder apy oy, = 0 Wir fassen
ZusammMen:
Satz o Fie S CT 0, Moo (i 0, gill
(W H) T A, (‘;1 1%3 e ( U) H L“)) 4 (f‘?’) Ty {b’}
falts 7% wicht prim o 2, oder gleich o g

1
e agyvmptotischen Formeln (12} fithwen nun zure Aulstel) tung der Ruthen

. H A8, v
41 F@irg =1 ¥ 1 a0 |
o N AT N bty (r i) 74w
4{tm

W, B =

welche die Tuvarinuzeigenschaft

=0y (B)F Qs v,8) fie S < T, S = (p, 8),

"-4 T _ F‘}. ‘S
anfweisen. Wir bezeichnen den Wort # (4 7) der in 5 avalvtischen Punktion
F{Q; 7. 5) im Punkte s = 0 als die Gleschlechisinvarinnte zu 20 dus reclit-
fertigt sich insofern, als sich (4, e} mieht ancert, wenn anan © dorels einen
&ud(‘wn pr}‘ isentanten des Formengesehlechts zu © ersetzt, Deg Nachwaois,
dall F (o) fir k= 3 existiert und gich ans den in § 4 konstruierten Kisen-

47
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steintethen  _ 1 {152y, 2y, ») linear kombinieren lillt (vorausgesetst, dali Z
die Klassenzahl 1 hat und die Norn der Grondeinhelt gleich — 1 ist), bikdet
den wesentlichen Inhalt dieses Paragraphen, Da H {2, w) nur von w mod 2
abhingt, so findet man it Hille der Lipschita-Formel (23) anf dem schou
gewohnten Wege die Entwickhing

. i : s ‘
(18) ¥ {Q 2] 5) E oA JT i S i”u. (53 ?‘) ]ju ('Sa :._1)-: 9") B

4D N AT e T
dabel st

(BRI )
;

slate
(004, 8} =

und B, [s, } 3‘) i §72 erklirt,

Wir hesehiftigen uns jetzt it der singuliven Rethe T, (s, 7). Hs he-
zelchne 4 (8. z0) die Anzabl der mud a verschiedenen Darstellangen mod o
von o durch die quadratieche Form §); dann @ilt

(49) Nl [ N AR, ) fir 24b,
i a” [ NR2by 8 d, (0, #) fiw 2D,

Der Nuachwels e;!ri'f)}ﬂ' dureh identische Tinformungen (vgl. Siegel, loc. cit. 9)).
wonn man beachtet, dall
vy — sy

— 2y
Aok e " . y 3
Noak o (50, ) - & P o
TNl S
L moed @ e 1
und elne Gaullsche Sunnne
[REESRE]
L
»
DRI
"j {9
it o

i

1’;:;&\\-‘(-*11('“;1 erschwindet. fulls der Tdealnenner a von o genau einmal durch
2 teilbar ist (dahel wird voransgesetzt, dafl die Diagonalelemiente ¢, nicht
alle gerade sind), Aus den Gleichungen (49) heweist man, etwa dureh Tudok-
tion nach der Anzahl der Primsteiler von a, dic Muolbiplikativitdt der o, (1):

g, () g () wag o () Tir oy, o) = o)

diese st ndmibich far A (Q, g fast selbstverstindlich. Die Berechnouz
vore @y (), aul die es jetzi nur noch ankonmmt, wird fir p == 2 dadurch
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ermdglicht, dall man Q mod p” minmodular anf Diagonalgestalt transformieren
kann. Fiar p = 2 beachte man, daf}

(50} ta? (fe) == 0,
sobald
=Sk 3, (20, 2 ).

Das ist so einzusehen: Falls 2 & o, 2o ist

- o
: % A . T e e o v —1
H (.Q_,~ == N Jok 2 2 TP 0w
P ppcse T F

#; miad groon

Y Hiq L= (’“
i
G Lk
. B ' - - { o@® I
{Beweis dureh  Induktion nach o).  H (ﬂ, 3_') hingt  also nur wvon

vk

o mod 2 [r 2 ]] ab: daraus folgt dann sehliefilich die Beliwuptung (50).
& {1 ) set, wie folgs, erklirt:
J 1, wenn p in Z (Ve) vollstindie zertalls,
@, p) = ¢ — 1, wenn p in Z (Vp) unzerlegt bleibt.
1 0, wenn p in Z (Vu) \-"('1fzwrf.éigt. ist.

Daun st fir e == 0 T {5, 7} bis aul einen elementaren Faktor eleich dem

L-Reikenquotienten
E—1

=TT :
wobel O, die (-Funktion von Z ist, und 7 (s. 1) st bis auf einen ehenfalls
elementaren Faktor gleich

Splh—2 b 25

Sglh—1- 28)
B Falle & — 3 folgt dic analvtische Fortsetzbarkeit bis in eine volle Um-
u-(:'l';nmg.{ von ¢ = O mib der Schlufiweise des § 2. Wir erhalten demnnach fiir
k=3 die Geschlechtsinvarianten

[Ts

P =1+ ﬂ : 2 T 0N |
T
deren weitere Diskussion sich im Hinblick anf die Siegelsche Theorie der
quadratischen Formen (low, cit. %)) eriibrigt.

Hat Z die Klagsenzahl 1, was wiv jetzt voraussetzen, so geht die Reihe (47)

nzch Definition von w dher in

P(Qr,s) — \"f | wr (M)

_;f‘EwE N (v =+ gy} If'"j T

M = (;‘u‘ia ,”'2)1

g
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dabel ist & ein volistindiges System solcher Matrizen aus 7, die zu je

zwelen mod 1 onicht assoziierte zweite Zeilen haben. Nach der Herleitung
der Reihe hingt sie vpatilich von der Auswahl des Systems & niclt ah.
Wir bestimmen jetzt:

1. Ein vollstindiges System von Matrizen S, § = 1. .. .. v, aus I,

. . r_)‘. o . .
Sy = (. o) derart, dafl die Spitzen — -5 und — —Sftir 4 5 g onach £7()
o i

nicht Zoguivalent sind,

2. ein vollstindiges System &, (S, £7(»)) von Matrizen aus S, 1 ()
mib mod 1 nieht assozilerten sweiten Zeilen,

3. ein vollstindiges System von mod p,. inkengruenten Finheiten
Ce== 1Ly {also ey = 1 oder 2), H; © 77 (v derart, dall

Hy= {0, &).

Dann hat L S (8. 7)) die charakteristischen Eigenschalten von &, und
22, (;f-},j! I'(r)) ist ein vollstindiges System von Matrizen aus S, 17 (»)
1-‘12‘%13 mod pp,. nicht assoziierten zweiten Zeilen: ein solches System hatten
wir mit € (S, /" ()} bezeichnet, Wihlen wir demnach
o = ,;:: €4 (Sy': (),

i

s wird

SH, S - XS, M),
i F

mithin auf Grand ven Satz 4
v (M)

{:(] F (}:)_, T,*S) el . -
) N (.'.'11 o) e

Yool

Damit erhalten wir das gewiinschte Resultat

. ) ¥
= L T G s
oy _j. 7y (hj} e}
{fiir & «- 3 nur unter den genannten Binselrinkungen fiz A (‘;Ei)) [nsgesamt
gilt also:

RBatrz 5 Die Geschlechisinvarinnte F {805 1) o einer  prinviiven lotul
postter definiten puadvalischen Form 0 ungerader lf ariabelnzahl k2= 3 st
evne Form zur Stufe v = 8D Ay Ay o0 s daber sond Ay (vo= 1, 00K,
die Howplwderdeterminarden von D. Unter den Voraussetzungen von Saiz 3

wst {0 1) eine Lineavkombination dey  Kisenstesnreshen O, (1) 0y %o, ).

wohel o

{Eingegangen am 15, September 1937.)



