Uber die riumliche Verteilung der Punkte in Gittern
mit indefiniter Metrik

Von

Haxs Maass in Heidelberg

Einleitung

Withrend das Problem der riumlichen Verteilung der Punkte und Unter-
gitter in einem cuklidischen Gitter ciner Bohandlung zuginglich, wenngleich
auch noel nicht in voller Allgemeinheit geldst ist [4], zeigte sich bisher kein
Apsatzpunkt, wm analoge Fragestellungen fiiv Gitter mit, indefiniter Metrik
i Angrilf nelimen zu kdnnen. In dieser Hinsicht seheint sicl, wie im folgenden
dargetan werden soll, das Prinzip der Fonrierentwicklung in der Siegelschen
Theorie der indefiniten quadeatischen Pormen [8] in gewisser Weise als niitzlich
AU CrWeisen,

Zu ciner vorgegebenen rationalen symmetrisehen Malrix & = S0 (er
Signatur {n,m — 2} mit 6 < w < w bilde man in bekannter Weise dic Theta-
reihe

i) flz; 8, F)

N miRial
o
wabei fiber alle ganzen Spalten g summiert wind und B = 28 iy P mit
reellen w. y sowie z = a4 iy gesetzt ist. J* bezeichnet cine Majorante von S,
. h. eine Lasung von
(2) PSP S, P,
Kine Parameterdarstellung fir die P wird durch
By P=2K-8, K=W-'1X'S], W~ 8[X]=0, X=X0nn
geliefert, Die Awlomorphismen 17 von 8, . h. die reellen 7 mit S| = &
bitden den zn 8 gehirigen Majorantenenum PYSY vermoge 12— PLE V] auf
sich ab und fassen die durch
(4) dat g (PN PP {o - Spur}
definierte Metrile vor PY) invariant. de bezetehne das zugehorige invariante
Volumenelement in P(N). Dic ganz rationalen I in der Giruppe £2(5) aller
Automorphismen von § bilden die volle Einheitengroppe von 8. £7(8) sei
irgendeine ihrer Untergrappen von endlichemn Index und § (5) ein Fundamental.
Lereicls beziiglicl [7(S) in P8} Das Volumen ¥ (S) von § (8} ist endlich, wenn
wir den Fall aussehlicfion, dal} zugleich m = 2 und |."’ |8] rational ist, was im
folgenden gesehelien soll. Tm terndiven Fall @ 3, » - 1, der uns besonsders
Leschiiftigen wird, ist 778} stets cine in gewisser Weise nusgewihlte echte
Untergruppe der vellen Einheitengruppe von 8.
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Fiir jede Funktion [(1?), die wie f(z; S, P) gegenither den Substitutionen
P P{UU ¢ I'(8)) invariant ist, kann formal der Tntegralmittelwert

1 ;
) LY = gy [ TPV
. FiN)
gebildet werden. Durch eingehendes Studium der Mittelwerte
(8) glz. Sy = T{f{z, 8, P)}

gelangt €. L. SrEezt sodann zu seiner analytischen 'Theorie der indeliniten
gquadratischen Formen. Im Hinblick auf gewisse Untersuchungen im Bereich
der positiv definiten quadratischen Formen war es nun naheliegend, allgemein
automorphe Funktionen der Art J(P) in eine Roihe nach invarianten Rigen-
funkiionen des Laplace- Bettramischen Operators Ag von G (8) zn entwickeln,
Wir denken uns cine sotehe Eigenfunktion als aweimal stetig differenzierlare
Funktion von X dargestellt und haben demgemad zu fordern

Lo a{UX V)= (X)) fiw Uel{8),|Vi£E0, S[X]=0,
(7} 2. Asn(X) + Au(X) =0 mit konstantom (= 0},

3. die gquadratische Tntegricvbarkeit von (X} tiber § (S} .
Der Reibenentwicklung von f{£) entspricht dic Bildung der Fourierkoeffi-
zienten T{f(P) «(X)}. Damit werden wir auf dic Funktionen
(%) glzs S, ) == T{f(z; 8, Py u(X}}
gefiilrt,

Hinsichtlich der Vollstindigkeit des Ansatzes ist zu bemerken, dali das
kontinuierliche Spektrum ven Ay hier aufler acht bleibt. Mit dem Auftreten
eines solchen ist immer dann zu rechnen, wenn S [£] eine Nullform ist, d. b, stets
im Falle m = 5. Die Existenz von g(z; 8, ) ist dann gewihrleistot, wenn
f(z; S, P)iiber & (S) quadratisch integrierbar ist. Aul Grand der Abschitzungen
in [8], 8. 20 ist festzustellen, dafl m — ¢ — 3 = 0 eine hinreichende Bedingung
fiir die quadratische Integrierbarkeit von fiz; S, P} Gher §F(:5) ist, Dabei ist ¢
eine gewisse ganze Zahl im Intervall 0 =< ¢ = Min(n, m — «), die genau dann
verschwindet, wenn S{r] keine Nullform ist. Dicse etwas summarische Be-
trachtung ergibt die Giiltigkeit aller Betrachtungen unter der Voraussetzung
m = 3+ Min(n, m — n) oder der Annahme, dalh S{r] keine Nullform ist. Tm
besonderen ist zu beachten, dall im Kalle m = 3 ein kompakter Fundamental-
bereich &(8) genau dann existiert, wenn S[r] nicht Nullform ist, warauf
hereits in [2], 8. 530—532 hingewiesen wurde, Da in den Abschitzungen in [8],
5.29 an Stelle der unendlichen Reihen f(z; 8, P} jeweils die zugchorigen
Betragreihen genommen werden, so sind auch die in den folgenden Rechnungen
erforderlichen Vertauschungen von Summationen und Integrationen zu recht-
fertigen.

Dic explizite Bestimmung der Fourierentwicklung von g(z; 8, w) st im
wesentlichen mit der Berechnung des Integrals
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geletstet, Hierin ist g cine ganze Spalte, w= (S{X D! X' Sgl. W eine positive
Matrix und F {8, q) cin Jundmmentalbereich in ;\'Ex\'l‘.\ )] h(‘?l"l;,l'lf‘il der
Gruppe der Substitutionen X - UX mit T ¢ [(S,q) {U: U (8. Ug=g}.
Der Quotient der Volumenelemente |4 X | und [d W ]ist im b;nnc von SIEGEL 8]
zu verstehen. Die Methade, mit der y () in [8]im Falle w -+ 1 berechnet warde,
heruht aal geschickier ,f\m\(‘mhmg von Feilintegrationen und Integraltrans.
formationen; sie 84 sich aber nicht unmittelbar auf den allgemeinen Fall
anwenden, Flhicr ist entgeheidend, dall mit Hilfe einer Greenschen Formel zu-
nichst die Differentinlgleichung

. i / 2 .
(10) v oyl Zaty ) g e mtyn 0 gt e
mil £ = 8{g | bewiesen werden kann. Man erhilt sic, indem man die Differentia-
tionen nach g unter dem Tntegralzeichen ausfibrt, Die Zusammenfassung aller
Integrale ergibt cinen Integranden, der, wie cine langere Rechnung zeigt, mit
I . N . . r . . .
;&) (Aot Aye 277w gdentisch ist. Verschicht man nun mit Hilfe der
Greenschen Formel den Operator Ag von e =274 % auf 4 (X}, so wird das Tntegral
unmitielbar in O dbergeliihrt, womit (1T} bewicsen ist. Es sei v cine Lisung von
piv b 2) ¢ 4 L Als Losang von (10} ist dann () von der Gestalt

J”"?”"’ Woln y o+ 901 by fire: 0,
(n pA%)] oo . noi Y m— Ry

laliin® e =W Gy ™ 7T sy e e 0,
Wen

, oy — | o oy
(12) Woly, vi =~ ”l T N (..05’.-:’.'2.... (- p)—t

Ly ey !
und
. [

(13 Wiy foe)my 2 Wa pe xipg-3 (2y) (g2 1)

gesetzt wird, W, () bezeichnet die Whittakersche Funktion.
Man sieht nun leicht, dall die Funktion

(F4) Mz, S, u) - {7y} : glz; S, )

cine Fourierentwicklung der folgenden Art gostattet:

Bz S, u)— og (S, uw) Woly. T; ) A BalN, ) -

(]5} . moly 5 e i .
Mol e T Wa {zitly; - 4N ‘ ot sgni) em et
tF0 2

Eine genauere Diskussion, die auf die Einfithrung der MaBzahien in [8] Bezug
nimmt, zeigh, dall o, (S, u) von der Gostalé

moom

2 Ay — M(S, b u)

{16) % (8, 1) I (_'ﬂ_'- 2

(e = sgni)

21+
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ist, wobei u(8) bis anf einen konstanten Faktor mit V{8 iibereinstinamt und
(1n MS Eu) = 3 plS a u)

]
g
sl -t
ist mit gewissen Gewichtsfunktionen 4 (8, g, %), die in jedem Fall Tntegral-
nuittelwerte von w{X} iiber gewissen Bercichen sind, Summiert wird hier dber
ein volles System ganzer, beziiglich I'(8) paarweise nicht. assoziierter Lisungen
g von S[g] = {. Goenanere Aussagen sind nur im Fall » - 1 moglich. Dann ist
der Majorantenraum mit dem Om - Iidimensonalen hyperholischen Ranm
identisch, Besonders einfach gestalten sich daher die Verhaltnisse im ternaren
Fall m = 3, » = 1 in welchem
_ .4 1
[ IEIET

B8, w(g) fiir £ 0,

{18) 1{8, g, 1) =

) 1
\{!Nﬁ" F LS, g)ulg) fir te O
gilt. Dabei ist (S, q) dic Ordoung von 1'(S, g) im Falle £ = 0 und (8, g <lie
Verschiebungslinge ciner orzeugenden Substitution in {8, q) sowic uig) der
Integralmittelwert von w(r) lings der hyperbolischen Geraden, die als Polare
zu g gekennzeichnet werden kann, sofern ¢ <0 0 ist. Hinsichtlich der ersten
Koeffizienten in (15) wird nur gezeigt, dafl

(19) a(}(‘gt u‘) RN ﬁ(](‘q? H} = ]{“}
igt, wenn S{r] keine Nullform ist.
Aus der Transformmationsformel

(20) R R O R R [ R

die in der (iblichen Weise =y boweisen ist, erhilt man nach Multiplikation mit
#(X) und Bildung der Integralmittelwerte unmittelbar

Py L

21) S = s ™ 69 e s )

mit 2 (X) = w (81X} Die Entwicklung (15) setat

. a2 a2 m— 2n . g m g .
22} {y2(8r2 t+ '8'},'2) by oty gt (2 + ]’) i a-;,u][ hiz; 8, u) =

in Fvidenz. Damit ist der AnschluB an die Theovie der Funktionen mit
Dirichletscher Reihenentwicklung und Riemannscher Funktionalgleiehung (6]
gewonnen. Hier sei nur hervorgehoben, dafi gewisse Linearkombinationen
£{s. 8, %) und 5is; S, «) von

{23) i (é’ — ; P S, u) = Mo (N, u)t a ’
) [ 4]
P (S : :Z s u) e NSy 2
‘ [}
mit Gammalaktoren der Arg
(24) Ttsson )= [ Wigia p 1) =iy
i

als Koeffizienten meromorphe Funktionen von s sind. Um daraus den mero-
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morplien Charakter von g (&) 8 u) und g(s; S, %) erschliclien 7z kinnen, mub
man wissen, dal} gich die Nennesleterminante

Pis: o, fi) D(s: B, o)

(25) fi{s; o, 3) o P+ 10,8 Do i fa)

die bei der Autlosung nach ¢ {s; 8, ) und wis; S, ) erscheint, verniinftig ver-
halt, Es ergibt sich die bemerkenswoert. einfache Formel

{26) Discog. iy 2 s =1 — o — 1,

die aile erfordeclichen Schitsse gestattet. Dieser Sachverhalt ist anch noch fir
das atlgemeine Theorem in {6], 5. 286 von Bedeutung.

Dic letzten Betrachtungen sind eincm Gitterpunktproblem im terniren
Fall m == 3, 0 1 gewidmet, Hier ist vorauszusetzen, dall §|p] keine Nullform
ist. Die Theorie der igenfunktionen #(X) zu Ag gestalles sich nun besonders
einfach, weil das Spektrum des Operators Ag diskeet ist und jeder Bigenwert 2
endliche Vielfachheit. hat, Wiy denken uns den Fundamentatbereich F(S) als
Normalpolvgon gewihilt. 3 hescichne einen belichigen, im Riemannschen
Sinne meBbaren Teithercich von F(8). 2, sei der citsprechende Bereich in
Srd =0, der mit y avceh rx {r > 0) enthalte. Sehliefilich sei o, (3, B die Anzahl
der ganzen g ¢ Qn, mit Ay S [g} 5 . Aus den analytischen Rigenschaften der
Fanktionen g(s; 8, #) wird dann nach einem Verfaliren, das urspriinglich auf
Hrerr zuriickgeht, und das sich auch in [4] bewithrt hat, die asymptotische

FPormel
27 ] T
27 o, (S, B) ~ H.; (& Vid g”  fir g

gewonnen. Hierbei st V() der hyperbolische Inhalt von 9.

§ L. Transformationen im Majorantenraum
Allgemein set B} die k-reihige Einheitsmatrix und (- (0% oine fosto

reelle Matrix mit der Iigenschalt

e . AL 0
{2‘0‘) N i(’l Ne) ( o - Ecm---n)) .

Sodann wird mit reellem ¥ o Fousom gid nicht-singulirem H - [
. (R
(29) xXoof L)

geselzt, Die iiher (3) horgestellte Beziehung ¥ — P bildet das (ebiet

E - ¥ Y =0 wie hereits in |8} festgestelll. warde, umkehrbar cindeutig auf
den Majorantenraum B(S) ab. Die metrische Fandamentalform und das
zugehirige Vohimenclement stellen sich in der Gestals

{30) d = o {(F - YY) dY(£ - Y ¥y1dy,

und

{(31) dv - B ¥Y¥| ¥[dY)
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dar. Die Isometrie £ - P[U-1] (U € £2{8}) entspricht. der Abbildung X - I/ X
und indeziert im ¥-Raum dic Transformation

(32) Y s (Y O+ Dyt (Y A+ By,
wobei

s 1T — Dy Oy B .,
(33) Uy O-10 ¢ =( o Au) SulT7y) = 8,

ist.
Der Fall n = 1 gestatlet eine etwas auslithrlichere Diskussion. Wir setzen
nun
Y=v=(; = b2, 00, m - 1Y,
(34) 3 (Jﬁ‘) (3 )
X owx=(x,) {e=6,1,....,m—1}.

i . . I .
Die Elemente von r kénnen zufolge - ¢ (,,, n) k(h==thals ein Systemhomogener

Koordinaten in P (5) angeschen werden. P (8) erscheint nun als Bild der offenen
Kugel 9% 4y 4 -+ 1 yh ¢ < 1. Bine winkehrbar cindeutige Abbildung von
B{SY in den Halbraum & > 0 vermittelt das Systemn der Gleichungen

P & -1 ) 28, . _

CTT R M TUETTTTT e 0Ty {o0==2,3,...,m—1)

und das dazu inverse System

£ -
(35) ¥ a

o

(36) b il e 203,00 m = 1)

Fiir dic metrische Fundamentaiform ergibt sich nun nach einfacher Rechnung
der Ausdruck

) dsos E2EL + A8 + -+ Sy

B{SY ist demnach mit dem (m - 1)-dimensionalen hyperbolischen Rauwm
identisch und der Laplace-Beltramische Operator lutob

[
— gme-1y 2 3 -m .6 -
(38) A=yt 3 G (51 as) .

Von besonderem Interesse ist eine geometrische [nterpretation der Funktion
we= (SLXD[X' Sg), wobei g eine von 0 verschiedene Spalie bezcichnet. Im
vorliogendon Fall ist also, wenn ¢ = (q,) (o~ 0, I, ..., m - 1) durch g = ('q
eingetithrt wird,

Bt 1 - -1 2
1 2 +
w1 = Xy el X gt
w =1 a ]

(39) L not o ono 2
Y l(‘]u P A&+ 2 2 b o f_n} :

o | a2
Wir setzen voraus, dall

(40) Sig] = Splaf -1
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von 0 verschicden ist. Entsprechend dem Vorzeichen von { laBt sich eine
Fsometrie (£,) - {£,} angeben, so dali

fir ¢ =,

4 i
(41} ar 't e ¢
t(i’) fir ¢« 0
N
wirc, Nun ist, wie leicht festgestellt werden kann,
Fou B Er ]
(42) S sk et o 208 p

wenn g den hyperbolischen Abstand vom Punkt £
zeichnet und

L, &,=0 (2= 1) be-

(4% Sinp ,

Frsy: sy

wobei jotzt |p] den hyperbolischen Abstand von der hyperbolischen Iibene
£y= 0 bedentet. Beachtet man noch, dald im Fallo £ <2 O die durch

Mmool

{44) (go ' gu) 2 &

o= )

 Gaba b g gy O

bestiminte hyperbolische Ebene mit dem in S{r] » 0 gelegonen Teil der
Polaren zu g beziiglich der Wyperilache S{x] = O identisch ist, so kann auf
Grund des Invarianzcharaktors von p leicht geschlossen worden, dafl

£ Costp fiir £ >0,

- Bintp fir £ < O

(45)

gilt, wobel p = g(r, g) im Falle { = 0 den hyperbolischen Abstand der Pankée x
und g und im Falle { < 0 vom Vorzeichen abgesehen den hyperbolischen Ab-
stand des Punktes ¢ von der zu g gehérigen Polaren bezeichnet.

Die Relationen zwischen den Automorphismen U7 von 8 und den Be-
wegungen des hyperbolischen Raumes lassen sich im terniven Fall m == 3,
n =1, auf den sich dic letzten Betrachtungen dieses Paragraphen bezichen,
auf Grund einer speziellen Parameterdarsteltung besonders einfach heschreiben.
GemiB (33) genigt die Kenntnis der Automorphismen Uy von S, Da nur die
Abbikdungen P — P{U-!] interessicren, wir folglieh zwischen U, und — €/,
nicht zu vnterscheiden brauvchor, geniigh cs, aus den Restklassen der Faktor-
gruppe (84 £ E} joweils cinen Reprisentanten auszuwihien. Das geschicht
hekanntlich [2] durch die Parameterdarstellung

Har+ b et dY) L(—at- b em e b d?) ah - cd
{414} g (et — 0] e |- d?) | {n? e b7 o® - dF) al —cd

—ee — bd ac - bd ad i he

]

wobel a, b, ¢, d reelle Zahlen mit der Determinante ad — e = g{*= }} sind,
I¥ie Abbildung (r (;) — [7, ist ein Homomorphismus mit dem Kern {‘ 3.

Es sei nun J'(8) die Grappe derjenigen Eitheiten 7 = €U, 01 von 8, die
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durch (46) mit & = 1 geliefert werden. Das heifit /°(8) hat in dor Gruppe aller
Einheiten von § den Tndex 2 oder 4. Diese Auswahl von 77(8) entspricht der
Beschrinkung in der Bewegungsgruppe der hyperbolischen [Shene auf die
winkeltreuen Abbildungen, Wird

(47} . Eudy, me=&, T iy
gesetzt, so ist

ar - h
) LR

die Darstellung der Bewegung, welehe dureh die Abbildung £ -» P[{71]
({7 ¢ I'(8Y) definiert. wird.

Wir betrachten die Automorphismen I von S8, die durch {46) geliefort
werden und eine von (0 versehiedene Spaite g festlassen: Vg — g. Gleichwertig
damit ist Uyg =g mit g = Cq. st I/, vorgegeben, so oxistiert stets eine
Lésung q =4 O denn os iss [, — B - 0 bei jeder Wall der Parameter. Sind
Aya die algebraischen Komplemente su den Blewmenten der Matrix Uy &,
80 i3t
(49) (g} == qoqp Sy mit q, = -, =0 - ¢c,a — d).

Unter der Voraussetzung U = K ist o= 0, alzo g durch 7 bis aul cinen
skalaren Fakior eindeutig bestimmt:

(50) 9=y y=0.

Hieraus st { = 8,0q) =3 — g% — g%~ »2(4 - (¢ -+ d)?) zu schliclen. Die
Matrix (j d)) ist also elliptisch, parabolisch oder hyperholisch, je nachdem
£ 0, t== 0 oder {0, d. h. g ein elliptischer, parabolischer oder hyper.
bolischer Punkt ist. Die Fixpunkte der Substitution (48) sind durch ¢ eindeutig
bestimint. Iis sind dies dic Tunkte (— g, -+ ¥otylge | gy)L, die wir im folgenden
mit 7y, 7, bezeichnen werden. Fs gei Jmz = Tint, baw, 1, > 1, je nachdem
£ 0 bzw. {0 0 ist. Tst £ <2 0, 50 schneidet die Polare zn g den Kegelschnist

Afr] =0 in den Punkten 7., 7, Normaikoordinaten &, p werden zu eincm
gegebenen nicht parabolischen Punkt g durch folgende Gleichungen eingefitlirt ;

- A T
(51) T 'Elmy---riri.
{52) 7= '.Ifg-g-~ cet? fir > 0 |7 - e, ; = Bing fiir t =< 0.

Einfache Rechnungen ergeben

53 Sinp dp df fiiv £ =0,
) = Cosg do dd {iv £ 0
und
i ] F:| w ¢ a2 l -
5 JSiug' e (bln@_a@) ‘-\mg B | fir £ = 0,
(54) Ages |

L2 (@ R
lfﬁiﬁ'é'lé'é” (LGSQ a@) ; (URQ g T E< 0,
Offenbar hat p in (45) und (52) ein und dieselbe Bedeutung,
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§ 2. Der Laplace-Beltramische Differentialoperator
Fine fir STXT = 0 evklirte Funktion (X} stellt eine Funktion iher RURY
darc wenn (X F) - (X)) fir nieht-singulives 1V ogilt, Q2 (3, fir zwei
Differentinoperatoren £, und £2, hedeute, dafi diese auf Funkiionen iber 33(8)
dicselbe Wirkung haben. T diesem Sinne ist

- ; . s royrey g R . sy O
(55} o (fH =~ 2a {(]9 - ¥ }(Hy H 3 ),,.) 3 ),,} .E.(,-{(ig =Yy s );
it

o cv 7 T

(56) Lo SX o8 (X a(\") '

Zum Beweis wird
i

ax oy me o B

indg - g ((i.‘\ gj'j'") g eingetragen, Man crhilt aof diese Weise

2 g h 3 . o D
ay Hogw Clph gy B e
und damit
a \
. 0 F aH
“ax (n .f':) T
817

. d .
Wegen gy = U folgt

3 AR d
o C= 1Y ) S

HEY!

' ' B B ERVE

COX e Y ) sy )
mithin

3 g 3’ a s

ax ar'}' ar )l

R a8 ciy, @

Loz (01 Yoy (_) 2y ay 7! (_'} é(r) (v

iy By . @ DV A A
.,a)"'_)l(}a:") s (1 a}’)

WOrs
a {12 = ( ¥ Di - (}' aa)" },)3 y ( ¥ aa)' ( v aa}.’ ) )“ ;

. i O 'y iy @
2"(;1' Y (¥ a’a(')"_} ‘Ha}” SRt a)’q)
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erhellt. Mit Hilfe der Vertauschungsregeln

(Y aay*)’ Vo (Y’ ¥ aaj;";":)’ 4 ¥, (Y' aa)--, ), ¥ ( Yy aa}. ), Py
)

Gt (P em Sre(v

¢ ( ¥ aa}) e { Y (Y' a’ar ) aai) * ""’U('Yl ‘aa"y ) ’

¢

= { a}—,— ¥’ ( ¥ aé;)’) v F { ¥ (Y’ -é-a—}:---), aaj} - ma ( Y aa}, )

1484 sich dieser Ausdruck schlieBlich in {565) iiberfithren.
Die Transformation X — U X (U ¢ LHSY) bewirks L - {7101 Kt also

. , \ . 1 | N
a(L?) invariant. An der Stelle ¥ == 0 ist der Operator o (L7 umd zfolge
. ] 9
de?= g(d V' d ¥} auch der Laplace- Belivamische Operator Ag mit o ( JV 8T )
identisch. Da Q3 (8) ein homogener Raum und auch Ag ein invarianter Operator
ist, gilt

(57) dy=
allgemein.

Um die Wirkung von o([2) auf cine beliebige Funktion von w=
(XX 8g] zu ermitteln, fithren wir

§

5 (L)

] a1 IR R Y
(58) 7= (XXX, A=X 5 (Xa )

cin und siellen zunichst fest, daB
A i gt A ’.f T ¢ ! gy
X f,(pu)_ ..... 3(‘,'"6"’1'" _p{‘r “'r]‘i"))({)“)

mit der fiir symmetrische 77 iiblichen Definition

@ é 1
T i) g = (eangir) s ean 5 (Bup 1 1)
wdentisch in X gilt, Mithin ist
1 < 1 8 .! T 2y N
Aq(T) =2 ('1 57T 7)) e
Speziell fir ¢ (T) = T'[p] mit konstanter Spalte p ergibt sich
AT [p) = 2(Tpp’ - pp' Y.
Beachtet man noch, dall o () — » und daher
/ gy ) ] - .
(T 8’[‘) YA ; B 9 T sowie --;:[,--- A e -f-)—-;j----i 7
und mit konstanter Matrix 4 = A auch
2

T i LA ] T E£1) a ! m l il ni i L
S AT = A g (A E, (,1 ,_éT) AT ya(TAE 5 AT
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ist, so Tolgt
Y e T i Iy 8 [£Al a v ;1 ’ £
ARy = 4 (1 S = () ) e = e

= 2m o DY Tpp + 2pp’ T+ 2(T(p)) £~ 2{p'pyT - 2npyp’
url gomit
(%) (A2 (Tp1) = 4(mT[p] - np'p) .
Wegen T?= T ist ferner

(AT I 4Ty — ppr 1)
4{(Tpp+pp' ! - pp)Tlpl - Top TN,
also
{60] a(A{Tph)=8Tpl{(Lp] - p'p).
Tat & = @6, = @mund wird die Substitution X — @ X, p - ¢g ausgefiihrt,
demzufolge auch A — @=L, p'p — S(g] = £, T|pl-» w, so gehon (59) undl
(60) in
{61) gl = 4(mw - nt), o{Lw)=8wiw - 1)
iiber. Damit erhalten wir dic gewiingehte Formel
a (L2 plie) ~ o (L {(w)y Law)
{62) = g (Y o {Law)® + @' (w) o (L2)w
= Kl 1) @ () 4 Amw — wly ¢ (),
ingbesondere also
U(LZ} t,_—‘b!yu}

(63) i
{

n

. , / . ) )
s 1By 2o yw? - (2.71!;?; + ; )w oy !.} ek
§ 3. Eine Greensche Formel
Im folgenden sei [d.X} dag alternicrende Prodult der Differentinle da, ,
aller Blemente x,, von X in festgelegter Reihenfolge. w,; entstehe aus [dX ],
vom Vorzeichen abgesehen, durch Streichen von du, »; das Vorzeichen von ey,
sei dureh [dX ] = dw,; w,, festgelegt. Sind A = A% upd B = BU% Matrizen
mit Funktionen von X als Elementen und ist /1 der durch (58) eingefithrie
Operator, so gilt mit £2 = (m, ), wie in |5} gezeigt wurde,
AABXY — (AP AY |dX)
= d AN - QXY (AR (AN L - 2X 8.

Sind p, 4 die Elenrente der Matrix £ - X° X, so dal}

(64)

df;rimﬁ /}; (ﬂ)‘(,fg(ix@!ﬂ- a:emd:a;@g}

©

gilt, o Lolgt gemill der Definition der w, 4 leicht
APy p(X (2 LX) =0

Die lilemente der Matrix X @' 2 X7 sind demnach durch das Produkt
(dr)- [ dp,g teilbar; denn die Funktionen p,5(a < ) sind unabhangig,
wn
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. nin -4 1} . - . . Y
lagsen sich also durch mn — oty weilere: Funktionen za einem Systom

von mz unabhingigen Funktionen von X erginzen. s gibt also eine Matvix M
nin 4 1)

) -
X2 QX = [ PIM

mit Differentialformen vom Grad mn - - 1 ale Blementen, so dal

wird. (64) wird nun nach bekannter Begel in

AMBIAX] — (B A2AY d X
(65) tin Iy

e AP AM AR - (AAY M B
iibergefiihrt, Die Substitution X — ¢ X mit cinem durch S - G € bestimmten
quadratischen ¢ bewirke M — M*; im fibrigen hat sie

[AX] - [QMAX] A= QL. P~ W= S[X]

zur Folge. Thie spezielle Wahl 4 - - g i ¢ und B = Q) ; 'Ly nit
willkiirlichen PPunktionen ¢ = @(X), 9 = »(X) ergibt damit nach erfolgter
Spurbildung

{66) ooy — po{lY gl [dX] = [dW] Jda{N(pLy - ypLg)}

mit
niwD)

N=(1) ° [Qearg,

wobel noch von (§-71L.8) == — L Gebrauch gemacht wurde. Da der Kalkiil der
alternierenden Differentialformen gegeniiber Variablensubstitutionen invariant
ist und die Beschrinkung auf W = konstant einer solchen Substitution ent.
spricht, so folgt nun

(67) {po () y — po (L) ¢} ; '}u;} """ do{N{pLy — yLg)}.

Dieser Ausdruck ist gegeniiber der Substitution X — 17 X mit & U] = 8,iUl=1
invariant, wenn dies firr die 'unkiionen (X}, (X} zutnifft. Die Anwendung
der Stokesschen Integralformol ergibt, schlicBlich

. X .

2y — : N 0

(68) f {polLf)y — po(l?) ¢} - 1w / alN{pLy - plg)
SIXi=Ww Zo
Xewm,

fir einen belisbigen Bereich B, im X-Raum, wenn wir mit N, den Rand des
Durchschnitts von 93, mit S[X¥1= W in bezug anf S{X7] = W bezeichnen,
sofern nur R, hinreichend glatt ist und die Integrale existieren.

§ 4. Der Gammalaktor
Es sel W, (3} die Whittakersche Funktion,

ot
{6t Wiy, fe) =y 2 Wa—me xip-1{2y) (e==+ 1)
2

4 #
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wnd
o )
Dision =T Wiy o, 8, 1) -ty .
0
Diese unktion trat als , Gammafaktor” in Funktionalgleichungen Dirichlet-
seher Reihen bereits an andever Stelle 167 in Erseheinung. Dort wurde anch

o ff

. IR L TN ST G L
(70) P'sio By -2 2 e [__:) F{B1 -~ ass |

bewiosen, wobel Fa, #; 3, 2) die hypergeometrische Funktion bezeichuet,
Die Anwendung der Fdentitét

Flo frysm)y = (L a2 F Py —a,y - fry;a)
ergibt
i, o, B
(71) 2P T e — '
o B ERU R "l s, s s
-2 Pt tom | Plees e frs b g

Zu einer Fanktionalgleichung fiie T'is; o, B) gelangen wiv auf Grund der
Differentiationsformeln

o, By @) = flf CLAG Lyt a),

24 1) fE L) .
e, By a) = f.z_{.’.......;(? _fr(‘;{) Fla+ 2,042,y + 2; 2},

dic in ersichtiicher Weise

P Iie,
PR

Pisg s 20, )
B
.98

—e=2 Pl ls bl —ou—fi)
I'(s i l—a}

[r"’(q?s I oL - ﬁ;‘?';' - 1)

ergeben, wenn wir noch die Differentinlgleichung der hyporgeomelrischen

Funktion ins Troffen fihren. Dorzufolge ist

F (s,s-;ﬁ-i —ote freb 1o ‘)) 20 —a) [’"(e 41 o Brsr b ;) -----
— (s Lo By (sslma— Py gl) 0,
WOTAus
A2y st 2o By i (f—odd (s Lo ) -s(s b l—a— ) (532, ) =0
erheilt,
Eine Berechnung der Determinante

iy a1 TPsiepy Isipa)
(73) Disson p)= g i b, m)!
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wird durch den Umstand begitnstigh, daB diese Foanktion der Funktional-
gleichung
(74) s o, 1Y = 88 4 - — P Disia, )
geniigh. Nach (72} ist in der Tat
| Pl Lo By (s 135 o)
- (s 250, ) I(Hz 8, )

st lion B Pls4-1; f, o)
iy, ma I'(s; i, ) m!" s(s - Lo — ) Disi e f) -

Man stellt nun fost, dali

Dis o+ 1o, f)

s{s4 1 — o ﬁ)é‘

, (s e o

s} = oy s o1 -2 )
cine periodische Funktion mit der Periode 1 ist. Da H (s) fie hinreichend grolie
Werte von ¢ — Res regulir ist, ist H {s) cine ganze Funktion von s. Wir zeigen,
dal lim H (8) »= 2 ist, woraus dann [/ (8) -~ 2 identisch in s folgt. Die Existens

o 00

des Grenzwerts ist evident aaf Grund der Darstellung
Ty (s 2 mf

Hs) = pg ima)m T
| i ] 1 ;
F(,f} lmm'.e+1—m;.2) 1'4'(4,1-—[)’;5{'1——#;2-) !
s . . 1 8 o . Tyl
!_ et ({; 1 wgs-+2—a; z) R ¥ (.a,l—fi;s—}fzﬂf # 2.)1

die mit 1lilfe von {70) gewonnen wird. Denn es ist

lim l::-(s—_!;—a)-e""“"“ lim ¥ (o: B ) =}

& w00 I‘{‘) Fr 0

und daher Him I (s) ~ 2, wie behauptet wurde. Damit ist auch

(75) o Disiae, =201 1l —a— f)

hewiesen,
§ 5. Thetarciken

Um die Bildung des Integraimittelwertes g(z; S, u) der Funktion
2; 8, PYutX) explizit ausaufiihren, bedirfen wir ciner geeigneten 1m-
I » geelg
formung der dureh (1) erklirten Thetareihe, wobcl zunfichst wie in {8] ver-
24
fahren wird. Die Anwendung von (3) ergibt die Aufspaltung
fiz; 8, P Z,E eaié.‘»’igl—zwk[g;
8
(76) = ) PEIER 1 2 e 2rVK{Us]

glres FETS)
Uels, o

Hierin bedentet gi7(S) dic Summation diiber cin volles Reprisentanten-
systems der Linksrestklassen J'{S)g ganzer Spalten und Ur (8, g} die Sum-
mation @iber ein volles Reprisentantensystom der Rechtsrestlklasson U 1'(S, g)
{in T(8)), wobel I'(8, ¢ ) dic (xmppc

I = fU U e I8, Ug — g}
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bezeiclnet. Durchilauft U7 ein volles Reprigentantensystem der Rechtsrest.
klassen 17148, g) in [7(8), so bildet die Verelnigung der Bereiche F(8) [TV}
einen einfach iberdeckion Fundamentalbereich F(8, g) von T'(S, g} in TS
wenn g O oder - B 4 F(8) ist. Bine deppelte Uberdeckung findet im Falle
g #= 0, - 02 {8 statt, Mit

2, Talls g==0, — K¢ 'S
(77) 45(9) = { U
_ sonst
wird also

(78) glzs S, — Mz 8 Py w(X))
|

VU gy e NI /' o= UK ISy Xy e
w518 o 4
gires) visy
FS49)
unter der Voraussetzung, dall «(X) den Bedingungen (7) gendigt. Wir ver-
wenden im folgenden die Bezeichnungen

WooSXT], w X'Sa, w o Wolw] o Kg],

(79) 0 . _

X-0X,, X~ ‘_}.,)H, Wo=E - YY', Slgl=1t

Um ecine Integration im Y-Raum in cine solche awt W - konstant im X HRaum
2u verwandeln, flihren wir zunichst die Umrechnang der Volumenclemente aus.
Auf Grund der Differentialrelationen

iX - cdX,. dX, (S5 gl i

stellt man fest, dal}

[EX ] = fC ST

“1d X)) P H 4 Y (A

dz:|§]1\§—"[dl{] e Y Y | Hr d YA

 (SEXY e Y ] ) = ST W) T X

also

"X
W

ist. Ferner gilt nach Hilfssatz 3 in [8] 8. 31

[dJi|

W nil ST
(803 |Sh= Wy e cdv| W | W e

[dH] .
(81) I el Wl e
Worify — 1w ’
mit
.k.
7 9
o= IT-°

Sei nun DB ein beliebiger Bereich im Y- Rawm, B, die Menge aller X, denencin ¥
in B entspricht und @ (X) cine willkiitliche Funktion dber B, so dali also
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plX V)= @{X) fur |¥| 4 0 gil. Dann ist

" ; 1 . ” o | 1, w " . [d “X']
(b).) f (,[,‘ {1& ) d o o EJLS Eg | H'ri b “/ (1}{1\ ) [d ii, ] '
Yes b I&\(.l"ﬂ. 113

denn die rechto Seite dieser Gleichung ist mit 11ille von (86) und (81} in

i 4 » o 3
9},, Kk ] e (X)W, ] [i;';"”] cdy e [ Pl X)dv
v Wl = IS
iberzufithren, . e, d.

Wir wenden {82) auf das Integral in (78} an, setzen also B = (5, g) und
plX) = e Ty ey (X)) An Stelle von B ittt dann ein Fundamentalbereich
FelS, gy in STX1 >0 beziiglieh der Groppe der Substitationen X - UX
{I7 ¢ I'(8, g)). Damit orgibt sich

(83) glz; S uy= 3 dglg)ertst o 2 (ys S, g, ).
gLI(H %
ther ist zur Abkirzung
. ndeom 'd X
G0 x) = g Sigg - e [ e L
S w )

R 210 )
gosotzt. Zu einer Differentialgleichung fiie y(y) gelangt man dureh Bildung
des Ausdrucks

meoe- 1

{{y“ Xty (.2m‘y'%' 1;) ¥y atyn x(y)}éwl ®

, tX
83y = §4n2y2w2— Tayw (2nty - i;) -+ myn} e Emrwg (X)) é; li-’l}
ST W i |
X é‘:}i("ig)
1 f X
— 2y pBmyw
. / WX )or (L8) etnoe

wobet von (63) Gebrauch gemacht warde. Te Fanktionen (X}, e~ 2% 7% gind
gegenitber den Substibutionen X — 7 X (I7 ¢ I'(8, )} invariant. Es ist zwock-
mitdig, hier vorauszuscizen, dafl 7'(8), damit auch (8, ) nar solehe Eine
heiten U enthiilt, deren Determinante [U7] - 1 ist. Die Greensche Formnel (88)
erlaubt nun, (85} wegen (57) in

i

1 [d X A Sk
T f e tnvng{ A u(X "Emflj‘ =—T 2w

S = W
XeF (S0

iiberzufiihron; denn das Randintegral verschwindet, da sich der Rand des
Integrationsberciches aus paarweise beziighich 1'(8, g) dquivalenten Stiicken
mit entgegengesetzler Orientierung zusammensetzt und der Tntegrand des
Randintegrals gegeniiber (8, g) invariant ist. Damit ist die Differential-
gleichung

£

] m\ A
(88) vy )+ ?/(2ftt?/+*2) PRI (m‘-yn'! 4) gy =0
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bewiesen. Sie besagt im Falle g = 0, daf
{87) AT{u} -0
ist. Fortan sei g = 0
Im Falle t - 0 ist, wic man leich$ bestétigt, die allgemeine Lésung von (86)
in der Form

(8%) $ i) =y W, (?/ 5 V) iy

mit gewissen Konstanten ay, b, darvstcllbar, wobei v die Losung von
(5t vip bomo- 2) - A0, Rev 2 2 R
and

(90 Wty ) -"g{ii ,} """ i ‘i '“(Jffm (L ypt

gesetzt ist.
Tm Falle ¢ == 0 ergibt der Ansaiz

(o1 ) = alaltl ¥ e W (g P50 "N sant)
mit konstantem o fir die Fanktion
Wi = Wiy, o, 5. ¢) (£2== 1)

zufolge (86) die !}iﬁ'crnnt:i:_xlglcich ung
(92} y W (y) - FROYW ) la = fle—m Wi =0.

Wir werden damit wie in [6] auf die schon in § 4 genannte Funktion
et

(93} Hr{y’ Xy ﬁ' "A) Y £ W to e ad Fo (2?])
gefithrt, Eine andere, von (93} linear unabhiingige Losung von ($2) kann wegen
ihres Verhallens fiir y -+ oo in der Darstellung von ¢ () nicht auftreten.

Nachdem die Totegrale y {y) explizit bercchnet sind, kénnen wir nun daran
gehen, fiir die elliptischen and hiyperbolischen g (4. h. also ¢ 4 ) Gewichis
funktioner g (S, g, #) v verniinftiger Weige so einzufithren, dall (8,6, 1)
mil dem Siegelschen Ausdruck

-

sy ! [dX)
(94) ;’-"’{H’ 6) = Qum—n—1 E“&’ |§ ; {(w - 4} | W i} (

[_d widir]

“

‘1 3 ;fa( " >3}
ibercinstimmt. Die Tnvarianzbetrachtungen in 8] zeigen, dafi (S, g} von
W, w, also auch von W-1[w] - nicht abhingt. Eine formale Umformung
ergibt zunichst

0
. om0 1
(ha) (4} == / emtry ey - ) P wh g dw
2,
Math A 138 22
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mit wy= Max (0, t) und
(96) pon) = plw, S50 = [ wXe,

SIX] - w
T L8 ) o o
A EFa(Ng)
wohel @ das in gewissem Sinne invariante Volumeneclement
SR T milom dX]
e 5 7y e
(97 @ = {w— 1) w W dw 1d W]

bezeichnet. Speziell fitr w -~ 1 ergibt die Anwendung von Hilfssatz 3 in 8],
5. 31

tp(w, S, a, ]}
men - P .
- ooyt 5 ERL L e b e

fdw] [d ) din
W] = ?1\ b= Y
X78 G o n
X Cf‘fe( S, gY
8,0 ¢ or™™ Jlon o d TCIT T
. .‘“( (} || qk [ ]”w T 1 lr 11‘? - i m 48 EJSH 3
[ . dw Omenmy ot
W] -
Damit isb die Detinition
. went Ba— e
(98} H(8, 6, u) = e 181 ” (,‘” 5 gl S, g, o) {t + 0

458
nahegelegt. Iis bleibt zu zeigen, dall ¢ {w) an der Stelle wy, verniinftig, . h. stetig
oder zumindest stetig erklirbar ist. ¢ (w) kann nun aber explizit angegeben
werden. Zufolge

=]
men 2y
y et yer [ GV (4 by 1) 2 (w4 1) (e  wy) da

d
[ |ty g i ,,(H Cnty om—n £
a (__2_ WS S, St s t‘)
die Laplace-Transformierte der Funktion

und {91} ist

m

(99} (w -+ wy 1y ° - (s 4wy’ ' plw 4+ wy)

diese also durch erstere eindeutig bestimmb. Mit & = sgni gils nun natth:{i}ﬁ)
und [1], S, 294 (9}:

rola

(100) (m;,) s V(__J_fé.uf : n_:r nn o ng)
= (_Efji) ) ’:7 e ‘;'W F'V(‘zn myE M 2P-2 {|t|y)
. 4 * 4
= /‘ e~ v flw) drw
mik !
= 2T S 2y

I

F { fn—2m)e 4m o 2r o (m—2npeme- By o (e 20) e "':--)
X 4 : 4 b 4 ! i
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Diese Funkiion ist also bis auf den konstanten Fakior ¢ mit (99) identisch.
Damit erhilt man for ¢ == 0;

(1w | i)’a_l plw -+ 1)

n2? o m—t v ”oEY W n i
- I o p( ........ ) 1 5y . )
(")
2t "o wAE oy v ke W R W
! " - (["f') lr( 2' 2 L 2 07 t)’
(")
also
2 i ,;l R O TR Y w
(en e T { _F(- 9 0 [ I z} {t =0y
T |
Fiir £ < 0 hingegen:
W
(e - 1) ® g ()
n2d ot (‘ z..‘g v R o — .':i + ¥ : 'n : m)
It (?P .2 2 207
H
rr.24. - wat oty oy omer nooow
e a 3 I e . .
=y M (v £l ""l"’!,)’
(%)
also
4o Lo b L no W
(102) gl = "7 F(, ; ,___’".._2%_’..___‘ PO ) (o 0y
! (,5 )
Allgemein ist demnach
. _m 7 - ~ 2
(103) a— 9 ]r(__”_ﬂ_f (m — 2n) ) i

oder, wenn wir die Gewichtsfunktion einfithren,

(164) 0o - I Tt p(S0,m) 0, 15 " I ( o (n; -2 F) _

Om—n—-18n--1

SehlieBlich fihren wir noch in Analogie zu (81, {13) das Ma8

(105) 2#{S) ; Oulm— | S|

mit

(106)

o im Falle — K g 18,
I= im Falle — < (S

ein, so dall nach (77) im Falle g« 0 auch § — d.(g) gilt.

(33
[
#*
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Auf eine Definition der Gewichtsfunktionen p (8, g, ») fir die parabolischen
g soll hier verziehtot werden, Wird zur Abkirzung noch

{107) M{S tw)y= Y piS e u) {40
g1I(5)
S{glet
nnd
moom _1
2 C ot I8 M (S, i
(108) w8,y = D IS MESL gy

b (2w e »
I ( M ) e

gesetzt, so kann auf Grand der Formeln (83), (88), (41), (104), {LG5), (H07), (%)
mit gewissen Konstanten o (S, ), f,(S, n) fiir
%

{109) hiz; 8, u) = {my)

die folgende Entwicklung notiert werden:

glz; N, u)

hiz;, 8, u) = an{8,u) W, (y, 15—- | v) boBe(S, u) +
(1101 Y sl mir W {"’fm y nobw M o— rsi) ptat
- f ¥ ; . R T i
150 . ' 2 2 i

Ist S ]';:'] keine Nullformn, also notwendig m < 5, so gilt diese Darsteliung mit
oo (S, ) = 0, fo (S, u) = 1{a}; denn wenn [ {u} -+ 0, dann ist nach (87) 4 0,
also anch v - 0, so daB stets T{u) = J{u} (my) * ist.

Der Beweis der Funktionalgleichung

; ; ‘I . 3 . L

(111) fl= 28 Py 9] P (im0 s S, )
ist. nach den Angaben in [8] mithelos zu erbringen, so dafi hicr nicht darauf
eingegangen zu werden braucht. Da zur Darstellung von B(5~"} die Matrix
S E SN
X SX = SC( ),,) H in gleicher Weise dienen kann wie X (‘( g ) I Gir
P(S), so erhidlt man aus (111) durch Bildung der ,Ile.‘(,glahmttel\mlt-e mit
(X)) = u(X) die Transformationsformel

i I N I
{112) ] ( S &, 'u) = |9 Toi2)¥ (4F) gz 8 Luy.

Man sichit leicht ein, dall w und @ zu demselben Migenwert 1 gehéren, Zusammen
mi
wy N e fE
(7 ) 2o in )T (g
folgt damit

FO m—n + ¥

(113) h(- Lisa)= sl i T e s

Auf Grund der Entwicklung (110) ist nach [6] bereits evident, dali Ai(z; 8, u)
von dem Operator

[ Yy, ome—2n m g
{114) ¥ (E;ﬁ' + Vayz') S R i ( g j,) Yoy
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annulliert wird, Damit ist auch bereits nahegelegt, die in |6] entwickelte
Theorie der Dirichletreiben mit Funktionalgleichungen aul h{z; &, ) at-
ruwenden.

e Berichung, die zwischen g und »(X) in der Gewichésfunktion HS, g, )
rum Ausdruck kommi, kamm nur jm Falle 7 = 1 relativ cinfach beschriebon
werden, weil g und X dann gleichartige oder duale Gebilde der projektiven
Geometrie bezeichnen. Bis auf cinen konstanten Faktor stimmt Je(S, g, 1)
im Falle £ = 0 mit «(g) iiherein und im Falle £ < 0 mit den: Integralmittelwert
von a(x) Giber cinem Fundamentalbereich auf der Polaren zu g beziiglich der
Gruppe 77{S, @), sofern o 1ist. Pie den ternaren Palt gm — 3) soll dies nun
anadiiingig von den bisherigen Untersuchungen niher ausgelithre werden,
wohel wir ung der speziellen, in § 1 angegebenon Parameterdarstellungen des
Majorantenranmes bedienen.

§ 6. Der terniire "all

b folgenden wird angenommen, dali S{r] cine ternire Form der Signatur
(1, 2} ist, welche O rational nicht darstellt, womit das Auftreten parabolizcher
Punkte g ausgeschlosson ist. (1) ist nun eine cindeutige Funktion der dureh (47)
cingefithrten komplexen Variablen v - £ 4 £, An Stelle von = (x) werden wir
dahor nseist w(z) schreiben, £7(8) wihlen wir gemill den Angaben von § 1, s0
dafd stets dg(g) 1 dst. Der Einheitengruppe [7(8) entspricht ecine Gruppe
I™(8) von Matrizen (: :;) mit reellon a, b, 0, d und ad ~ be == I, (8, g)
sei die Untergrippe von ™ (8), welche der linheitengruppe I°(S, g) entspriche,
Wir setzen voraus, dall — B in [ (8) und I'* (&, g) liegt. I™(S) ist, woraul dem
Sinn nach bereits in {2] hingewiesen wurde, eine Grenzkreisgruppe erster Art im
PrrErssoNschen Sinne ohne parabelische Substitutionen, so dall eg cinen
kompakten Fandamentalbereick §*(8) beziglich 7#(8) in der Halbobene
7 b gibt, §*(8, g) boreichne cinen Fundamensalbereich fite die Grappe
(8, g).

lZin Vergleich von (78) mit (33) zoigt, daB im vorliegenden Fall

-
(115} gl = xlas Sog, w9 : f_[ e 2T (1) dw
EMGR

ist. Dic Berechnung dieses Tntegrals wird fiir elliptische und hyperbolische g
getrennt durchgefithrt. Wir operieren in jedem Fall mit den duorch (513, (52)
eingefithrten Normalkoordinaten.

I. Bssei b = 0. Dann st /7(S, g) cine endliche zyklische Gruppe. Thre Owd-
nung — wir nennen sic £ (9, g) timmt mit der halben Ordnung von /™ (8 g)
itherein. Ein erzeugendes Element von I°(S, g) bewirkt in der hyperbolischen
Ebene eine Drehung nm den Winkel 22/1(8, g). Mithin ist

oo B

/ f{’ EREUUO e (o, ) Sinpg dp dif
i85
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wenn w(1) == mip, ) gesetzt wird, Wird m(p, ) in oine Fouricrveiho ent-
wickelt:

o

i) (Q, ﬁ) = L’ , (COS 9) pind ,

om0
g0 ist die Integration iiber 9 auszufithren. Man erhale

s * .
1y} = 2;(3118 |5) f a2ty ? gy (pydp.
i
Mit w(p, #) geniigh auch w,(Cosg) der Wellengleichung, so dall zufelge {54)
(1 p%) ol (9) = 2piip) + 2(v T Devglp) = 0

ist. Die Substitution p?= 1 — ¢ fithet auf die hypergeometrische Differential-
gleichung

d2m 3 i e, (v -4 1) )
glg — 1)~ dqzn -+ (2 q - l) _dqu R T {

mit dem Hauptsysicm

] - | v 4]
F(——r AL g) ﬁ(; '2-—;1‘;q)10gq-

k1

Die zweite Losung scheidet wegen ihrer Singularitit in ¢ - 0 ans, Wie man
leicht sieht, ist e, {1) = (g} und folglick

o |
wolp) = @) F(— 5, 2 h 11— ),
mithin
2 | g["é 3 y v+ 1 g
1) = 2 ) [ R e LA T
) i
- E“’S' j ( ) P—Zr:t'y —2xlya (,‘ﬁ 1’ v%_l_ ST — ) e dq -
= REg e ¢ g0 e b9 Yy
I
&
m Sl / N ¥
_ -ﬁ t('i’lg) w{g) -2t / Bt U F(l + ; R 1, - q) dy
i
2"1|é§9 ..... 1dv 2Z24v

wobei von (100) Gebrauch gemacht wurde. Der Vergleich mit (91) und (104)
liefert die Formel

L
]

m |¥S|l -3 -~ (g) {6 0.

£(5,9)
2. Tis sei £ < 6. Nun ist (8, g} eine zyklische Gruppe ven hyperbolischen
Substitutionen. Hat U ¢ I'(8, g) in Normalkoordinaten dic Wirkung ¢ -» k7,

(116) (8, 6,1u) =
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so nennen wir [log k[ mit 1L Tluner (3] die Verschichungslinge von 17, Dis
\chh;vlmrsgshngo einer crzeugenden Transformation in J7(8, g} werde mit
- {8, g) bezeichnet. Al Fundamentalbereich F*(S, g) kann der Bereich
< <l genommen werden. Wir stellen it{r} als Funktion von p, 4 dar:
" (r) w (g, #) und erhalten so
1 Di) !
7 {y) = fgs[g'"‘*/ [ezwf*i“’mqg,ﬂ)(;'osgdgdﬁ-.

= i‘l

w {0, ) gestattet offenbar eine Fourierentwicklung der Art

w3
Ee
Bl
=

wlp, Py ) w, (Sing)e !

net — oo
Die Intogration tGher §f kann somit ausgefithrt werden und argibt
o
FR
- I%1 7 s, ) f A=y (p) dp

Die Wellengleichung ninumt fiir o (p) gemils (54) die Gestalt

(PP Thog (p) 1 2po) (@) — v(r - Deayip) = 0
an. Die Substitution q = - p? fithré aul die hypergeomotrische Differential-
gleichung

(3 ] dmu v 1} b
F(Bgod)de e

F(,..._ 3) ’,11 ;i ; ; }Q’) , f]é 7 (1 4 i' ’_I_;w : :‘ ’q')

Dra bei der Berechnung von () nur der in p gerade Bestandteil von wo{p}
cinen Beitrag liefern kann, so folgt

- P ; b 1
? ) . “S” }‘ l(‘\q’, g)”)() (U) / eatyp’ (_ ; , ¥ ;_ : _]) 5 — p‘z) d?}
N - i - v od
%S“ 5 1S, )y (0) / eI ]r‘( ; 7 L I ‘ :i : Q’) l(;
0
L I v 2y
...... 2 ;l’fﬂ |ES“ fel(,q: g}, (0) §t§?j ety | ‘ RS ;1’ T i - ) ,

ehenfalls wieder mit Hilfe von {100). w,{0) kann offenbar als Integralmittelwert
von w%(r} lings der hyperbolischen Geraden £ = 0, die wir schon als Polare
zu g beziiglich des Kegelschnitts S| = ¢ orkannt haben, angesprochen
werden, Wir dirfon diesen Mittelwert mit w(g) bezeichnen, weil u{xr} fir
STe} < 0 noch nicht definjert ist. Der Vergleich mit den aligemeinen Formeln
(91) und {H4) ergibt schlieBlich

3
T
|

(17) wiS, g, u) - |8 zg"ézm__g)u(g) (£ <2 0) .
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§ 7. Dirichletreihen

Jeder Funktion h(z; &, %) 1Bt sich pach dem in (6] entwickelien Ver-
fahren ein Paar von meromorphen Funktionen zuordnen, die in Dirichletsche
Reihen entwickelbar sind und Nunktionalgleichungen vom Riemannschen
Typus geniigen. Zur Durchfithrung bedirfen wir der folgenden Rethen:

Fly; 8, )= X o, (S, uh|i] W (nm 8 = ;—1’— o _g b , sgnf.),
t40 :
mtr . — :
Gly; S, u) = X sgnte, (S, w)l] % W(:-z[t[y;.ﬂ; o ; T qg_}nt)

t0

w— 2

(118) H(y; S,u)~ Gy S,u) b

“F(y S, ),

Fry, 8, u) = a8, u) W, (y, ’;’ i v) A BolS o uy | Fly: Souy,

0 -

HE(y; S, ) = Gy, S, u) F*(?/, RAETAIN

Die B(\?i( hlmgon die sich .mq (11‘3} f*rgd)on, WO I @ - {) setzt und die

F*( L8, u) 8] P s,y
(119) N
H* ( L8, )_ ST ey 8oL, )

bringen. Die ungestirnten Funktionen geniigen daher den Transformations-
formeln

£

1 H i % Yoy . o
ra ( y N, u) el ﬂN E : Yy b (y. ol F I

N TR AN A PR R NCERTE

mn

f T 1 ’ | ¥
— -iocﬂ(b, uy W, (y sy v) + (8, 1.4)}
und

Q2an—m , v 2 +,,[

L N HW%quwg+ﬂ+mWﬂ%+

2n-—m { "

+ i1 om .
R {8, ) ”’0('3, e g;) 1 [;0(‘5,%}},
Fiir die Funktionen

(120) E(s; S, ) = [ Fly; S,y dy, n{s; S,u) = [ H{y; S, w)y' ' dy
0 j]
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ergeben sich damit nach elementaren Integrationen in bekannter Weise die
Darstellungen

C o e e el oA e Ay
£(s; 8. ) J TR N TR JUS BN K]
(121} S ‘f.!?.(....‘.S’..._:.;)_.....__... - 9] b w8 1:1) e —
8 (3 4ol — 2 — F,) (s —1) {\ . :',
- fﬁu(‘LS u) \| 3 ,Bﬂ(S”i'__ﬂ_)..._
P T
—
ek
. " . LT g sl A
mis S [ s S, S s £
] !
- S0 8
(192) 4 21 " “ ‘»‘H _a(,(ﬁ , ) . oy (8, 2t} .
" ki
l (s——l)(x—----‘2 ,,,,,,) .9(.? El— 9 —v)
. |§H| } i{jn(*‘? o) - ﬁu(‘sa "‘A")_.l ]
T &
Sy ]

Andererseits erhilt man dureh glicdweise Tutegration unter Verweadung der
in § 4 diskutierter Gammafaktoren, wenn man noch

Wiys o 8, 1) = Wiy 8.2, 1)
beriicksichtigt,

E(si 8 u) = ol (ﬁ; 2 .l“ » 3 " .w.;!_ i ’t’) ¢ (s *)5 S, .,,4) |

{123) ) .| )
g ), M ron - ) o
a5 f (‘h, & oy ) W (9 “ DN, u,)
il
; e 2 . )
3is; Sou) - A E(ny N, u)
. g cwcbr om—mw )
(124} 4+t (6‘ + 15 2 9 ) o {s g s, -u) -
. FITER A N AN I SO U v .
- k| (s |1 5 g ) y (a =y N, 1(')
mit;

" ut

(125) s S, u) — X o (S, u) 82 b ICHN A B A e A N
= teu

Ber meromorphe Charakter der Funktioven &(s; 8, w) und aps; S, n) st
evident auf Grund der Parstolfungen (121} und {122). Die Relationen (123}
undd (124) lassen sich nach ¢ und » auflosen, da <die hier anltretende Nenner-
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determinante D (é E j ' ) ke —;+ ! ) nicht verschwindet. Mit (75) ergibt sich

o ome—ntr 4w
o (s b1 RN )

r (s - ; ) S, -u,) = ; Efa; 8, u) +

. I' (&) 1‘{'5-[ i- ?;' - y}
(126) | ﬁ :
g r(e; nondy nd |
7; 2 z ‘ ['r](a S, u) Znom Egsi S m)
2 ™ | i
s I (; Fl— e — ,.)
wned
- o m—n -
‘qJ(é‘ § Ny o . ToE(s: 8 )
‘ rs) r‘(.s L v)
(127) :

n | ¥oom— n-lw }

P(a: g T

. e {s T ’;" 1!)

Man erkennt nun, dafl auch die Funktionen ¢(s; 8, ) und gis: .S, «) mero-
morph sind.
Dic Formel {71} zeigt unmittelbar, dali [(s; «, ) in der MHalbebene

d = Res > Max {0, Refa + f) - 1)

regulir ist, Aus (89) entnehmen wir noch

{7) (s 8, u) + 727;—::; Eis; b‘,'u)} .

i
{128) Vg {2 - m l.«f{-m e 2 41],
wobei dic Wurzel cine m(-ht ne;_,atwc u‘eltc\ /ahl ist oder positiven lmagiua; texi

hat, je nachdem 0= 4 = -~ ;- t}d{‘l A gtli’ Mithin sind ¢ (s -;- R

»
und (s — s, ?f) in der Halbehene

[ 5
S : g flm 2P 44 fie 02 A= ey
(120) o Max ({0, 5 1 Rer1) - ° _—
T : 4 fiir A= 9
hochstens dort singulir, wo &(s; 9, u) und n(s; S, ) i;inguléir sind, Nach (121)
und (122} kann es sich hichstens um die Stellen 1 umi + ¥ in der s-Ebene

handeln. Hicraus schliefit man, dafl (s, 8, u) und w(s; 6, u} in der Halbebene

i L -2
. o gl b2 1 - 20— 42) fiv 0sAs mz ’
(L&”) a - C‘RC S e 1 I — 2
“ 3 lmo12) file A2~y

regulir sind. s kann alzo zu jedem Eigenwert 2 = 0 eine positive Zahl §--38{1)
so bestimmt werden, dafi fiir s 2 3 die Funktionen ¢(s; 8, u) und pis; 8, n)
m

. . m . o + N
in der Halbebene ¢ = - — 4 regulir sind mit Ausnahme des Punktes s - -
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falls A == O ist. In diesem Fall sind noch die Regiduen von Interesse, Sie lauten

”

2 b { {8 (S
Res ¢is; 8, u) = T B (a 3 ,ﬂ) + Bl —u)—) Y1

. L m—2 2
TR 1 (2)
. R g b m L) fush )
Les ‘{F‘(S; LS, Tt) m §|4"> i ( o [EE 5 --—) Ya
T (%)

mit,

m m—n n’ 2u-—m L |
YL ]‘( 2 - 1 TR ) - _.__2._ i ( :_2 ;- 2 2 )
- (m on m——n‘) m—2n ., (m n mmn)

P "'_'_2"' - _"_2_

YTy

Allgemein handel$ es sich bei dicsen Zahlwerten um den Wert der Funktion
Pls s 2y, Y+ (f-a) s+ 10, ),

welche mit Hilfe von (71) und (72) in

sl 0l we~ B s, 5
o | fi

oyt P e 2—a— ), A o e
=2 2 Fo P — If(s st l—a—f;s |-1woc,2")
fibergefihet wird, an der Stelle s = « 4 f - 1. Man erhilt

N TR
Mo+ fb oY 4 (f—a) Fa:lﬂoc,ﬂ)‘——zl LY }5}”"

damit anch

Lol 8L _ﬁ.n{_h‘t?_{s._f?;)__)

3 ot my
(131) R“—:"F(S; 8 ) = 28 e . 5

& =

- sf

e

4 b 1" o’ﬂ(é' 9" ﬁ (Srrls":")
(132) Res y}(:‘!; 8, ) = 2 H rﬂ‘ ( "} 4ot s ) ,

'y

Se hill‘-‘-‘s(‘ll 70 zeigen, d&ﬁ w (.s 8, u) und 1,0(9 u) fiir Q"gm ‘ii > 00 gf(‘:(hmaﬁlg
in o hochstens wie 8" wachsen, wobei € eine positive Konstante ist.

§ 8. Verteilung von Gitferpunkten im ferniiren Fall
Die Voraussetzungen von § 6 beziiglich § werden wieder eingefithrt and
bis zun Schluf beibehalten. Nun ist, wie in § 5 ausgelihet wurde,
o8, wYy = o (ST ) = 0, B8 ) e B, (S ) = T {ul
s
4y i
Resgls; S,u) =2 *nf S| " I{u},

(133) T P
Resypis; S,u) =2 ' w 1S ’ I{u},

e
By
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aullerdem don Formeln (105), (107), (108). (116), (117), (125), (131), (132)
zufolge

2 i . ‘., #{g)
@ls; S, u) = T E{S a) (Slsl

:i”lﬁ\)
‘ iql=0
(134) oy
pls; Sy =0 00 2T IS, g) udg) S]]
V) gl (S)
S[ai<o

Die Gleichungen (133) sind allgemein giiltig, da im Falle 4 = 0 der Mittelwert
I{u} verschwindet.

Da I*(8) Grenzkreisgruppe erster Art ohne parabolische Substitutionen
ist, so hat g wic W. RorLor® [7} gezeigt hat, ein diskretes Spekirom;
d. h. die Bigenwerte A{z0) haben endliche Vielfachheit und hiufen sich im
indlichen nicht, Insbesondere Tat 4 - 0 die Vielfachheit | die zugehorige
Eigenfunktion ist konstant. Ferner Bt sich jede nweimal stetig differenzice-
bare Funktion f{r), dic gegenitber '™ (8) invariant ist, in cine gleichmiiBig
konvergente Reihe nach den Eigenfunktionen w(r) entwickeln und jede
stetige, beziglich /™ (8) imvariante Punktion durch endliche Linearkom-
binationen der « (1) gleichmiBig approximieren,

s sei B* ein beliebiger, im Riemannschen Sinne meBbarer Teilbereicl: des
kompakten wnd b gleichen Sinne wmeBbaren Fundamentalbereichs §*(8),
den wir uns als Normalpolygon gewithls denken kinnen. 23, und (¥, (4 seien die
entsprechenden Berciche in 8[x] = 0, diemit rauchvr (r = 0) enthalten magen.
Dag Ziel der folgenden Ubt‘.llogung_yn ist der Nachwels der asymptotischen
Relation

b 1 i
(135) b T Lé,'g)‘”’g;‘ 18] 7 Vidgq' fiir ¢>o00.
GEDy
0 SIg1 S
Babei is: ¥V(B,) = V(B*) der hyperbolische Inhalt von D% Ist j(1) = f{1) die
charalteristische Funktion ven 23%:

1 fir = ¢®%
fto) = 0 fir 7o ®FF(E) — B

und st { (T} Uberdics gegendber 7% (S) invariant, so kann (135) in der Form

- /(9} 2n " % ‘}! n
(136) S ST ¢F i g o oo
sels B T3 51
0< Sglsg

goschrieben werden, wenn allgemein unter (f, g) das Skalarproduks

(t.a)= [ j(@)gla)dw
5

zweier reeller, beziglich 7™ (S) invarianter Funktionen f(1), ¢(t) verstanden
wird. Per Beweis von (136) kann wegen der Lincaritit dieser Bezichung in f
mit den in [4) angegebenen Schiiissen erbracht werden, indems man die
charakteristische Funktion f(r) zuniichst in gewisser Weise durch cine stetige
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Funktion approximiert, diese wiederum dureh endliche Linearkombinationen
der Eagenfunktionen w{x), so dafi (136) nur noch fiir eine Eigenfunktion w(x)
an Stelie von f(x) gepriift zu werden brauch$. Diesen Spezialfall heweist man
mit Hilfe eines allgemeinen Tauberschen Satzes (Hardy-Littlewood), der anf
r{s; S, w) angewendet wird. Dall g (s; 8, 4) die Voraussetzungen dieses Satzes
erfillt, wurde in § 7 festgestellt, Schiiefiich ist noch zu bemerken, daB es in
F*{8} nur endlich viele elliptische Fixpunkte gibt, so daft B (8, g) meist | ist
uad (135} auch giiltig bleibt, wenn man B(S, a) durch 1 ersetzt. So wird man
anf dic eingangs genannte asymptotische Gitterpunktsformel (27) gefiihet,
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