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Uber die Verteilung der zweidimensionalen Untergitter
in einem euklidischen Gitter
Von
Haxns Maass in Heidelberg

Dhe linearen Unterrdume gegebener Dimension # in einem reellen linearen
Vektorraum B von der Dimension m(> «) bilden eine kompakte Mannig-
faltigkeit R, Zu jedem diskroten Modul € in 5 — ein solcher wird auch kurz
(itter genannt —- gibt es einen lincaren Unterraum kleinster Dimension,
der & enthilt. Fr ist eindeutig bestimmé und wird mit £(E) bezeichnet. Dem
Veltorraum @ sei eino cuklidische Metrik anlgeprigt. Sodann kann von der
Klasse (T der Gitter gesprochen werden, die € dhnlich sind. &, sei die von
den Klassen dhnlicher Gitter der Dimension n gebildete Manaigfaltigkeit.,
Unter |E] verstehen wir den n-dimensionalen enklidischen Inhalt einer Gitter-
masche des a-dimensionalen Gitters €. Damit kann cin Verteilungsproblem
der folgenden Art formuliert werden: Es seien R und & vorgegebene Tetlmengen
von Ry und &y Man bestimme das asymptolische Verhalien der Anzohl 2, (SR, 6)
der n-dimensionalen. Unlergilter eines gegebenen m-dimensionalen Gitters @ mal
der Eigenschafl 2(T) ¢ R, () €6, |&| £ g filr ¢ -> co. Es ist von vornherein
klar, daB cine verniinftige Behandlung dieses Problems nur dann méglich
sein wird, wenn R und & in gewisser Weise mefibar sind.

Um eine geeignete rechnerische Grundlage 2u haben, auf der das genannte
Problem in Angriff genommen werden kann, denken wir uns zunichst die
Vektoren 1€ als m-Tupel reeller Zahlen in Form von Spaltenvektoren
realigiort. Die Elemente der Spalte 1 seien die Koordinaten von 1 beziiglich

cines cartesisehen Koordinaiensystems, so daf die Motrik in@ duceh [x] = Ve'r
definiert wird, wolel 7 die Zeile bezeichnet, die durch Transposition aus x
entsteht. Allgemein werde dic Transponierte eincr Matrix W mit W' bezeichnet.
Die n-dimensionalen Unterriume £ und Gitter € lassen sich nun durch
Matrizen X vom Typus X und Rang n so reprisentieren, daf} € bzw. &
von den Spaltenvektoren von X erzeugt wird. Die durch X, und X, definierten
Riume €, und £, sind dann und nur dann identisch, wenn Xy= X, V' mit
einer nicht-singuliren Matrix ¥ gilt. Die zu X, und X, gehorigen Gitter T,
und &, sind genau dann ihnlich, wenn es eine positive Zahl 4 und eine ganze
unimodulare Matrix 17 gibé, so daB fir Y= X; X, (i = 1, 2) die Bezichung

(h Yy AY (U= AU Y U
gilt.
2%



320 Haxs Maass:

Zu dem vorgegebenen m-dimensionalen (litter & mége die nicht-singulire
Matrix 6 = Q0 gehdren. Wir setzen & — Q. Durch gecignete Wahl des
cartesischon. Koordinatonsystons kann erreieht werden, dal } symmetrisch
und positiv ist, also mit der eindeutig bestimmten positiven Warzel von §
tihereinstimmt, Das wird im folgenden vorausgesetzs. Das zur Magrix X -~ X onm
gehdrige n-dimensionale Gitter § st genaw dann Untergitter von &, wenn
= Q' X cine ganze Matrix vom Rang n ist. Wir bemoerken noch, daf

(2) [P = X" X] = [S16]]
gilt,

Die Mengen % und ® kénnen durch MatrizenmengenR® und G* vollsténdig
gekennzeiclnet werden. 9% sei die Menge aller Matrizen X0w", denen Réume
inR entsprechen. Analog sei ®* die Menge aller positiven Y0, welehe Ahnlich.
keitsklassen in & definieren. Den vollen Mannigfaltigkeiton 93, und ®,, seien
in diesem Sinne dic Matrizenmengen R und & zugeordnet, Auf Grund der
Definitionen ist klar, dal mit X auch X ¥ in R%* und mit ¥ auch 1 ¥ [L] i &*
liegt. Hierbet ist V eine nicht-singulire Matrix, A cine positive Zahl und U/
eine ganze unimodulare Matrix.

Im Raum der positiven ¥ deaken wir uns aul irgend eine Weise cinen
Fundamentalbersich § (im strengen Sinne) hesiiglich der Grappe der Transtor-
mationen Y-+ ¥ |I7] mit ganzer unimodularer Matrix U ausgowililt. Mit ¥
moége auch 1Y (2 = 0) in § liegen. Wenn

Yo YilU), ¥ Ve
mit ganzer unimodularer Matrix {7 gilt, so ist natwendig ¥, ¥, also 1/
eine Einheit von ¥ Hs gibt nur endlich vicle solche; ihre Aunzahl
sei (Y} Es zeigt sich nun, daf o (&R, &) iibereinstimmt mit der Maximal.
zahl der ganzen, paarweise nicht assoziierten Matrizen ¢'= GOmm, welche
den Bedingungen
(3) QGECRY, S{6]c®*, |[H[G)] = q2

geniigen. Assoziiert sollen ) und 6/, dann hetfien, wenn (= ¢, U mit ganzer
unimodularer Matrix U gile. Auf Grund der letzten Bemerkungen ist nun

o o, T;Rx

4 (SR, G) = alld, Ts /¥

4) q( ) .'T’G%"ﬂ;‘y’ £ (1
=g

festzustellen, wobei a(@,7';%*) die Anzahl aller ganzen Matrizen & ist, fir
die QG € R* und S{GF] = T gilt. Damit sind wir, wenn wir vom Nenner (T
abschen, auf die schon in [2} angegebene Problemstellung gefithrt.

Dag Problem der asymptotischen Bercchnung von o, (&; 9%, ®) erfordert
die Einfithrung geeigneter Malle in R, und &,. Bin solches wird fir R, durch

IR = da
) S
XYy =K
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gelicfert, wobel (s, aueh 3], §1)

y 1X
(6 Ao ] o 1 |

¥ mit ¥ - XX

zu withlen ist und E die Einhcitsmatrix bezeichnet. IFir &, erweist sich als
rweckmiillig

{7

mit. dem invarianten Volumenclement do der Metrik, die durch die metrische
Tundamentalform

(8) gt g{(¥Y-1d ¥ ¥Y-1d Y) {7 = Spur}

anf der Determinantenfiiche | ¥

= 1im Raum ¥ = 0 induziert wird.
Eine Losung unseres Verteilungsproblems wurde fiir den Spezialfall n = 2,
R R, von W. Rorrcks |5] mit Hile seiner Unfersuchungen iber auto-
morphe Eigenfunktionen des Laplaceschen Operators zur hyperbolischen
Ebene geliefert. Nachdem das analytisehe Verhalten der allgemeinen, zu n = 2
gehdrigen Zetafunktionen in ausreichendem Mafe untersucht worden ist {4,
kann der ¥all % 2 nach dem in [5] entwickelien Verfahren fiie belichige
Mengen R, & behandell werden, s ergibt sich
@) 1 (&) (2 7 g

T
() % (8 R, ©) ~ FETI®,) 2 [EFm T (m—1) fiir ¢ > o0 (n= 2),

vorausgesetzt, dali dic Moengen R und & im Riewannschen Sinne melibar
sind, d. h, dafl sich die Trtegrale (5) und (7) als Ricmannsehe Integrale inter-
pretieren lassen. Auf die Notwendigkeit einer soichen Annahme hat W. Rosrexn
hinsichtlich der Menge & gelegentlich selbst hingewiesen. Beim Beweis von {#)
wird eine genaue Kenntais von [5] vorausgesetzt. s geniigt dann, nur dio-
jenigen Betrachtungen weiter auszufithren, die sich aof die Verteilung der
zweidimensionalen Gitter in R bezichen,

I Raum der reellwertigen Funktionen w{X) und »(¥), die im Bereich
XX = B baw [ ¥ 1, Y - 0 defindert sind, werden Skatarprodukte durely

(1m (e = () w{X) dw
XXk

und

- (o= [ 0 (T de
ey

erklirt. Thas letztere ist unabhangig von der Auswabl von (g, wenn die Invarianz
der Fupktionen v, (Y} (i=1,2) gegenitber den Substitutionen ¥ - ¥i{{7]
(U7 ganz und unimedalar) vorausgesetzt wird, Eine in X' X = O definierte
Funktion w(X) ist als Funktion auf R, anzuschen, wenn w{X V) = w(X) fiir
nicht-singulire ¥ gilt. Analog wird durch einein ¥ 2 0 definierte Funktion # (1)
cine Fanktion dtber &, erklivt, wenn o (A Y [I7]) - (¥} fir 2 = 0 und ganzes
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unimodnlares {7 ist. Bezeichnen wir nun mit w{X) und »(Y) die charak-
teristischen Funktionen von R bzw. &, so ist einerseits

(12) HR) = (@, 1), T{&) = (v,1).
Andererseits ist o, (©; R, ) identisch mit

(13) w(@wvy = L
bei HEE
wobet
(14) a(@T5w) = 3 w(QG)
¥ ganz
S1¢] =

gesctzt ist. Unsere Behauptung stellt sich damit in der Form

(w, 1) (0, 1) g
T T @) I(®,) 24[SFm I (m—1)

(15) o, (&5 w, v) fiirg o0 (n=2)

dar. Das Beweisverfahren, welches urspriinglich auf Hroke [1] zuriickgeht,
besteht darin, {18) zundchst fiir spezielle Funktionen w, v auf R, baw. &, zu
beweisen, aus denen die charakteristischen Funktionen dann in gewisser
Weise zusammengesetzt werden kdnnen. Verschwindet eines von den Skalar-
produkten, so soll (18) dasselbe bedeuten wic

0y (S w, v) = o(g™)

in Landauscher Bezeichnung.
Das analytische Hilfsmittel hat man in den Zetafunktionen
(186) Cls, Sy, vy = 2 w{QH) »(S[GINS[F].
s o
Sumriert wird hier tiber ein volles System ganzer, paarweise nicht aszoziierter
Matrizen & vom Rang n. Es sei 1,, 1, 4,. . . . die Folge der Werte ven |S[¢]|
in wachsender Anordnung, so dai ~

oo

7 L(s, Sy vy = 3 o, (w,w) 477
=1
mit
a,fi,w) = Y w(@F@ e(S{ED
b
‘S '.Gli = An
— w6 (8]
G ganz & {S [G])

SiFIeF
| {6 = Ay

gilt. Far die summatorische Funktion der Koeffizienten erhalten wir damit

n
(18) X o dw, ) e o (Gw, vy, falls 15 %< A,y

r=1

angenommen wird.
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Da wir ecine genaucre Kenntnis von den Zetafunktionen (16) bendtigen,
beschrinken wir wns von nun an auf die Betrachtung der zweidimensionalen
Untergitter von &. Wir verwenden die Parameterdarstellung

19) Y= t((“f* gyt eyt

vy yl),t>0,y;>0

and setzen 7= z 1 iy. Als Fundamentalbercich § kann und soll diejenige
Menge im Bereich ¥ = 0 genommen werden, welche dem Bereich

()= 0,y>0,0=Z s 4, 22 y2= 1)

entspricht. Fine Funktion auf G, stellt sich nun als automorphe Funktion v{r}
der Gruppe I" dar, dic von den Spiegelungen an den Geraden 2= 0, @ — :
und sn dem Einheitskreis a2 - y2= 1 erzeugt wird. Offenbar ist

By= {r:0= 2= §,y> 0,2+ = 1}

ein Fundamentalbereich von I in der cberen 7-Halbebene. Die Abbildung,
welche ®, umkehrbar cindeutig in B, tiberfibrt, bilde ® in ab. Bei geeigneter
Normicrung wird dp = y?dz dy und daher

1@)= [y ?drdy.
]

Wir vereinkaren noch die abkiirzende Bezeichnung o(v(Y))==»(¥) fir
Funktionen, die in ¥ homogen vom Grad 0 sind. An Stelle von (11) st nun

(pra) = [ 03() 0a(2) y-2dx dy

&,
zu verwendern.
Tn (16} werden wir zunéchst
) u (X}
(20) w{X) = g xp

withlen, wobei % (%) cine beliebige Kugelfunktion vom Typus (m, 2) und Grad4k
ist (vgl. hierzu [3]). Da u (X} nicht dureh [ X’ X| teilbar ist, so ist die Quotienten-
darstellung {(20) cindeutig. Im Hinblick auf [4] entwickelten wir u(X) nach
harmonischen Tormen:

(21) w(X)= zc' {or (X" X)), (X)) .

=10

Hierbei ist », (X) homogen vom Grad 4k — 2v und

2 g
o5 5y WX - 0.

Wir berechnen das Skalarprodukt

w, )= [ u(X)doy,
X'X = E

wobei der groBeren Deutlichkeit halber dw = dey gesetzt ist. Sei P— AR
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mit nicht-singuliver Matrix R und 7' = R'R. Zulolge der Transformations-
invarianz von dwy wird dann

(1) T e )

(T =
T>0
i{‘ Vlr“— b s e - B) ,f 'M{]"R"‘) dr.l)pld /]yJ
n(?:r‘) 2! PPy
= [ w(P)idP)]
o (P S
2k
. }"' ( (" P) v, (P) [dP]

-0 a1

ug,c(o) I (ol PP

APy E

komtanton harmom‘schon I*orm ist Null. Nun :sL ain,r, wie in i.?} ;__,emn;,t

wurde, (u, 1)— ¢ fiir nicht.konstante KugeHunktionen «(X). In jedern Fall

ist also

{22) w0} = 2,, (0} .

Unter #(¥) = v(r) werde nun eine beschriinkte, beziiglich /7 invariante Eigen-

funktion des Laplaceschen Operators der hyperbolischen Bbone vorstanden
» a 1

(23) {?/2 (._.,a,.m2 +3 . ) b b 7.21 v{r) = 0.

Auf Grund der Formeln [4], {1}, (12} sowie einer weiteren zwischen (51) und (52)

erhalten wir fir unsere Zetafunksion die Darstellung

(24) (s, 8w, )

2k : )
_ I’ {8_11) ]1(9—_%) [T ]'(23_-_{—_2].) .
Fist oy Tlo Fh—ag) =7 FEs ok, 4610
mit
1 ir 1 ir
w=y 4 T %=y
und

P (QG s @) ROSIENIS I

I}

o)
WK =0

; .. . [ g
Dahei ist der lineare Operator £, (X 3 t,)durch

(26) L, (X axs eI = (X) et )

hinreichend crklirt. Fir die Rethen (26) gilt der in [4], 8. 28 formulierte

Sachverhalt, woraus erheilt, daB (s, 8; w v) fir We s = fﬁf --------- i fEg

oo . mo, ..
reguldr ist, In s = - cinen Pol hichstens erster Ordnung hat und daf

(27) (s, 85mm,0) - 0(eC'F) fiir [f] - oo
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gleichmiBig in Re 5 = ?f mit einer gewissen positiven Konstanten (7 gilt. Das
Lrifft offenbar avch fir
(28} Els, Sy - Mov 1 NY=0(s,Swe) - M {8,819 4
NI (s 8w, 1y - MN (s, 50,1
za, wobei M, N willkiivliche Konstanten sind, die wir uns so gewahlt denken,
dat}
w{Xy+ M =0, o(¥)+ N0

ist. Sodann ist (28} ecine Dirichletsche Reihe vom Typus (17) mit reellen,
nicht-negativen Koeffizienten, auf die der folgende Satz von Harpy und
Larrurwond angewendet werden kann:

1. Die mit 0 « 2= A, = -+ gebildete Reihe X a, 4,7 soi fiir Re s - g4 0

=1

absolut kenvergent.

2, Ist. g(s) dic durch dic Reihe ceklarte analylische Funktion, so sei
h . . . . . :
@ (s} -, 5 mit gecignetem & undl einem gewissen ¢ im Intervall 0 ¢ 5 gy

regulie flirRe s = ¢,

eignetem ¢ > 0.
4, Es set a, = O fir atle »,
Dann ist

b,
(20) ayl gt oy~ A fir n— oo .

Im Yall gls)= {(s, 8w+ M,o - N} ist e= T;I za wiihlen. Auf Grund der

Angaben in {41, 8. 28 ergibt sich wegen (22)
(30) R (5,8 ) J“(g( )2 (0) (2 ) fitr p = 2k,
' Res s, S, )= Q) Cay ,

{ ] 48 EF Fim fiie po = 2k,

_om
2

-

wobel

I v fir konstanices v,

31 O{w) = l

goeselzl ist, Nael (24) it also

O fiir nichi-kongiantes o

8 () u (0) {2 72y

(32) e L) = i@ rn—1) 0
mithin )

e A e (G N) e (0) - M) (2
(33) Rei e, Syw 1 Mo+ Ny= .00 48[ 1 m—1)

P

Der Hardy-Littlewoodsche Satz liefert damit die asymptotische Beziehung

v (0@ M) (SIEH+ N)
¢ s (816
(34} ST B

(G £ M) a2z
-~ 24,E12m I'(?rim:“- ..... i ) L
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und hinreichend grofle, sonst aber belichige M, N. Offenbar ist (34) dann aber
auch fir M = N = (¢ giltig. Da bereits [S[G]] [ SIGE+ DY =4 (¢ + 1)
fir ¢t — oo den Limes 1 hat, so gilt erst recht A,: 4, ,,-+ 1 fiir # -» oo, Damis
kann

8 () u(0) (2rrq)

(35) oy (&5 w,0) ~ 541 [&Hm Fim— 1) fiir
festgeatellt werden. Berficksichtigen wir noch, dall im vorliegenden Fall
_ ) _ )
(36) O ="pay 00 =T,

ist, s0 ergibt sich sehlieBlich {15) fiir die spezicllen in (20) aufgefithrten w{X)
und beschrinkte GréBencharaktere v(1).

Der néchste Schritt besteht darin, {15) fiir dieselben w(X), aber solche
Fuanktionen v(¥) = v{z) iiber &, zu heweisen, die nach x, y beliebig oft stetig
differenzierbar sind und in B, auBerhalb eines gewissen Kompakiums identisch
verschwinden. Dabei tritt das kontinuierliche Spektrum des Laplaceschon

. a2 a2
Operators  3? (éx‘z‘ I by
jedoch in volliger Analogie zu [5], so da$ es mich eriibrigt, hier nihor darauf
einzugehen. Mit der in [5] angegebenen Schlulweise ergibt sich nun die
Gitltigkeit von (15) auch fiir die charakteristische Funktion »(Y) von &,
wihrend w(X) unverindert eine Funktion vom Typus {20) oder auch cine
endliche Summe von solchen Funktionen bezeichnet. Die Integrierbarkeit
von ¢{¥) im Riemannschen Sinne ist erforderlich, um einc zu {5}, (53)
analoge Formel erschiieflen zu kdnnen.

Jetzt, muf noch der Ubergang von der Funktionenklasse (20} zur charak-
teristischen Funktion von® vollzogen werden. Im folgenden mégen w(X) und »(¥)
die charakteristischen Funktionen von R bzw. & bezeichnen, Da w{X) im
Riemannschen Sinne inlegrierbar ist, kinpen zu £ = O stelige Bimidmnm

o (XY und ) (X) tber N, bestimmt werden, so dall

g — o0

é') in  Erseheinung. Die Uberlegungen veriaufen

(37) wi{X) = w(X) = w! (X)

und

(38) Tim (- s, 1) == 0
£->0)

ist. Auf Grund des in [2] bewiesenen Approximalionssatzes lassen sich
endliche Summen p¥ (X) der Art

S EAp

wobei % (X) eine Kugelfunktion vom Typus (m, 2} und Grad 4k bezeichnet,
80 hestimmen, daf

(39) wy (X} — & = pr(X) < wy (XY, wH{X) < pi{X}) < wi(X) 1 e
gilt. Die Abschitzung
(40) (pr—pi, 1) = (wi — win 1) + 2e(L,1)
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lieferd dann

41) lim {p} - p;, 1} = 0.
e-->1{)

Reachtet man ferner, dal}

(42) pr(d) < w(X) = p; (X)

und (15) firr p7 (X) an Stelle von w(X) bereits bewiosen ist, so ergibt cin
pinfacher GrenzprozeB die Gillsigheit von {15) mit w(X) und » (Y} in der
angenommenen Bedeutung. Der Bewels von (0} ist damit erbracht.
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