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Einleitung

Es sei ¢ die Spalte mit den reellen Variablen x;, z,, . . ., @, als Elementen
und 1’ die Zeile, die aus x durch Transposition entsteht. Allgemein werde die
Transponierte einer Matrix W mit W’ bezeichnet. W = W7 soll besagen,
daB die Matrix m Zeilen und »n Spalten hat. Die Bildung der Determinante | I¥|
setzt voraus, daB W quadratisch, also m = n ist. Es wird dann auch W = W®
geschrieben, Unter einer Form wird durchweg ein homogenes Polynom ver-
standen.

Die Bedeutung der (im gewthnlichen Sinne) harmonischen Formen kommt
im wesentlichen in den folgenden beiden Eigenschaften zum Ausdruck:

1. Zu jeder Form u(x) vom Grad k gibt es eindeutig bestimmte harmonische

I ke
Formen u, () vom Grad b —2» (U SYS —i] , so dalfl

u(r) = 2 (x'x)" u,(x)
o1lt. "

2. Die harmonischen Formen k-ten Grades sind mit den endlichen Summen
X (a’x)* identisch, wobei a’a = 0 ist.

Das Ziel der vorliegenden Untersuchung ist die Verallgemeinerung dieser
Sitze auf Formen «(X) in einer Matrixvariablen X = X" (m > n) mit einer
Homogenititsforderung beziiglich der Substitutionen X — X V (V] = 0).
Damit werden in [1] ausgesprochene Vermutungen und spezielle fiir n = 2
giiltige Ergebnisse in voller Allgemeinheit bewiesen. Hs eriibrigt sich der
Gebrauch expliziter Operatorenidentitéiten, die nur sehr mithsam abzuleiten
sind. Mit ™ und 9} in der Bedeutung

ﬁi”'} — {u(X) :u(X V)= |V|*u(X) fir V| &= 0}
90 = [u(X):u(X) S, 553

= 77 AV ‘Hr(.X) = 0}
wird nun behauptet:

dX’ o0X
Satz 1. Zu jeder Form w(X) ¢FY gibt es eindeuttg bestimmte Formen

fe
u, (X)) € S,ji’”zi (0 =y = ?) , S0 daf

(2) w(X)= 2/
gilt. "

(1)

X' X|"u,(X)
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Satz 2. Die Formen der Schar ijqf” bestehen aus den endlichen Swmmen
2| L' X|*mit |[L'L|= 0.

DaB die endlichen Summen X'|L'X|* in V" liegen, falls [L'L| = 0 ist,
wurde bereits in [1] gezeigt. Satz 1 besagt de facto, dal}

(3) I = 9" + X X[§,
gilt und dafl dies eine direkte Summe ist. Damit ergibt sich die Dimensions-
relation
(4) dim $ = dim F¥ — dim F» , .
Aus einer allgemeinen in [2] angegebenen Formel erhalten wir durch Speziali-
sierung schliel3lich

(m.n—l e ﬂ*) (m— 2 - ﬁ?) - [ — 1 - &\

s \ k—1 \k—mn -+ 1
(*ﬁri'-—— 1+ fc) (m— 2 + Kﬂ) (m—n + k)
(6) dimFW=|\ k+1 J\ K& \k—mn+2

m—1 -+ k\ fm—2 1k m—n + g_)
| -+ n—1 .zi'--|-- n—32 I

Die Beweise der Sitze 1 und 2 werden durch emn allgemeines Entwicklungs-
theorem ermoglicht, welchem ein System von Formen zugrunde liegt und
welches im einzelnen folgendes besagt:

Satz 3. Hssei V', (x), I's(x), . . ., F, (x) esn System von nicht konstanten Formen
mit reellen Koeffizienten. Das von diesen Formen erzeugte Polynomideal P enthalte
alle Polynome, die auf dem Nullstellengebilde T von P verschwinden. Dann lift
sich jede Form w(x) als endliches Kompositum der Art

(6) w(r) = Z(F (x)(Fa(x) . .. (Fo(x)) (a’x)

mait a €N darstellen.

Fiir ungere Beweisfiihrung ist aullerdem eine sinngemale Verallgemeimerung
des Begriffs der harmonischen Form von Bedeutung, wobei an Stelle von x"x
eine beliebige nicht konstante irreduzible Form F (r) mit reellen Koeffizienten
tritt. Eine Form u(x) wird F-harmonisch genannt, wenn sie von dem Operator

¢ . - ;
F(E) annulliert wird. Demnach ist

(7 9u(F) = [u(r): u(ra) = arufy) , B4, ) u(x)= 0|

die lineare Schar aller F-harmonischen Formen k-ten Grades. Auch jetzt gilt
in Analogie zum Fall F(x) = x'x:

Satz 4. Es seir I'(x) eine wrreduzible Form vom Grad g >> 0 mit reellen Ko-
ef fizienten. Zw jeder Form w(x) vom Grad k gibt es dann eindeulig bestvmmie

Formen u,(x) € Op—g. () (0 = g) , 8o dafs

(8) w(x) =2 (F(x)w,(r)
qgult.
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Satz 5. Die Formen der Schar $,(F) bestehen aus den endlichen Swummen
2 (a’x)* mit F(a) = 0.
Wir beginnen nun mit der Ausfithrung des Programms.

§ 1. Der allgemeine Entwicklungssatz

Zum Beweis von Satz 3 machen wir uns zunichst klar, dafl zu einer vor-
gegebenen ganzen Zahl k& = () ein endliches System von Vektoren q;, a,,...,a, in

(9) N=A{a:Fy(a)=0fire=1,2, ..., g}
gefunden werden kann, so daB

u(r) € P oder, damit gleichwerti g, u(a)= 0firacN
fiir Formen % (r) vom Grad k bereits aus
(10) w(a) =0 fir ¢=1,2,...,7

folgt. Das ist trivial, da «(a)= 0 fiir die unbestimmten Koeffizienten von
u(x) eine lineare homogene Gleichung darstellt und es héchstens s linear
unabhéngige Gleichungen dieser Art geben kann, wenn s die Anzahl der
Elemente von wu (x) bezeichnet. Wir denken uns » minimal gewihlt; sodann
ist r durch % eindeutig bestimmt und » < 5. Es sej O die lineare Schar aller
Formen vom Grad k. Da das Gleichungssystem (10) den Rang » hat, so ist

dim(F, " V)= s — »

?

wegen dim .= ¢ also

(11) dim (§F/F N P) = 7.
OMfenbar ist

(12) A= (aj ap .. .af) (Mt vg+ o+ = k)

die Koeffizientenmatrix des Systems (10), wenn wir mit Wity Ainy « o oy Oy, die
Elemente von a; bezeichnen. Die Zeilen von 4 werden durch den Index (
und die Spalten durch die Exponentensysteme v, v,, . . ., »,, bestimmt, die
wir uns in irgend einer Weise angeordnet denken. 4 ist vom Typus 49 und
hat den Rang ». Wir zeigen nun, daf die Formen (a;x)f(e=1,2,...,7) modP
unabhangig sind. Sei

.—r

5
Y ci(al )k = 0 (modP)
=1

&

1
mit gewissen Konstanten ¢, ¢,, . . ., ¢,. Das bedeutet
.
2, ¢(aib)e= 0 fir b eN.
i =1
Da gemill den Voraussetzungen von Satz 3 das Gebilde R mit a auch den
konjugiert komplexen Vektor @ enthiilt, so kann b — ap, Ay, . . ., 4, gewihlt
werden. Wir erhalten
¥

3 ei(a; @)= 0 fiir j=1,2,....r.

L
=]
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Aus der Entwicklung

I3
" Y& — i " " gVt rq Van
(ﬂ-;. ﬂ:ﬂ) 2 .1,1! 1,2! e TF,HI Ha] ” " ”:m ﬂal ” ik ”‘hu ?

wobei iiber alle ganzen vy, v, . . ., v, = 0 mit »,+ »,+ - - - + »,, = k summiert
wird, ist zu ersehen, dal} die Matrizenrelation

((a}@,)¥) = ADA’ (2.1=1,2,...,7)
: b o " . k!
ailt, wenn D = D® die Diagonalmatrix mit den Elementen o bezeich-

net. Wegen Rang A = r ist also

(a; ;)% 4= 0,

mithin ¢;= ¢,= *++= ¢,= 0, q.e.d. Damit ist auch gezeigt, dall jede Form
w(r) €F,modP eindeutig als Linearkombination der (a;x)* (e=1,2,...,7)
geschrieben werden kann:

.
(13) w@) =Y e, (@)F  (modP).

i =1

k
Wird b; = ]/¢; a; gesetzt, so resultiert eine Beziehung der Art

T i
(14) u(r)= 2 (i) + 2 Fy(r) ;i (r)
i=1 =1
mit b,eN ((=1,2,...,7) und gewissen u;(r) €Fr—y, 0= 1,2,...,9),

wobel g, den (ﬂﬂ,d von F’ ;(x) bezeichnet. Vollstindige Induktion nach dem
Grad von % (x) ergibt nun in evidenter Weise den Bewels von Satz 3.

Das Beweisverfahren liefert noch eine scharfere Aussage, die wir fiir spéatere
Zwecke hier formulieren als )

Hilfssatz 1. Unter den Voraussetzungen von Satz 3 ¢qibt es in der Restklasse
w(r) mod W einer jeden Form w(x) ¢ F, genaw eine Form v(x), die sich als endliche
Summe der Art v(x) = 2 (a’x)* met a € N darstellen ldft.

Beweis: Hs geniigt offenbar zu zeigen, dall Potenzen (bjx)* mit b, ¢ N
(t=1,2,...,1), die linear unabhingig sind, auch mod¥ unabhingig sind.
Sodann ist

2(a'r)f=0modP) mit X (a'x)F= 0
gleichwertig.

Es seienb;,, b;9,...,b;,, die Elemente von b, . Aus der linearen Unabhangig-
keit der Formen (bix)¥ (i = 1,2,...,1) folgt, dall die Koeffizientenmatrix
dieses Formensystems:

k!
BiEbiE.. . S0k = B
(1!1!1’2I---1}mI 1742 11

den Rang t hat. Folglich ist die Determinante
(b7 b,)¥| = |BDB'| + 0.

Hieraus konnte aber geschlossen werden, dafl das Formensystem (b;x)*
(2= 1, 2,...,t) auch modP unabhingig ist, q.e.d.
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§ 2. Die F-harmonisehen Formen

Hillssatz 2. Hs ser F(x) eine von Null verschiedene Form vom Grad g und
v(x) ene beliebige Korm von Grad h. Dann existiert immer eine Form u(x) vom

Grad k = g -+ h derart, dafs F(—;I-) u(r) = v(x) wird.

Wir fithren den Beweis durch vollstandige Induktion nach der Variablen-
zahl m. Fir m = 1 ist die Behauptung offenbar richtig. Sei also m > 1 und
Hilfssatz 2 fiir m — 1 an Stelle von m bewiesen. Wir zeichnen die Variable

@ = x, aus und fassen xy, x,, . . ., x,,—; zu einem Vektor » zusammen. In den
Entwicklungen

J fe e
Fr)= 2 F;(0)a", u(x)= 2 w(p)a*~7, v(r)= Y v;(p)at*
= =10

i=0a j =
sind F,(v), u; (), v;,(») Formen vom Grad . Die Zahl « sei so gewahlt, daB
F,(v) == 0 ist. Die Differentialgleichung des Hilfssatzes geht nun in

. e d g \g—i : h _
.E E F?.' (_31} ) U (1)) (ﬁ) ph—1 = Zyi(y)xh-i
= 1=0 §=10

und damit in

{_‘ 5715_—15-' . P 9 g h o
2, 2 lg—1)! Fi\ 5y | irr@)a="= D v, (p)a"—

a =10 g—1 s 0

l

iiber. Diese Gleichung zerfillt in das System

if : -
- () ) =) 0srsh).
Die Formen w,(p) fiir @ + & < v = k konnen willkiirlich vorgegeben werden.
Nach Induktionsvoraussetzung kann u, . ;(p) so gewahlt werden, dal} die letzte
(Gleichung befriedigt wird. Aus der vorletzten Gleichung kann w, ., {(») be-
rechnet werden usw. SchlieB3lich liefert die erste Gleichung u,(»). Fiir die noch
fehlenden Formen u,(p) (0 = » < a) ergeben sich keine Bedingungen, sie sind
also auch willkiirlich zu wiahlen. Die Auflésbarkeit des Systems ist so bewiesen,
damit auch Hilfssatz 2.

Hilissatz 3. Ks ser I'(x) eine nicht konstante irreduzible Form vom Grad g
mat reellen Koeffizienten. Dann st

(15) dim 9, (F) — dimF, — dimF;_,
und 9, (F) besteht aws den endlichen Suwmmen 2 (a’x)* mit F (a) = 0.
Bewels: Durch w(x)—=F (ai— ) w(x) wird nach Hilfssatz 2 ein Modul-

homomorphismus von , auf §,_, definiert. £, (F) ist der Kern dieser Ab-
bildung. Daraus folgt die Dimensionsrelation. Der Irreduzibilitdt von F (x) zu-
folge sind die Voraussetzungen von Satz 3 fir das Polynomideal T = (# (x))
erfiillt. Wird &, durch

2= {Z(a'p)*: F(a)= 0}
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erklédrt, so folgt nach Hilfssatz 1, daB
(16) Or= L+ F(X)Fr—
eine direkte Summendarstellung ist. Mithin ist
dim &, = dimF, — dimF,_, = dim$,. (F) .
Wendet man die Tdentitit

(17) F (o) =gt (5) Pa) ey

auf die Nullstellen von F (r) an, so zeigt sich, day L. in $,(F) liegt. Die Gleich-
heit der Dimensionen hat £, — 9, (£) zur Folge, q.e.d. Satz 5 ist als Teil-
aussage von Hilfssatz 3 auch bewiesen. Aus der direkten Summ endarstellung

(lSJ Eﬂ: S_‘)I:,(F) I F(J:) %!.:—H

ergibt sich, wie man sofort sieht, mit Hilfe von vollstindiger Tnduktion nach
dem Grad von u (r) ein Beweis von Satz 4.

Mit mn Variablen an Stelle von m ergibt die Anwendung von Satz 4 auf
F(X)= |X'X| folgenden Sachverhalt. Zu jeder Form #(X) vom Grad nk
existieren eindeutig bestimmte Formen Uy (X) und v (X), so daf3

(19) u(X) = uo(X) + | X' X| 0(X)

| |
Grad (X)) = nk , ‘a‘f{, 'Ej‘{ | e (X) = 0

gilt. Hat u (X) tiberdies die Invarianzeigenschaft
u(X V)= |V|*u(X) fir |V]| 20,

was soviel wie »(X) ¢ F™ bedeutet, so erhilt man aus (19) fiir |V]| <= 0 die
Beziehung

(20) w(X)= [V~ uy(X V) + | X' X]| |V]2-*o(X V),
wobel |V|-*u,(X V) ebenfalls von ||E§f’" - 5{— annulliert wird. Auf Grund der

- eindeutigen Bestimmung von Uy (X) und v (X) sind die Zerlegungen (19) und

(20) identisch, woraus

21) to(X) € HI, v(X) cFM |
erhellt. Mithin ist
F= 9+ X X ,

eme direkte Summendarstellung. Nunmehr ist Satz 1 mit vollstandiger
Induktion nach dem Grad von u (X) in einfacher Weise zu heweisen. Die
Anwendung von Satz 5 ergibt im vorliegenden Fall nur, daf die Formen der
Schar ${" als endliche Summen der Art 3 (o (L' X))»® darstellbar sind, wobei
L' L] = 0 und o das Zeichen fiir die Spurbildung ist. Das bleibt unbefriedigend
insofern, als nicht einzusehen ist, wann eine vorgegebene Summe dieser Art
tatsachlich in " liegt. Hier liefert Satz 2 erst das Gewiinschte. Der Beweis
dieses Satzes basiert auf der Anwendung von Satz 3 mit beliebig grofBer Formen-
zahl ¢, wihrend man bisher mit ¢ — 1 ausgekommen ist.
Math. Ann, 137 11
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§ 3. Die harmonischen Formen einer Matrixvariablen

Die Pliickerschen Koordinaten des linearen Raumes, der von den Spalten-
vektoren einer reellen Matrix X = X" = (z,,) vom Rang n aufgespannt
wird, sind durch

(22) Y= |T»| (g, % = 1, 25500, %)
bhestimmt. Dabei ist ot = (otg, o, . . ., &,) ein beliebiges Tupel ganzer Zahlen mit
der Eigenschaft 1 = oy < oty <+ * < o, = m. Daneben fithren wir noch ein

™

Nystem vnn( )uxlﬂhl.}.ﬁngigeﬂ Variablen z, ein, die wir in irgendeiner Weise

H
zu einer Spalte 3 zusammenfassen. In gleicher Weise bilden wir die Spalte v
aus den 7,. Im 3-Raum interessiert die Grafmannsche Mannigfaltigkeit ©,
die durch die Parameterdarstellung 3 = p geliefert wird. Wie bekannt existiert
ein System quadratischer Formen @, (3), @5(3), . . ., ©,(3), so dal3

(23) 3 £ ® gleichwertig mit @,;(3) =0 (¢=1,2,...,¢)

ist. Uberdies weill man, daB ein Polynom #(3) auf G genau dann verschwindet,
wenn es dem Polynomideal

(24) Bo— (@1(3), @23); - - -+ Qu(3))
angehort. SchlieBlich wird noch das Polynomideal B durch

cingefithrt. Es bleibt zu zeigen, dafl jedes Polynom u(3), welches aut dem Null-
stellengebilde N von P verschwindet, in P liegt. Aus dem Verschwinden von
u(3) auf N folgt zunichst auf Grund des Hilbertschen Nullstellensatzes eime
Relation der Art

U
(u(@)"= 33 u(3) + 2 €:(3) %:(3)
i=1
mit gewissen Polynomen u,(3) und einer natiirlichen Zahl p. Mithin ist
(w(®))?= "D 1y (D)

denn Q;(3) (1 = 1,2, ..., q) verschwindet fiir 3 = 1. Wenn nun u,(») = 0 1ist,
so verschwindet «(3) auf @, ist also in B, somit auch in P gelegen. Im Falle
wy (D) == 0 stelle man u (n) und %, (») als Polynome in den Elementen von X dar:

w(n) = v(X), 4y (0) = vy(X) .
Wegen n'y = | X' X| ist dann
(v(X))?= |X'X| vy(X):
identisch in X. Da | X'X]| irreduzibel ist, gilt auch eine Relation der Art
v(X) = |X'X| vy (X),
wobei das Polynom v, (X) ebenso wie »(X) und v,(X) gegeniiber den Substitu-

tionen X — X V mit |V| = 1 invariant ist. Folglich ist », (X) als Polynom in den
y, darstellbar: v, (X) = wu,(p). Wir erhalten so

w(D)=0'D u; (1),
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woraus zu schliellen ist, dafl w(3) — 3'3 %, (3) in Py, also u(3) in V liegt, q.e.d.
Auf Grund von Satz 3 koénnen wir nun ein beliebiges Polynom u(3) als
endliches Kompositum der Art

(26) w(@) = 2" (3"3)"(Q(3)" - - . (Qa(3))"(l'3)

ansetzen, wobei die [ in N, also erst recht in @ liegen. Es gibt daher eine Matrix
L= Lim% derart, dafl p durch die Substitution X — L in [ iibergefithrt wird.
Die Spezialisierung 3 — v ergibt

(27) u(n) = 2 (v'p)(I'n)" .

Jedes Polynom »(X) mit der Invarianzeigenschaft v (X V) = »(X) fiir V=1
kann somit als endliches Kompositum der Art

(28) v(X)= 2 |X' X |L X

mit |L'L| = 0 geschrieben werden; denn »(X) ist als Polynom u(») darstellbar
und es gilt ['y = |L'X| sowie [l = |L'L|. Das Verschwinden dieser Deter-
minante ist eine Folge von [ € 1. Damit ergibt sich insbhesondere

Hilissatz 4. In der Restklasse u(X) mod | X' X| einer jeden Form u(X) EGLY
lvegt evne endliche Summe der Art X' |L' X |k mat |L' L| = 0.

In [1] wurde bereits gezeigt, dal} alle Summen X' |L'X|¢ mit |L'L| = 0
harmonisch sind, also in ${" liegen. Die Anwendung von Hilfssatz 4 und Satz 1
auf eine beliebige Form » (X) € ${ ergibt nun die Moglichkeit der Darstellung

w(X)= 2 |I'X Ll=0.

Damit ist schlie3lich auch Satz 2 bewiesen.

£ mit
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