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Zur Theorie der Kugelfunktionen einer Matrixvariablen
Von
Haxs Maass in Heidelberg

Einleitung

Es sei X eine reelle Matrix vom Typus X" (m = 2 2) und R der Ring
der beziiglich der Transformationen X - U XV (U'U = £ = Einheits-
matrix, |V| & 0) invarianten linearen Differentialoperatoren. Zwei Operatoren
Q,,2,¢N sind als ,,gleich” anzusehen, in Zeichen: £, = 0, wenn sie auf
Funktionen f(X) mit der Eigenschaft f(X V)= j(X) fir [¥] =1 dieselbe
Wirkung haben. R wird, wie an anderer Stelle 1] gezeigt- wurde, von den
Operatoren

a(X'—a—an),a Ay (v =1,2, ..., n)

X’

bildung. Wir nennen % (X) eine Kugelfunktion vom Typus (m, n), wenn die
Funktion folgende Bedingungen erfiills:

1. u(X) ist ein Polynom mit der Invarianzeigenschaft

w(XV)=u(X) fir [V]=1.

2. u(X) ist Eigenfunktion des Ringes R.

3. u(X) = 0 {mod | X' X]).
Kugelfunktionen dieser Art traten zum ersten Mal bei der Approximation
stetiger Funktionen iiber der GraBmannschen Mannigfaitigkeit auf. Die in [1]

gegebene Definition der Kugelfunktion weicht von der hier bevorzugten in-
sofern ab, als Forderung 3. an Stelle von =

erzeugt. Hierbei ist 4 = X A (X ué%T)’ und o das Zeichen fiir die Spur-

4.

3 g
%—Xrﬁ-’u(}() =0, w(X)=+0

getreten ist. Unter der Voraussetzung 1. und 2. folgt 4. aus 3. Vermutlich
ist auch die Umkehrung richtig. Fir » =1 trifft das bekanntlich zu ; fir
n = 2 werden wir es beweisen. Die Forderung 2. bedeutet, da8

(1) G(X’;X_)u(}f) =k u(X), o(A2) wlX)— 4, u(X)

fir y=1,2,...,n mit nicht negativen Eigenwerten k, 4, 4,, .. ., 1, gilt.
Dabet ist & ganz rational; denn der Grad » &k von w{X) ist durch n teilbar.

Zum Problem, die moglichen Bigenwerte A, A,, ..., A, bei gegebenem £

. . d g S
zu bestimmen, sei allgemein folgendes bemerkt. Da |X' X| ‘—B—XT a—le ein in-
I
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varianter Operator ist, so 148t er sich durch die angegebene Basis von R dar-

stellen. Auf Grund gewisser Identitéiten aus der Theorie der symmetrischen
Tunlktionen ist zu erkennen, daf eine Relation der Art

() 2 x| X" Xj !wé%m '5%2“ + (A2
= Plo(A3), o(d%), .., a(mn'—'a),a (x .;,T))

besteht, wobei P ein Polynom in den angegebenen Argumenten ist, dessen

’ : a . .
Koeffizienten nur von m und »n abhingen. Da I?X:- 5—%— jede Kugelfunktion

annulliert, so folgt aus (1)

(3) An= Py gy oy Ay g, ).
Bekanntlich ist
(4) A=2k(k4+m—2)firn=1.

Rine explizite Berechnung des Polynoms P ist auch noch im Falle n = 2 mit
vertretbarem Aufwand moglich. Man erhilt so

(6)  mg e mP—Om 18) Lt 2@ —m) kA2 ked,+

L d(m—2) (m—3)k+ 4 (mE—3m 4 1) b2+ 8(m—2) B+
4R fiir n=2.

" Um nun die mbglichen Systeme A, A,, ..., 4, bel gegebenom & zu be-
rechnen, verfihrt man sinngemiaf wie im Falle n = 1, indem man den Begriff
der rotationssymmetrischen Kugelfunktion und die Legendresche Differential-
gleichung auf mehrere Variable verallgemeinert, so dall die Eigenwerte 4,,
Jgs - - -, Ap—y diirch die Forderung festgelegt werden, daB die verallgemeinerten
Tegendreschen Differentialgleichungen, in denen jeweils einer der Eigenwerte

A, A ...y Ap—y erscheint, siroultane Polynomlésungen -haben. ~In diesen
1 2 1 yn

Differentialgleichungen kommen nur noch » unabhingige Variable vor. Es
liegt also eine echte Reduktion des Eigenwertproblems vor. Als wesentliches
Hilfsmittel erscheint hier eine positive unitire Metrik im Raum {, der al-
gebraischen Formen w (X) mit der Kigenschaft

(6) w(X V) = |V[*u(X) fir [V]|+0.

Sie wird durch ein Skalarprodukt (@, ¥) fiir @, P €Fp in geeigneter Weise
erklart. _

' Zur Brmittlung der Eigenwerte Z; hat man im einzelnen folgende Bildunge

vorzunehmen, Hs sei #{X) eine Kugelfunktion vom Grad n k zum Eigen-
wert 1,, so dafl also '

o (X' 5% ) u(X) = n ku(X), o(4%) u(X) = hu(X)

ist. ¥, bezeichne die von den Kugelfunktionen (U X)r (U'U = E) erzeugte
lineare Schar, in der wir eine normierte Orthogonalbasis %,(X) (v =1, 2,...,N}
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augwahlen. Man stellt fest, dafl

~ N =
o F(X, X)= gu,(X) %, (X)

beziiglich der simultanen Substitution X - U X, X->UX(UU=E) in-

variant igh. Wir setzen nung =t —2 [?] sowie

(8) X = (ﬁ‘) K= X, ¥ = XX, W= X, T2 X}
2
und wihlen X= (ﬁ) Allgemeinen Sitzen der Invariantentheorie zufolge ist
dann _
B x £
) F(X):F(X,(o))= X X[ |y H (W),

wobei H{W,) ein Polynom in den Elementen von W, ist. Es zeigt sich noch,
daB H(W,) gegeniiber den Transformationen W,—W,[UV(U'U = E) in-
variant ist, mithin als Polynom in den elementar-symmetrischen Funktionen

9y @s) - - -» G Qer charakteristischen “Waurzeln von W, darstellbar ist. Wegen
g, | W] ist also '
- E
{10) F(Xy=|X"X|% K(¢ 0o - - Tn)
mit einem Polyhom ' '
(11) . K(Ql’ 92= b Q‘l’i) = 2 a']"g"'”ﬂQ;‘ q;‘ e q;" 4

wobei (#y, 73, - - -» ¥) endlich viele Systeme nicht-negativer Zahlen durchliuft, -
die an die Bedingung

(12) », =0 (mod 1) fiir i < n, v, =5 (mod1)
gebunden sind. Mit «(X) ist auch F(X) und K (qy, ¢, - -» Gn) €iDE Eigen-

funktion von ¢ (%) zum Eigenwert 4. Tm Falle n = 2 ergibt die Unorechnung
von a{A2) K = LK auf die Variablen ¢;, ¢, die Differentialgleichung

0® a2 at
(13) {8 (@ + 20 5a +16CL— 0t 55, + 8 (@t~ 2%) 55 T

3 . ?
fad—mg) e 2= a) 5y K (@00 =0
1 2 }
Sie gestattet eine von O verschiedene Polynomlbsung
(14) . K=Y, 44
n,v
mib g; v;O,pEO,vE%(modl)
genau dann, wenn A, in der Form
{15} A== 8{u + v)2-|-8v(v+m——3)+4,.u,(m—2)

darstellbar ist, wobei p, » wieder den Bedingungen u, v =0, u =0, » a—;—
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(mod1) unterliegen. Aus der Forderung, daB % die grofBte ganze Zashl =
(mod 2) mit der Eigenschaft

(16) [Xfxléi K{gy, g2) % 0 (mod |X*X[)
ist, exgibt sich noch die Kennzeichnung
17 k=2 Max (u -+ »).
dup = 0 .
In Abhingigkeit von k stellt sich A, in der ¥orm
{18) I=tk(k—21+m—3)+ 4121+ m —4)
dar, wobei ! eine ganze Zahl im Intervall
(19) - 0sis[5]= 25

bezeichnet., Eine Umikehrung der Betrachtung zeigt schlieBSlich, daB das mit
vorgegebenem ! im Intervall (19) gebildete 1, auch wirklich als Eigenwert;
zum Grad 2% auftritt. Durch (18) und {6} sind nunmehr im Falle n— 2
alle Bigenwerte bestimmt. Sind k) = (EOL I (v =1,2, .., r) alle Paare,
welche (18) und (19) befriedigen, und ist :

{20) O < kO < - - B,

so entsprechen diesen Gradzahlen r verschiedene Werte von 1, gemiB (5),
ebenfalls in wachsender Anordnung: '

(21) M < A< < 200

Zu jedem Paar von Eigenwerten Ay }.g) gehdrt eine bis auf einen konstanten
Foktor eindeutig bestimmte »rotationssymmetrische”  Kigelfunktion
|X* X|*2 K gy, ¢,). S, bezeichne die lineare Schar der Polynome (14), die
der Differentialgleichung (18) bei gegebenem A, geniigen. Das nach wachsenden
Gradzahlen geordnete System der Funktionen K, ist durch die Zugehérigkeit
von K; zu &,, wobei ¢ durch k() = ¢ (mod2) festgelegt ist, und die Orthogo-
nalititsrelationen

| T e o1
(22) (pr,ff,)mOmLf KoK, (Ut 02" "%, 2 g, dgp=0

fiir 4 =+ » bis auf konstante Faktoren eindeutig bestimmt. Hierin ist ¢, eine
nur von m abhingige Konstante und 9 der Bereich :

(23) O<qs2, L+ >0, ¢>0, F—4¢,>0.

Polynome K (g,, ;) zu verschiedenen 4, sind stets orthogonal,
Ty bezeichne wieder die lineare Schar der Polynome #{X) mit der Eigen.
schafb u (X V)= |V[*u(X). In Analogie zum Fall # = 1 nennen wir w{X) ¢,

g @

harmonisch, wenn %{X) von A = Wﬁ—'annuﬂiert wird, Es sei 9, die

linears Schar der harmonischen Formen in & Da jede Kugelfunktion not-
wendig harmonisch ist, so kann auf Grund des Lemmas in (1], 8. 141 (in
welchem 2 4 eine beliebige natiirliche Zahl sein kann) geschlossen werden, daB
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jede Form u{X) €, eine Entwicklung der Art
(24) w{X) = uo(X) + | X' X 0w (X) + | X' XPrup(X) + - -

besitzt, wobel u,(X) € Hy._,, fiir 0 9 = ~§- gilt. Tm Falle » =1 "ist diese

'Darstellung bekanntlich eindeutig. Im allgemeinen Fall gilt, wie man ohne
weiteres sieht, ein solcher Eindeutigkeitssatz genau dann, wenn

(X) € $, w(X) = 0 (mod| X' X])

bei beliebigem % das Verschwinden von u(X) zur Folge hat. Die Negation
dieser Aussage fithrt zur Existenz einer Kugelfunktion % (X) und einer natiir-
lichen Zahl %, so dal}

(25) A|XXPpu(X) = Au(X)=0

wird. Es ist zu vermuten, daBl diese beiden Gleichungen mit % (X) <= 0 nicht
vertriglich sind. Im Falle n = 2 148t sich dies und damit der formulierte
Eindeuntighkeitssatz wie folgt beweisen. Auf Grund einer gewissen Operatoren-
identitit ergibt sich aus (21) fiir den Bigenwert A, von u(X) beziiglich o (A%
der Wert .

(26) A=QCk+2h+m—22+ 4R —mi+ 6m 10,

wobei 2 & wieder den Grad von #(X) bezeichnet. Da dieser Wert unter den
moglichen Eigenwerten, die in (18) mitgeteilt wurden, nicht vorkommt, so
erhiilt man einen Widerspruch. ' ' |
SchlieBlick ist noch einiges zum Funktionstypus u,(X) = |I/ X|* zu be-
merken, wobei L eine beliebige komplexe Matrix vom Typus Li™%) ist. Auf -
Grund der Identitit

@7)  Aug(X) = (b— 1)k (k + 12, .. (k+n— 22k + n— L) |/ L] 1y o(X)

ist zu schlieBen, daB . (X) genau dann harmonisch ist, wenn entweder & = 0,1
oder |L'L| == 0 ist. Man wird die Frage stellen kinnen, ob diese u,(X) die
lineare Schar $,; erzeugen, was im Falle » =1 bekanntlich richtig ist. Ist
L'L =0, Rang I = n, was nur im Falle m = 2 n méglich ist, so stellt u,(X),
wie schon in [1} bewiesen wurde, eine Kugelfunktion vom Grad » % dar. Die
ersten beiden Eigenwerte von u,(X) sind

¢

H=2nkim—n+k—1),
(28) L=nkm—n+bt-D{m-nt+k—-2m—ant+k—1)+
+nfn—1)+ k(e 1)) .

Dasg zu n = 2 gehérige 4, ist auch aus {18) zu gewinnen, wenn man dort I = 0
wihlt. Ferner geniigen die zu n = 2 gehdrigen A; und A, der Relation (5), die
damit in gewisser Weise kontrolliert ist. Im Falle n = 2 ergeben die Linear-
kombinationen von w,(X) mit L'L =0 gerade alle Kugelfunktionen vom
Grad 2 k zum maximalen Eigenwert A,.



396 Hawsg Maass:

§ 1. Die unitiire Metrik im Funktionenraum

Mit Hilfe der Stokesschen Tormel werden zunéchst die Analoga zur Green-
schen Formel! fiir die invarianten Operatoren o(/1**) bewiesen. Es sei X
= (z,,) und [dX] das alternierende Produkt der Differentiale d«,, (in irgend
einer Reihenfolge}. w,, entstehe aus [dX], vom Vorzeichen abgeschen, durch
Streichen von dz,,; das Vorzeichen von w,, werde durch [dX])=d2,, w,,
festgelegt. SchlieBlich sei noch £ = (w,,). Der Bereich ® im X-Raum erfulle
mit seinem Rand N die Voraussetzungen, unter denen die Stokessche Formel
angewendet werden kann. Mit ihrer Hilfe beweist man

(29) jBXa—aX,—A[dX]=~—nfBA[dX]~
& &

. [(A'(X ) B')' {dX]-E—fBX.Q’A
N

wobei 4 und B m- reihige Matrizen bezeichnen, deren Elemente willkiirliche
Funktionen von X sind. Die Ersetzung A4’ B, B'— A ergibt mit nach-
folgender Transposition

(30) fB(XaX,)A[dX]~—n(JBA{dX]——

—/(A’ S ) [dX]-f-meQX’A

Durch vollstindige Induktion nach b kann nun

(31) [ BAMA[AX] = (A’ AV By [dX] +
: & &

-1
3 3 [(AeBY (X Q—QX') Ar—2e=1 4

e=0 %
bewiesen werden, wobei zu beachten ist, dafB die Differenzbildung von (29)
und (30) gerade (31) fiir A = 1 liefert. Wir wihlen speziell 4 = o (X) F(Y) E,
£ == (X} E und dehnen den Integrationsbereich & anf den vollen X-Raum ¥
aus. Durch Wahl der Funktion F(Y) ist dafiir zu sorgen, daB die Integrale
iiber & konvergieren und die Randintegrale gegen 0 streben. SchlieBlich wird
in {31) noch die Spur gebildet. Da Funktionen vom Typus F(¥) hinsichtlich
des Operators 71 als konstant anzusehen sind, wie schon in [1] festgestellt
wurde, so resultiert mit 2 » anstelle von A

(32) J"P(X)"(AZ") p(X) F(Y) [dX] =92f ¢(X) o (A%} p(X) F(Y) [4X] .

Ersetzt man in (31) B durch {A*BY, so liefert dieselbe SchluBweise, jetzt mit »
anstelle von A,

(3% [ {(drpX) (& pXNFT) [dX]=] p(X)o(47) p(X)F(Y)[dX].
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Auf Grund dieser Formel ist zu erkennen, dafl die Eigenwerte 1, Ao, . . ., Ay
einer Kugelfunktion w(X) nicht-negative reclle Zahlen sind. Man braucht
nur ¢ =%, p="1u und etwa F(Y) = e~o(X' X} zu wihlen. Man stellt Gberdies
fest, daB A,= 0 mit A” u(X) = 0 gleichwertig ist. Tm Falle v = 1 bedeutet dies
nach [1], daB (U X) (U' U = E) von U unabhingig, also u(X) eine Funktion
von Y ist. Als Kugelfunktion ist %(X) dann aber notwendig konstant.

Es gei

(34) d‘”“‘lyl (‘n+1-—«m) [dX}

y]”
wobei [d ¥] das Produkt der unabhéngigen Differentiale der Elemente von ¥
bezeichnet, Die Quotientenbildung in (34) ist im Sinne von Sreerr [2], 8. 30
71 verstehen. Das Volumenelement dv ist, wie man leicht sieht, gegeniiber
den Transformationen X - U XV, ¥ - Y[¥](I'U = E, |V| # 0) invariant;
wir verwenden es zur Definition eines Skalarproduktesim Raum der Funktionen
{iber der Grafimannschen Ma,nmgfaltlgkelt Sind ¢ (X) und y(X) a.uf XX K
definiert und ist

(35) (X V) =e(X), p(X V)= p(X) lax V¥V == E, V=1,
ferner |¥| = R' R, |E| > 0, so werde
(36) C (ew= [ X R X EYde

b 5 4

Y=X'X,

gesetzt. Diese Bildung ist unabhiingig von ¥ und von B bei gegebenem ¥.
Ersichtlich ist {4, ) (. ) und (@, @) = 0, wobei das Gleichheitszeichen
rur dann gilt, wenn ‘@ = 0 ist, sofern @ eine stetige Funktion ist. Multipli-
ziert man {36) mit einer willkiirlichen Tunktion F(Y) und integriert man
iiber den Raum aller positiven Y, so ergibt sich

ey oy [FT@Y]
>0
-/ ] (X b §TCE (71302 B3 oy oy

P50 XX =¥

. 1
= f (X B p(E B [YEOTTT R [ X,

wenn durch Wahl von F(Y) fiir Konvergenz der Integrale gesorgt wird.
Sind @(X) und 4 (X) im Bereich X' X > 0 definiert und gilt
(38) P(X V)= |V[Fp(X), p(X V)= |V[F(X) fir |V]+0,
so dafl
P(X R ) P(XET) = p(X) p{X} | Y[~*
wird, dann geht (37) liber in

(n+1l—m)~

(39) (9. ¥), fF(Y [dl’]—ffp(X)w_(X)[Yl *r(¥) [dX].
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Das Skalarprodukt indert sich definitionsgemaB nicht, wenn man ¢ oder yp
mit einer Potenz von | X' X| multipliziert. Aus der Invarianzeigenschaft von dv
folgt auch

(40) (p(UX), p(UX)=(p(X), p(X) fir U =E.
SchlieBlich ist auf Grund von (32) noch

(41) (g, 0(A%) ) = (a(4®) @, y)
zu schlieBen. Diese Formel zeigt, daB-zwei Kugelfunktionen orthogonal sind,
wenn sie zu verschiedenen Systemen von Eigenwerten A4, Ay .. ., A, gehoren.
Um nun
{42) Van= 0L = [ dov fir m=n
X X-F

zu berechnen, wihlen wir in (39) = =1, damit k = 0, und

1
7Y e g1 (=12, n),
G sonst,

P(Y)— {
Y., Dezeichnet hier das v-te Dié.gona,lelement von Y. Bs wird dann
Vmndn( 250 = [ @ax)
(43) mn

i
- [ [dr]) o
(;’;S 1 (F(g + 1))
wern X = (12, . .. 1,), £ = i gund allgemein
(44) Jala)= [ (Y|*[dT]
Y30

. Y1
r=1,2..,n

ist, Fiir dieses Integral bestimmen wir eine Rekursionsformel, indem wir

Y, O\[E » - -
o y)[ﬁ 1]’ i= Y0, p=pt-10

substituieren. Eine einfache Rechnung ergibt

|¥lo== | Vilmy, [@Y)= |Yy| [ Y,] [dv] dy,

o

wihrend die Integrationsbedingungen in
¥1>0, y>0, y,,= Iv=012,..,0—1), y+ ¥, [p] =1

itbergehen. Zundchst wird die Integration iiber v, dann die iber y ausgefithrt,
So ergibt sich die Rekursionsformel

f—1
Tlat-1)m 2

1
n-}—l) Jn—1(“+“§“)-

(o) =
" P(oc+1+ 5
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SchlieBlich ist noch

L0 = [y =g
0

e el ) rfer )
n+3\\n '
(rle+™d )
M_n(n—-l)

PEE
(46) Vm,ﬂ:TIT(,n:ﬂ_ fir mzn.

und daher

{45) () =

nach {43) also

r=0 2

Unter der Voraunssetzung, dafl ¢(X) und y;(X) als Funktlonen von W;
= X; Y-1X{ darstellbar sind:

- Xy =H (W), p(X)=H, (W),
wobel

X ’
2[5, mox. roxx

gesetzt sei, wollen wir nun das Skalarprodukt (¢, y) berechnen. Wir gehen
von der Formel (36) aus, die im vorliegenden Fall

(Hp Hz)'— f H(Wl)H (Wy) dv

ergibt. Zunichst ist zu beachten, daB die unabhingigen Elemente von ¥
und W, in ihrer Gesamtheit = (n ---1) unabhingige Funktionen von X sind.
Wird Rang X,= n vorausgesetzt, so ist notwendig ¥ > 0 und ¢ <Wy< K,
wenn B £ A fiir symmetrische Matrizen allgemein bedeutet, dafl 4 — B die
Matrix einer semidefiniten guadratischen Form ist. Umgekehrt kann auch
gezeigt werden, daB zu jedem Paar ¥, W,, welches die angegebenen Unglei-
chungen befriedigt, ein geeignetes X mit Rang X, = n existiert. Damit ist
die Umformung

B
(Hla Hﬁ)= [ f H (WI)H ( ) {dW] [dwl_]
0 XTX=Y
(47) lew‘xx W,

_ f AUAY: RUATIUANEY A
J _

mit
dv dv
“ wh - [ = | wn
XX=Y X' X'=F
I, Y X, =W, X X] =W,

: B ,
gerechtfertigt. Das Zeichen [ soll die Integration iiber 0 < W,< E andeuten.



AU Haws Maass:

Man stellt leicht fest, daB
ROV [UD) = k(W) fir U0 — B

gilt. Mithin iat k(W,) eine eindeutige Funktion der Funktionen Gis Qs + + o5 G
die durch

{49) it Wy =t — It gtn = +(—1)q,

definiert werden.
“Die explizite Berechnung von E(W,} soll nun fiir n = 2 ausgefiihrt werden,
Zunichst setzen wir noch fir allgemeines # in Analogie zu dv:

. |
LA = P A

Diese Bildung hat einen Sinn, da wegen m = 24 im allgemeinen ¥, > 0 ist.
Damit wird o

dv ml—(n+1 -m) [4X,][dX,]
(50) I ARLE @¥I[aW,]

2 AXI@Y)
AYI[dw,] “¥-

Zur Berechnung des Quotienten [dX,] [dY,1:[dY][dW,] fihren wir ein

%{n—1 ', s : .
( ) geeignoten Parameterfunktionen so ein, dal} eine um-

1 1
=[P Ty

System & von

kehrbar cindeutige Beziehung
XYy ¥, W, 8

vorliegt. Allgemein bezeichne V? die eindeutig bestimmte positive Matrix,
deren Quadrat ¥ ist. Da dio Beziehungen

X X)=¥-7,, X, Y1 X =w,
befriedigt werden miissen, so erkennt man, daB3

YW X, YT -1= 1

orthogonal ist, Es folgt dann |
(51) X=yw, vyy

Yo=Y X X, =Y—YY 'm0 VY,
dazu
(52) ITu = 7] 1B — ;).
Die in einer Pammeterdarstellung der orthogonalen Matrizen IJ auftretenden
ﬂ«%:l)— unabhingigen Parameter kénnen und sollen als System 8§ Verwendung

finden. Nach {(51) ist
Xy, Yy) 1
HX.L.Y) T -
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Damit wird
[@X,][dY,] ] (X, ¥y |
(53) @Y1 .1~ [307,.5, 17| [45]
(X, Y) (X | YW, UYY)
= (st 451 =,y | 951 = | 2502 sy
_ |30, oy |3fVW_1U)l i 2L O) | 2P|
=[Toww, o | [3m.® | S =11 |5 ay| w481
In den folgenden Betrachtungen wird » — 2 vorausgesstzt. Sei
Wy Wy £7700 L b
Wl.: (‘“’12 Wy ) ’ VWI = (tm iy )’
also o
W= L1y, w4 8y, Wip= (bt fy) g5
Dann folgt
8 (Wy) | 2wy, Wy, y,) 1
(54) | = ot = ¢ AT /7).
Da die zweireihigen orthogonalen Matrizen durch
cos @ ging - )
U:(:Fsincp :I:costp) (0§<p<2:n)

gegeben sind, so kann § = ¢ gewihlt werden. Eine einfache Rechnung liefert
nun fiir den Betrag der Funktionaldeterminante der Elemente von

V—WMU% (tl cos @ Fbpaing § sing 4 f,cosp
- Y 7 \pcosp Tk sing fusing 44 cosg

nach ¢, £, £,,, ¢-den Ausdruck

WO e
(55) Ja{V“W;‘,fm =a/W).
Mit (54) folgt dsher aus (53)
dX,][dY,] 1 1
(56) R = YW T dp.

.Beriicksichtigt man noch (52), so geht (50} iiber in

dv
JZLA _
Bei der Integration, die zu k(¥,) fiihrt, ist das Intervall 0 < ® = 2 7 doppelt
zu zéhlen entsprechend der Tatsache, daB es eigentliche und uneigentliche
orthogonale Matrizen gibt (|U} = +1). Ferner ist zu beachten, daB dv, die-
selben Invarianzeigenschaften hat wie dv. Zufolge (48} wird dann

1 _l_(m45) Lt
— BT W dp du, .

2x
) 1 ' .E_(m..5) L
k(W) ="2”IE“*W1I2 (W3 2_[ dp f avy
0 X, —F XX,
L m—5) -
=z |B—W,|2 |Wyf 2 dv,
X, =R

—l—(mm5) L
=an_2,2§E—W1|2 IW1§ 2.

Math. Ann, 185 29
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Vn-23 ist aus (46) zu entnehmen. Eine Reihe von elementaren Umfor-
mungen, wobei insbesondere von der Legendreschen Relation fiir die Gamma-
funktion Gebrauch gemacht wird, fiihrt schlieBlich auf

2 -2 w5~
(57) BT =T (1 — gyt q)T™ "0, 7,

wobei g, ¢, durch (49) bestimmt sind.
Wir wollen jetzt auch noch voraussetzen, daB

H,(W,[U)) = H,(W,) fir U'U—FE (r=1,2)
gilt, so daB
}Iﬂ(Wl) = Kv(.q}! 9’2) (7" = 1’ 2)

anzusetzen ist. An Stelle von W, fiihren wir in (47} die Variablen «, B, @ durch

a0 cog @ singp
L | B oyl #2 6, Osg<n

ein. Rechnung ergibt
[@W:]=(a—fydudpdg

oder, wenn o, f durch

: q}=“+ﬁ=g’2=‘xﬁ
ersetzt werden,

[dW,] =dg dg, d‘P -

Der Integrationsbereich 0 < W,< E wird, von niederdimensionalen Mannig-
faltigkeiten abgesehen, dureh die Ungleichungen 0 < f<a<1, 0< g <z
beschrieben. Wegen :

=g lut Vi —4ah f—yla—VE—4d)
wird er umkehrbar eindeutig auf das Produkt von 0 < @ << 7 mit
(58) B:0<wq<2, >0, 1—g+¢,>0, 2—dg>0
abgebildet, so daB (47) nach Tntegration iiber @ in

(K, Ky) = ”éf Ky (g1, gs) m k(W) dg, dg,
tibergeht. Mit (57) erhalten wir damit

_ Loy L -
(59 (K, K,)=0C,, -Q[Sf K, (q1, 92) Ka(qy, ¢a) (1 — g1+ ¢,) 2 o 7 2 dqydg,,

wobei zur Abkiirzung
w(2mym—t
(60) e s T
gesetzt ist.
§ 2. Die algebraische Abhiingigkeit von Adg ooy A &
Es sei 4 eine n-reihige Matrix iiber einem kommutativen Ring,

o(d)=s, B —A|=ttar-14 - a,.




Kugelfunktionen einer Matrixvariablen 403

Aus der Theorie der symmetrischen Funktionen ist bekannt, daB

1 .
(61) Gp=—"7"Sa + Risy, 85 . 1 0 85—1)

ist, wobei R ein isobares Polynom bezeichnet, welches nur solche Monome

L ot ¥, 2 e :
gy sy, .. s enthilt, fiir die

nt 2wt 1y, y=n
g

ist. Wird 4 dureh X'X ﬁwﬁersetzt, ingbesondere aueh a,= (— 1)* |4|

durch {—1y* | X' X]| 1-3%7—3% , 80 ist (61) zwar nicht erfillt, da der Ring der
linearen Differentialoperatoren nicht kommutativ ist, aber man erkennt, dal
gich die beiden Seiten von (61) nach der Ersetzung nur um einen invarianten

linearen Differentialoperator vom Grade hochstens 27 —1 unterscheiden,

Ein solcher 148t sich, wie in [1] gezeigt wurde, a,l‘s.Polynom in a(Xf 3%:) und

U(X'Xg%—a—;j—xr)y (v=1,2,...,n— 1) darstellen. Daher ist
R R 1 Lo @ D \n
(=1 X X] )‘erf“afl "'“?;*T(X Xﬁﬁ)

, : F] S ’ F] g \n—1 " )
EQ(G(X'XTXT;X‘),---’“(XXWSY) ’“(Xa“f))’

wobei § und im folgenden auch P,, P wieder Polynome bezeichnen. Auf Grund
der in [1] angegebenen Relationen erkennt man noch, dafl :

S T R | o fw, @
O‘(.X X-a__f’—ET) = *Lwﬁ‘)—d(sz) -+ P,,(O'(Az) PR ,0‘(/12" 2, O’(X —fX—))
ist, so daB schlieBlich eine Beziehung der Art

2 @
a_fﬁ";‘“(m")

= P(G(zm, o). o, olX 5k )

2n | X X|

(62)

resultiert.

Fiir n = 2 soll diese Formel explizit angegeben werden. Die Rechnung
kann jedoch wegen ihres Umfanges nicht vollstindig reproduziert werden,
so daB wir uns darauf beschrénken, einige Umrechnungsformeln mitzuteilen.
Zunichst gilt noch fiir beliebiges » )

o(A42) ﬂ—_v%(o-(X’ -a%f))z +2m—n—1) U(Xf 'é%f) _

(©3)
, 8 @
—20(X' X 3% 7x)
und
L @\
a(d) =20 (X' X 55 5%) + |
64 , a 2\ S BN
o bocu oy wole(x X aE)) (o{x )

Oy vs4
vzl
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wobei
2
fg=0, L . Oy = 75
4
au=~—-(l+n—m) gy =7 (m —n—1),
(65) Gp=—2(n4 n+ 1)+ (2n+ 3)m—m2,

2
Gpe=-(2n*+ 3n + 2) —‘—%(ﬁn + 7 m—l~—2—m2,
ag={(m—n—1)(mE—(2n+ 3)m+ 2+ n+ 1))
ist. Aanf Grund der_ Formeln (63) und (64) lassen sich die Operatoren

o (X’X ?_%7 73%), (» =1, 2) ohne weiteres durch o (A2}, o{1%), o'(X’ -5}—) ans-

driicken. Mit diesen Darstellungen wird die filr # = 2 giiltige Relation
‘x 2\ 1 7 \2
|IBX’ X “““2( (X X aA)) 53 (XXaX' aX) +
2

1 (e 2 , m— , 2
tyo (Xla)cf ax) (X ‘a‘f)*' (XXBX’ ax)
gchlieBlich in

(66)

4 |X’X§’

Fx BX +o (A= (0" (AZ))2+

@1y g 9m e 18)o(4) + @ —m)o (X 55 )olay —

—"“;“(O‘(X' ﬁ)) (A% 1 2 (m—2) (m — 3) o-(X' ;X) +

L0\ L3\ 1 2\
w3 ) (o (05 on-2) (o {255 (o (5
iibergefiithrt. Die Anwendung dieser Identitiit auf eine Kugelfunktion vom

Grad 2 £ zn den Bigenwerten 1,, 4, ergibt somit

12_=%~3‘~; g (mt e Om o 18) Ayt 2 (2 —m kA 2 K+

L dm—2)(m—3)k+ 4 (h2—3m+ 1) K2 8(m — 2) B+ 4 k2,

(68)

§ 3. Die verallzemeinerte Fegendresche Dii’ferentialgieichung
fitr den Fall =2 '
Es sei #(X) eine vorgegebene Kugelfunktion, £, die von den Funktionen
u(U X) (U'U = K) erzougte lineare Schar und %(X)(»=1,2,..., N) eine
normierte Orthogonalbasis von £,. Zufolge (40) ist

~ N
(69) FXX)=2 u u(X) uX)

gegeniiber den simultanen Substitutionen X > U/ X, X —» U X (U'U =E) in-
variant und daher als Polynom in den Elementen der Matrizen XN’X, XX,
X' X darstellbar:

(70) FXX)=0Xx,xx, £X).



Nach (70) ist nun
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‘Wir interessieren ung fiir die spezielle Funktion

(11) : PX)—F (X, (f))

in £,. Es ist leicht zu sehen, dafl jede Tunktion ans £, als Linearkombination
der Funktionen F(U X) (' U = E) darstellbar ist, woraus £,= 8y erhellt.
Hiernach ist klar, daB mit »(X) auch F{X) = 0 (mod |X'X|) ist. Beriick-
sichtigh man noch die Invarianz der Operatoren ¢(A%) beziiglich der Ab-
bildungen X — U X(U'U = E), so erkennt man, dafl «(X) und F{X) Kugel-

funktionen zn gleichen Eigenwerten sind. Fortan sei e=Fk — 2 [!26—] , dabei
n &k der Grad von u (X) und F(X); auBerdem sei

(72) X= (2) X=X, Y=X'X, Wy=X, T X}.

F(Xy=@Q{X, BB fir XX =2F.
Wegen der Invarianz von |[X,|*F(X) gegeniiber den Abbildungen X+ XV
(V'V= E) folgt, daB | X, |*(X,, E, £) als Polynom in den Elementén von X, X
darstellbar ist:

[Xu|* G (X, B, E) = H(X,X7). _
Im Falle ¢ = 1 verschwindet das mit variabler symmetrischer Matrix W ge-
bildete Polynom H(W) anf der Mannigfaltigheit |W|==0. Mithin ist
H(W)=|W|s H{W), wobei H,(W) wieder ein Polynom bezemhnet BEs erg;bt
sich somit
(73) F(X) = G(XI,E By = |X||sH (X, X]) fir X'X =E.

Ist X eine beliebige Matrlx vom Rang # und R= VXX, so gilt (73) mit X R—l
an Stelle von X. Aus

F(X B = |X, R HyX,YX})

folgt dann
k &
(74) F(X) = |X'X[2 |W,|T Hy(Wy)
oder auch
(75) Ho(W) IYI IXI ‘F(X).

. Hieraus ist zu ecrkennen, daB Hy (W) gegenﬁber den Transformationen

W, W, [U](U'U = E) invariant ist. Wir realisieren diese Transformationen
durch die Abbildung X, » ' X,, X, X, . Wegen

- () () )= (E) )
= [op 7 {x, (5)) = 10pP )

nimmt die rechte Seite von (75) bei dieser Abbildung den Faktor |U[~4t*=1
auf. Dag heit, es ist in der Tat

(76) Hy(W,[U]) = Hy(W,) fir U'U =E,
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so da8 H (W,) anch als Polynom in den Funktionen (W) (v=1,2,. ., 7)
dargestellt werden kann. Gleichwertig damit ist eine Darstellbarkeit von
Ho(Wy) als Polynom in den Koeffizienten von

(77) B W] =tr— qun—14 gma_ ... + (~1)q, .
Wegen g,== [W,| gestattot
(78) ’WIfE Ho(Wy) = Ko, q,, . > n)
also eine Entwicklung
(79) I{(gl: 929 "ty Q'n) = E a‘u,v,,...,v,. gil g;‘ e Q;“ ?
in der (y,, '112, <+ ¥y) endlich viele Systeme nicht-negativer Zahlen durch.
lduft, die den Bedingungen :
(80) vi=0(modl) fir j<np, %a-;(modi)
Zeniigen,
Die Differentialg]eichung
{81) (A} F(X) = AF(X)
ist: mit
£ E
(82) Y N2 H (W) == 44| 11, ()

k
gleichwertig; denn | X" X{% ist mit dem Operator 4 vertauschbar, Es soli
nun gezeigh werden, daB es ejnen Differentialoperator in W, gibt, der auf eine
willkiirliche Funktion A( W) dieselbe Wirkung hat wie o (A2), wobei W, die
in (72) angegebene Bedeutung hat. Zunichst fithren wir noch folgende Be-
zeichnung ein; -

(83) WI: ‘XI Y_l‘Xi ] W2= X2 Y—IXi L]

2 ’ g \
Ay Wlﬁ“ﬁi“(WlTWT)'

Dabei wird, wie es jm Talle symmetrischer Mairizen fiblich ist, ——i—= 0,
oW\ 3w,

gesetzt mit W!——- (w,,) und =1 oder% ) je nachdein # = v oder u = » ist,
Man bestatigt sofort die Relationen
(84) Wi W,= Wi—W%, o(X, Y‘IXé)mn%a(W’I).

Die geplante Umrechnung erfolgt mit Hilfe der Tdentitaten
2 8 7y
X, ﬁ?h(wﬂ = 2{W1 3, Wy (Wl'gﬁr;) }h(WIJ »

2 Y
(85) Xigxr hm) = —2W, (szﬁfl‘) h(Wy),
2 a Y
X, aX{h(Wz) = 2{W2W:_ W, (Wlha_W;)}k (W),

? 2\ .
Xz'ﬁ;h(Wl) == “‘2W2(W2W:) h(Wl) .
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Anf Grund der Zerlegung

- . . .

(86) A = X‘ﬁ?%(X‘ aX;) Xiox; (Xzax;)
d . g \ ¢ Y

X~ (%, axg) X5~ (Xas%s)

ergibt sich somit
9 )
{87) Ah(W )=2 an AT
WzaW ¢

wobel
(Xl e m(xl aX,) )h(Wl) — 2 A1 ()
beriicksichtigt wurde. Wird (86) noch einmal auf (87) angewendet, so fo]gt
nach Spurbildung '
(88) o (A% A(W,)
a ?

' 8 a \s
2 . L g .

= 4{o+ o (X% Wag) —o (%a % (Ve )} 1070
Die hier benétigten Operatorenprodukte sind mit Hilfe von (85) abzuleiten.
"Man findet wieder nach einfacher Rechnung .

? . '3
X5 Washr h(W)_{—— (W2W (Vlaw)) S

+ (m 21, gy + Whsg 4 6(F) W (F)

und
2 9

251?(”’231«;’) (W)—{ 2(W2(W (W@%T)'E"Wl)‘)’.z,
#2 () 4 50 o) o) -
W(W }h(Wl).

X

W,

Mit den Ausdriicken, die man hieraus durch Spurbildung und der nach (84)
méglichen Reduktion erhilt, wird (88) schlieBlich in die Tdentitit

) o) B = & {o(AD) —20{ (W, WD) 50 1+
+m—n) 0 (Wyg7,) + @OF) —ma 55 )} 07,
ibergefithrt.

Wir behandeln nun den Fall, daB R(W,) eine Funktion von a (W)
(v=1,2,...,n) ist. Sei allgemein p,=o(W}) fir v = 0, p ._(pl, Dys « - -5 Pr)
und

h(Wi)=g(p).
Wegen W, —5%;- = vy Wy ist Ayp, = 0, also identisch in p
o(A3y g (p)=0.
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Die weitere Umrechnung von (89) vermittels der Formeln

) n4v 1 r—1 )
TW‘I—W;—’——' 5 I‘I’r;'“}‘-l*—g— 2 Pa 'W';_lH” firvz1,

aw-ﬂmw[EvW“l }gm

ist nun rasch auszufithren. Es ergibt sich die Identitdt

o (A% g(p) = [8 E 1 Pury = Putr—1) 357557 ap, ap,. +

pywa==1
n
(90) +aS bt = —po) + v ) 3, t
r=1
r—1
+ ¥ 2; py pvmy pv —p 1)} ]g(p)
P
Hierin kann p, im Falle » > » durch ein isobares Polynom in p, p,, . . ., p,

dargestellt werden. Da diese Polynome im allgemeinen nur sehr schwierig
anzugeben sind, empfichlt sich jetzt die Spezmhswrung von n. So ist fiir
n = 2 unmittelbar

. P ot
o(A%) g(p) = 4|2(p;—p)) g T 408 Plpa*??§*~2 P) 5p e+
. K
(O1)  +4Cpip—pi— 13 —3mpot P} 5= 6 7+ (m?1‘“4)‘a‘1‘,:+
+2(n+ Dyt 5t — 5 p) 5] g () = 0
z11 notieren, wobei
3 1,
Py=g b5 P,
1 1
P=pips—g Pi—5 13

beriicksichtigt wurde. Zu einem handlicheren Operator gelangt man, wenn
man noch eine Umrechnung auf die Variablen

1 .
(92) G=Py Ga=5 (Pf —py)
ausfithrt. Die Durchfiihrung ergibt fiir g(p) = f(qy, ¢,) die Identitat
@ '

o) f gy 1) = 4|26 — 2 0s— q) o5 +
93) +4 2 a) e + 2(2 g2 as 4y~
(9)  + 402 q) 5, + 220 ) g+ mg— )5 -

)

+2m—1)g—q) a_q;} gy, qa) -

Damit ist fitr die durch

E
(94) F(X) == IX’XIFZVK(Q’D gs)
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definierte Funktion K (q,, g.) eine Differentialgleichung bestimmt. Sie lautet
05) [8(41 G +2a) 55 a 7+ 162 %—010) 5550 aq Bq + 8(0:102—2¢8) 57 a 7 T
A g 5 g 2m—1) g 5o + ] K )= 0.

Die Frage nach den Polynomldsungen soll nun in Angriff genommen werden,

§ 4. Berechnung der Eigenworte im Falle n =2

Tis sei ¢ = 0 oder 1 vorgegeben. Mit dem Polynomansatz
(96) Kig ) = Z' T 24T »

wobel g =0, vz-%(modl) Zu fordern_ ist, gehen wir in die Differential-

gleickiung (95) ein. Tir die Koeffizienten a,, ergeben sich die linearen homo-
genen Gleichungen

(A=)t 4+ 1) 2y 4+ Da,y 00+
+8{u+D{g+4v+2 a0, 16(n+2)(u+1)a42,-1=0.
Zur Ablkiirzung igb hier

(98) Apy=8( + v+ 8w(v+m—3) + 4 p(m—2)

gesetzt worden. Hs seien

(07)ur

W< AD < 2B < -

die der Grofle nach geordneten Werte von 4,,. A,,= A9 gestatte o, Losungen
oz 0mity =0, y= % (mod1). Wir denken uns nun die Koeffizienten a,,,

und ebenso die Gleichungen (97),,, in Gruppen nach wachsenden Werten von 4,,,
angeordnet. Hinsichtlich der Anordnung innerhalb der Gruppen erlassen wir

keine Vorschrift. Da die Differenzen A,.1,— Aup Aot s 17— Auss Ara vm1— Ay

alle positiv sind, wie eine einfache Rechmung zeigt, so gehdren a, 41, @u—1,4 1

%, 49 y—y 24 Gruppen, die der Gruppe von a,, chne Ausnahme nachfolgen.
(Gehen wir von einer (sunichst hypothetischen) nicht-trivialen Polynom-
losung ans, so gibt es eine letzte Koeffizientengruppe, die von O verschiedene

Zahlen enthilt; sie gehort definitionsgemdil Za

I = Max (4,,).
typ =
Da in (97),, formal alle a,, gestrichen werden kénnen, die der N-ten Koeffi-
zientengruppe nachfolgen, so verbleibt ein endliches homogenes System, zu
dem eine Matrix der Art
D,
D, *
0 .
Dy
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gehort. Hierin ist D= (1, — A®) E@ und unterhalb dieser Kistchen stehen
nur Nullen. Man erkennt nun, dafi 1,= A notwendig und hinreichend fir
die Existenz einer nicht-trivialen Polynomlésung ist. Der Rang der Losungs-
schar ist ersichtlich gleich gy.

Im Hinblick auf (94) ordnen wir jedem Polynom (96) eine Gradzahl k zu.
Bs sei dies die grofite ganze Zahl k = ¢ (mod 2), so daB

E
(99) X' X|2 K{q; ¢5) = 0 (mod | X" X])
gilt. Wir zeigen, daB
{100) k=2 Max (s + »)
auy 0
ist. Wegen g,={TW,| = |X(f2 [T ist g= k;E die grofite ganze Zahl mit

der Eigenschaft
[Y19 | X2t K (g1, 02) g, 2 % O (mod | ¥]).

Wir zerlegen K (g, ¢,) q; 2 in homogene Bestandteile:

£ 8

K{g, g9 ¢ = Z;He(ql, g2}y Hilqy, 02)+0.
p=

Der Grad von H, sei g. Da |¥| g,=|¥| 6(X, Y-1X{) und | ¥| g= | X, [ Poly-
nome sind, so ist jedenfalls

s—1
| ¥]* | X e 270 H@(%s 2) = 0 (mod | ¥|) .
P

Die Behauptung (100) oder damit gleichwertig
(101)  g= Max (ﬂ+v—§~)xs

Guypt D
bedeutet also, dah _

!Yis !Xlle H,{(g,, g:) £ 0 (mod | ¥])

ist. Wir schlieBen indirekt, fithren also

|Y]e Xyt H gy, g0) = | Y] 9(X) S

wobei ¢ (X) ein Polynom sei, zu einemn Widerspruch. Der Ansatz
&
Ho=Xcai7'q;
i=0 :

ergibt wegen | Y| ¢,= |X,|? die Beziehung

&

(102) 2 | X Pt (| Y gt = | Y] (X))

i=0

Ist ¢; der erste von 0 verschiedene Koeffizient, so ist |X;|24+¢ ein Teiler von
p{X); denn |X| ist irreduzibel und sicher kein Teiler von |¥]. Auf beiden
Seiten von (102) kénnte also der Faktor |X |29+ herausgezogen werden. Es
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bedeutet daher keine E.d. A., wenn ¢;+0 und £=0 angenommen wird.

Speziell im Falle n = 2 ist nun |¥| Y= Y[w(l) g] , also
, 01
B4 ‘.'1'1=0'(X1 X Y[__l ()D
Mit,

, (00100...
X”{os01onj’

was nur fiir m = 2 n = 4 mdglich ist, folgt dann

—-10
Nach {102) ergibt sich nun ein Widerspruch mit ¢, = 0. ,
Unm die maglichen Eigenwerte 4, zu einer gegebenen Gradzahl k = & (mod 2)
zu finden, gehen wir so vor, daB wir zunéchst alle méglichen Gradzahlen
k= ¢ (mod2) zu einem gegebenen Eigenwert 1,= A bestimmen. FEs wird
sich zeigen, daB die zu A, gehorigen k in umkehrbar eindeutiger Beziehung
zu den Losungspaaren p, v von '

(103) A= 8 {(n+ )P+ 8r(r+m—3)+4pim—2)

;YpﬂXﬂ:OM%X;gyl°1D=w4.

u,rz0, p=0, vE—;—(modl)

stehen. Sie werden _durchk = 2(u + ») gogeben, so daf anch
(104} M=4kk—2p+m—3)+4p2pt+s—m)

05 uses p=0(modl), k=¢(mod2)

gilt. Da 1, bei festem % eine im Intervall 0 < p < l;—stark monoton fallende

Funktion von g ist, so ist zu gegebenem & das Paar (u, v) in der Tat eindeutig .-
bestimmt. Zu jeder Gradzahl k (gerade oder ungerade) gibt es offenbar

[%}—l— 1 verschiedene 4. DaB die durch (95) gegebenen Zahlen Eigenwerte

von Kugelfonktionen 2 k-ten Grades sind, bedarf allerdings noch eines Nach-

weises. DBildet man mit einem zu A, und % gehorigen Polynom K (g, ¢a) =+ 0
%

die Torm F(X) = | X’ X{? K (g, ¢,) und hierzu die lineare Schar £y im Sinne
von § 3, so gibt es in £ nach dem Lemma in [1], 8. 141 eine Basis, die aus
Tunktionen der Art ]X'X|*u(X) besteht,’ wobei »(X) eine Kugelfunktion
zum Eigenwert 1, ist. Es ist mindestens einmal ¢ =0, da (X} nicht durch
| X' X| teilbar ist. a — O bedeutet aber, dafl u{X) eine Kugelfunktion 2 %-ten
Grades ist. '

Zum Beweis, daB k = 2(u -+ ») fir jedes Losungspaar u, v von (103} eine
zu A, gehorige Gradzahl ist, benotigen wir den folgenden als bekannt anzu-
sehenden '

Hilfssatz: Ist C = ™= (c,,) eine Dreiecksmatrix, also ¢,,= 0 fiir g > v,
ist Rang C = n — r und verschwinden genau r Diagonalelemente von C, etwa

cﬁm: Gﬂgﬂgm 0 ]

.. =ci'rVr=
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5o gibt es zu jedem 7in 1 = 7 = r eine Losung des Systems

2 €, =0 (t=1,2...,%)
=1

mit x,,= 1 und z,= 0 fiir » >,
Wu betrachten noch einmal das lineare homogene System (97),,. Die
Koeffizienten a,, und ebenso die Gleichungen sollen jetzt in Gmppen uach

v

wachsenden Werten von u + » geordnet werden. Innerhalb einer Gruppe
ordnen wir nach wachsenden Werten von ». Wir betrachten nur solehe M, 7,

fiir die g + » = 2 + —% » wobei die natiirliche Zahl x so grofl gewilhlt sei, daf
alle Polynomldsungen zu dem gegebenen A, erfaBt werden. Es wird also a,,=0
filr g+ v >+ wgw gesetzt. Beachtet man, daBf die Koeffizienten in (97),,
jetzt in der Anordnung

a’ﬂv’ a’,u—‘lv-!-l’ a,u+2v-‘1’ a,u-*-ly

stehen, so erscheint die Matrix des linearen Systems (97),,, in folgender Gestalt:

Gy
*
105 !
(105) o -
G,
Dabei ist (7, eine Dreiocksmatrix:
. *
’ R
G,= Ay — gy (,u +11=4,-i-?).
0 T

An Stelle von 1, ist nun 1M einzutragen. In der Diagonale von {105) erscheinen.
dann so viele Nullen, als es Losungen von (103) gibt; ihre Anzahl ist g (N).
Andererseits hat die Losungsmannigfaltigkeit zur Matrix (105) den Rang o (N),
da jeder Losung eine Polynomlosung von (95) za A= A umkehrbar ein-
deutig entspricht. Die Anwendung des formulierten Hilfssatzos zeigh nun: Zu
jeder Losung u;, #, von (103} gibt es eine Lésung von (97) uvs 80 daB a, , = 1 ist,
wahrend alle folgenden Koeffizienten a,,— 0 sind. Tlem Ponnom K (20, ¢3),
welches mit diesen Koeffizienten gebﬂdet wird, ist nun ersichtlich die Grad-
zahl k= 2{u, + »,) zugeordnet, ¢. e. d.
Aus (104) entnehmen wir die Abschitzung -

(106) 2k(k+m—2) < h<dkk+m—3).

Bei festem 4, wird hierdurch ein k-Intervall abgegrenzt, in welchem der durch
(68) gelieferte Eigenwert 1, eine stark monoton wachsende Funktion von k ist,
Mithin ist X auch durch 4,, A, eindeutig bestimmt.

Es seien 2O < k@< -- < k5 die m(’iglichen Gradzahlen zu einem ge-
gebenen Ejgenwert 1;, dazu V< 2@ < -+ - < A die entsprechenden Werte
von Ay Zu Ay, AP best:mmen wir eine Kugelfunktmn u; (X), zu dieser nach
dem Verfahren von § 3 eine Kugelfunktion |X’X{**2K (g, ¢;), welche die-
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gelben Eigenwerte hat wie u; (X). Da Kugelfunktionen zu verschiedenen Rigen-
wertsystemen orthogonal sind, so bestehen die Orthogonalititsrelationen

{107} (K, K;}= 64y (Kroneckersymbol) ,

sofern die K; geeignet normiert werden. ©, bezeichne die lineare Schar der
£

Polynome (96) mit =0, v=75 (mod1), die Ldsungen von (95} zu gege-

benem Eigenwert 4, sind. Die nach wachsenden Gradzahlen geordneten
Polynome K, sind durch ihre Zugehorigkeit zu &,, wobel & durch k=g
(mod2) festgelegt ist, und die Orthogonalititsrelationen (107) bis auf kon-
stante Faktoren vom Betrag 1 eindeutig bestimmt. Das ist ohne Mihe ein-
zusehen, wenn man beachtet, dafl sich das System K, K, ..., K, aus einer
Basis von &, und einer solchen von &, zrusammensetzt. Allgemein folgt damit

LR
auch, daB eine Kugelfunktion vom Typus | X' X|* K (g1, g2) durch ihre Eigen-

werte A, A, bis auf einen konstanten Falktor eindeutig bestimmt ist.
SehlieBlich soll jetzt noch gezeigt werden, daf} die Kugelfunktionen zu

gegebenen Eigenwerten Ay, Ay einschlieilich der Null eine lineare Schar bilden, -

die eine Basis der Art :

(108) uo(UlX) ’ u{)(UE-X) PR uﬁ(UrX) .
besitzt, wobei U, U,=E(y=1,2,...,7) und o (X) irgendeine Kugelfunktion

Czu A, Ay ist. Zum Beweis denken wir uns die orthogonalen Matrizen U, so

ausgewihlt, dag dag System (108) eine Basis von £,,, wird. Sei nun «{X) eine
von Null verschiedene Linearkombination von (108); sie sei durch. die a-te
Potenz von | X’ X|, aber durch keine hihere teilbar. Wird u(X) = X’ X|%u, (X)
gesetzb, s0 gind oy (X), w(X), u (X) Eigenfunktionen der Operatoren o (A%,
(A% zu ein und demselben Paar von Eigenwerten 4;, ;. Mithin ist 2, (X)
eine Kugelfunktion, deren Grad mit dem von u%,(X) iibereinstimmen mub.
Das bedeutet aber a = 0, so dafl auch «(X) eine Kugelfunktion zu 1;, A, ist.
Sei jotzt wmgekehrt (X} irgend eine Kugelfunktion zu den Eigenwerten
E

Ay Ist F(X)= X' X|2E(qnq) die ma A, gehérige rotations-
symmetrische Kugelfunktion, dic bis auf einen konstanten Faktor eindeutig
hestimmt ist, so folgt, wie schon in §3 bemerkt wurde, £, = Lz, £,= Lp,
also u ¢ ,,. Damit ist der behauptete Batz bewieser.

§ 5. Entwicklung nach harmenischen Funktionen
Die Eindeutiglkeit der Entwicklung einer Form u(X) €, nach harmoni-
schen Formen #,{X) € Hz-2s (0 =r= l;_) :
(109) wX)= X |X'XPu,(X)
Oévg—;l

wird hier fiir n — 2 indirekt bewiesen. Es geniigt zu zeigen, dafl u(X)=10
das Verschwinden aller %,(X) nach sich zieht. Trifft das nicht zu, so folgt
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aus (109) die Existenz einer von Null verschiedenen harmonischen Form,
die mindestens einmal durch |X’X| teilbar ist. Das ist zum Widerspruch zu
fithren. Es sei nun, in abgeinderter Bezeichnung, % (X) eine von Null ver-
schiedene Form in $,, die durch |X'X|* (b >0), aber keine héhere Potenz
von | X' X| teilbar ist. Nach dem Lemma in [1], 8. 141 gibt es in der zu u{X)
gebildeten linearen Schar £, eine Funktion |X'X|*»(X), wobei v»(X) eine
Kugelfunktion ist. Da mit u(X) jede Form in £, harmonisch ist, so gilt
insbesondere ,

41X Xpo(X)y=0
mithin auch,
(110) (X' X|pA — A | X XM o(X)=0;

denn ¢{X) ist als Kugelfunktion selbst harmonisch, SchlieBlich sei, mit & in
neuer Bedeutung,

(111) a(x' —5%;—)1;()() — 2k o(X), o{d®) v(X) = A v(X) .

~ Fiir den in (110} auftretenden Operator kann auf Grund der Relation (67)
eing ecinfache Darstellung gewonnen werden. Beachtet man, dafl (129
(v = 1, 2) mit | X’ X| vertauschbar ist und aligemein fiir beliebiges » und » = 0

¥

(a (X% )) X7 X[ [ X7 X [2 nhto (X’ a—%)}

gilt, was durch vollstindige Induktion nach v leicht bewiesen werden kann,
8o ergibt sich

Xp—|xxp

|‘a‘5<‘r a—x" X’ 7 7% ]
* ¢ 2 \
= X XP {20 m o (X ) otan +
£ 2m—2) (m—3)+ 4 h(m— B+ 1) + 16 K3 (m — 2) + 16 7 +
+2{me—3m L+ 6h(m—2)+ Shz}a(X'—a%_,—)+

a3 3o (120 + (o x-)]
und damit nach (110) und (111) wegen % >0 und »(X) & 0:

@Cht 2kt m—2) =8+ 12 (2h+ m —2) B2+
+4{m*—3m+1+6him—2) + 8}k +
+ 2(m —2) (m — 3) + 4 h(mP— 3 m + 1) + 16 k2(m — 2) -+ 16 A3,

was gich zu
A=2h+2E4+m—224 42— m?+6m—10

vereinfacht. Eine einfache Abschitzung zeigt, dall
A>dkk+m—2)+2m—6
ist, wag sich mit (106) widerspricht. Damit ist der Eindeutigkeitssatz bewiesen.
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§ 6. Die Funktionen {L' X|*

Es wurde bereits in [1] gezeigt, da die Funktionen u, (X) = L X|E Kugel-
funktionen sind, falls 1L’ L'=0 und Rang L = n ist. Unter dieser Voraus-
getzung ergab sich sogarf—a% 3%{”;4 (X) = 0. Offenbar darf auch I/ L = I
vorausgesetzt werden. Ist L = L+ i L, die Zerlegung von L in Real- und
Imagindrteil, so ergeben sich die Bedingungen L; In= Ly Ly= %5 B, Ij Ly=0,
die nur im Falle m = 2 n befriedigt werden konnen.

Es sollen noch einige Angaben dariiber gemacht werden, wie die Eigen-

werte Ay, Ag, . - - Ay vOR %, (X} ermittelt werden kénnen. Wird
(112) M = 5o |1/ X| = L(X L) | I X]

gesetzt, so gelton die Regeln

A=k (X M — M X'y,
(113) AX M= {(m—n) X M,

AMX=n—1)MX—n|LX|E+ XM
und unter der Voraussetzung L' I = 0 auch
(114) AMX XM —=@n—1)MX XM
Mit diesen Hilfsmitteln ist durch vollstindige Induktion nach A der Ansatz
(115) Aruy= apuy B+ (0y X M+ 03 M X7) tge
bodp M XX My

zu rechtfertigen. Die hier auftretenden Koeffizienten sind durch
(116) ayp=0, b=k, ep=—k, d==0

und die Rekursionsformein

Gprig™= " Cng
{117) bpre=k dppt (m—m 4 k& —1) byt Cpp
Crerp=—K tppt (n—F) z

dprp= (B — 1) bpp— (B —n — 1} dne
festgelegt. Der Eigenwert A, von u; beziglicho (£12%) stellt sich nun in der Form
(118) App= tgy -+ 7 (ben 1t Can )

dar. Fiir b = I und 2 ergeben sich so die in (28) angegebenen Werte.

Die Funktionen |L'X|* mit L'L =0 gehoren zum grofiten Kigenwert An
der zur Gradzah! k méglich ist, haben also auch alle ein und denselben Eigen-
wert 1, Da die Abbildungen X U X (U'U=F) Permutationen des
Funktionensystems bewirken, so ist auf Grund des letzten Resultats von § 4
klar, daB die lineare Schar der Kugelfunktionen 2 k-ten Grades mit maxi-
malem Eigenwert A, eine Basis der Art |L} X|* (»=1,2,...,7) mit L L=20
besitat.
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Es soll jetzt noch gezeigt werden, daB |Z' X|* genau dann harmonisch ist,
wenn entweder k=0, 1 oder |I/L| = 0 ist. Der Beweis griindet sich auf die
Relation (27), die identisch in X und L erfiillt ist, Da beide Seiten von (27)
bei der simultanen Abbildung X - U XV, L ULV (U'U=E, V|30
denselben Faktor aufnehmen, so geniigt es, (27) fir L = (O) zu beweisen,
Es wird dann :

g 2
X §X
behanptet. Ist oo =(x;, «,,." ., @,) ein beliebiges Tupel ganzer Zahlen mit
Ilsoy<a< - <a,=m und verstehen wir unter X,= X% die Unter-

matrix von X, die sich aus den Zeilen mit den Indices e, oy, . . ., 2, Zusammen-
setzt, so ist bekanntlich

(119)

Kl B —1) Bk + 1. . (k40— 220k + 2 — 1) | X,[2

G 1o |2
raX’E""X_g=Z X,

o

In der eingefithrten Bezeichnung ist X;=- X, , .. .. Im Falle X+ X,
ist ’a—;——[ | X3|¥= 0 evident, weil hier Differentiationen nach Variablen vorzu-
nehmen sind, die in X, gar nicht vorkommen. Die Identitit (119) reduziert
sich damit auf :

(120)

E?X—f ol = =) k2 + 1) (bt n— 22k + m— 1) |X, 52
Nun gilt aber, wie H. Kriveay [3] kiirzlich gezeigt hat,

‘7‘5%:; Klf=kk+ 1) .. (k+n 1) X[,

woraus (120) unmittelbar folgt.
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