Maass, H.
Math. Annalen, Bd. 134, 8. 1—32 (1957)

Zetafunktionen mit Gréflencharakteren
und Kugelfunktionen*)

Von
Haxs Maass in Heidelberg

Einleitung
Tm Zusammenhang mit einem zahlentheoretischen Problem ist an anderer
Stelle [1] die Frage aufgeworfen worden, ob die Dirichletschen Reihen

(1) gols, S5 a0y = 3] w{Q Yo (S [T 8 [(F|-+-*®
1!

Zetafunktionen definieren, d. h. Funktionen, die in der s-Ebene meromorph
sind wd Funktionalgleichungen vom Riemanuschen Typus geniigen. Dabei
bezeichnet % (X) cine Kugelfunktion vom Typus (m,») und Grad 2n k, #(¥)
einen (iriBencharakter quadratischer Formen, S eine positive Matrix vom
Typus S und € die durch § = @' (} eindentig bestimmte positive Matrix.
G durchlianft ein volles System ganzer, rechts nicht-assoziierter Matrizen vom
Typus G und Rang ». Hs ergab sich der eigentfimliche Sachverhalt, daB
die gestellic Frage bejaht werden kann, wenn die Kugelfunktion »(X) har-
monisch, d. h, Lisung der Laplaceschen Differentialgleichung

ist, und es verblieb der Eindruck, dali diese Bedingung nicht nur hinreichend,
sondern auch notwendig dafiir ist, dall die durch (1) definierte Funktion als
Zetafunktion anzusprechen ist.

Um nun das Problem der analytischen Fortsetzung der Reihen ¢, (s, S; u,v)
fiir beliehige Kugelfunktionen »(X) in Angriff nehmen zu kénnen, war es
naheliegend, an Stelle der Kugelfunktionen beliebige Polynome w(X) mit der
Invarianzeigenschaft

(3) w{X V) = u(X) fiir ovthogonale Matrizen V

in die Betrachtung einzubeziehen. 9 bezeichne die lineare Schar der so ge-
kennzeichneten Polynome «(X). Auf die Bedingung (3) kann nicht verzichtet
werden, weil sonst gewisse Thetareihen nicht sinnvoll definiert werden kénnen,
Es handelt sich hier umn die Reihen

(4) MY, 85 u)= 3 u(Q 6 R e-no (FS10D,
(4

wobei ¢ alle ganzen Matrizen vom Typus G " durchliuft und B = Rt an

*) Carr Lubpwie SieceEn zum 60. Geburtstag am 31. 12. 56 gewidmet,
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die Bedingung ¥ = R’ R gebunden ist. In der Tat ist #{X) ¢ P notwendig
dafiir, daB «(Q ¢ R’} von der Auswahl von R nicht abhingt, alse durch ¥
eindeutig bestimmt ist. DaB & (Y, 8;u) ein geeigneles Hilfsmittel fiir die
Losung unseres Problems ist, erscheint plausibel anf Grund der cinfachen
Transformationsformel

n n
(5) YY1, 8u)=|8] F {Y] NI, S8,
wobei u —» % eine gewisse Intograltransformation bezeichnet, deren Wirkung
auf Polynome auch durch

4

~ -5 ) . 2 @
(6) F(X)—e W u(—iX) mit A =a(ax, ﬁ)
beschrieben wird und die T involutorisch auf sich abbildet.

Man konnte nun hoffen, durch Anwendung der Mellintransformation auf
#(Y, 8; «) und eine anschlieflende Fourieranalyse beziiglich des Systems der
GroBencharaktere o(Y) in der iblichen Weise einen Zugang zu den Reihen
@ols, §; u, v) zu gewinnen. Der Umstand, dafi die variable Matrix Y nicht
nur im Exponenten des allgemeinen Gliedes in (4), sondern auch noch im
Argument des Polynomfaktors auftritt, fithrt nun allerdings zu einer iber.
raschenden Wendung. Das beschriebene Verfahren liefert nimlich gar nicht
die Reihen gq(s, §;u, v), sondern es ergeben sich die Funktionen

(1) w@&%ﬂ=§L@G$QﬂWWWMMQHL

wobei @ wieder ein volles System ganzer, rechts nicht-assoziierter Matrizen

vom Typus G=m und Rang » durchliuit und L(X ;X,) einen lincaren Diffe-

. . . [
rentialoperator, d. h. ein Polynom in den Elementen von X 5y miit konstanten

Koeffizienten bezeichnet, welches durch
(8) L(X 5%,) AT (X' ) = g (X) e X'X)

ausreichend bestimm$ ist, so daB @(s, S; w,2) wirklich nur von u, nicht aber
von der Auswahl von I abhiingt. Der Reihentypus (7) 1aBt sich summarisch
einfach beschreiben. Es handels sich um eine Dirichietsche Reihe in g, deren
Koeffizienten jedoch nicht konstant, sondern Polynome in s von beschrianktem
Grad sind, Eine Darstellung der Reihe (7) als Lincarkombination von ge-
wohnlichen Dirichletreihen mit Potenzen von s als Koeffizienten scheint ab-
wegig zu sein. Man nehme den Standpunkt ein, daB der Reihentypus (7)
keiner Reduktion mehr bedarf. Die explizite Ausfithrung der Differentiationen
in (7) ist im allgemeinen gar nicht moglich, da sehon die Bildung von L(X 3%)
bei gegebenem %(X) im aligereinen schwierig zu ibersehen ist. Man kann
aber auch an Stelle von #(X) den Operator L (X 5%) als gegeben ansehen.

Geniigt u(X) der Bedingung w{X V)= |[V[* u(X) fiar |V} # 0 — fir Kugel-
funktionen vom Grad 2 = k trifft dies zu —, so kann durch verschiedenartige
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Berechnung von Integralen gezeigt werden, dalB dic Rethen (1} und (7} his
anf einen clementaren Polynomfaktor identisch sind, was im allgemeinen
sicher nicht der Fall ist. Da unser eigentliches Interesse auf die mit Kugel-
funktionen gebildeten Reihen gerichteb ist, so geniigt es, die Eigenschaften
der durch (7) definierten Funktionen zu bestimmen. Damit werden dann
auch die mit Kugelfunktionen gehbildeton Roihen (1) erfait. Die Frage nach
analytischer Fortsetzbarkeit und Funktionalgleichungen bereitet im Falle der
Tunktionen (7) keine grundsitzliche Schwierigheit mehr, wenn man in her-
kommlicher Weise die Thetatransformationsformel (5) zur Herleitung einer
Integraldarstellung der fraglichen Tunktionen verwendet. Die technischen
Sehwicrigkeiton, die sich bei der Berechnung der Polglieder einstellen, sind
allerdings so betriichtlich, dall vorerst nur vermutet werden kann: Thie Tunk-
tionen (s, 8 u,v) sind meromorph und geniigen der Funktionalgleichung

) E( -5 8 we) = s LT D),
wobed
lyns
8m ,
Umfw&mw:@n)1%%%”@"%L~FR—MWW&%Q,
F(Yy= (Y yund oy, o, ... Xy komplexe Zahlen sind, die durch die Eigon.
werte von v bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimm$ sind.

Fin cinfacher Sehlufl zeigt fiir allgemeines n, dall man gich beim Beweis
der Funktionalgleichung (9) auf den Sperialfall harmonischer Formen (X} € P
besehrinken kann, Dabei beriicksiehtigen wir, dafl jedes Polynom uw{X) P
in eindentiger Weise in
(1 w(X)= Y (o{X" X)) w,(X)

povzl
gerlegt weorden kann, wobei u,,.{X) eine harmonische Form in Q% vom Grad 2 »
sei, Dementsprechend ist anch

.. . e ins+ v+ ) .
(12) 'P(S; 8 H u,ﬂ) = F.éﬁ e “"*j?(ﬁﬁ';})””' fP('s» Sa u,uva ’U) '
woraus unmittelbar erhellt, daBl ¢ (s, 8; u,v) meromorph ist, falls dies fiir die
Funktionen @{s, §; #,,. 1) zutrifit.
Umfangreiche Rechnungen zeigen schlieBlich, daB in den Spezialfallen
n == 1 und 2 alle hier aufgestellten Behauptungen richtig sind.

§ 1. Die Integraltransiormation u — u,
Wir betrachten Polynome u = w(x) in den m Variablen xy, 2y, . - -, ¥

die wir zu einem Spaltenvektor ¥ zusammenfassen, und bestiinmen einige Figen-
schaften der Transformation
{13) wl(r) = B (r) = fou(tye™ "I ET ],
wobei [dt] = dt, dt,. . . dt,, gesetzt ist und iiber den vollen t-Raum integriert
wird. Offenbar ist
(i) — wrn)
l*
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mit
w*{r) — f ultye mw;)'(f“;){dt]
= [ufr +t)e "FHdt],

wobei gleichfalls {iber den vollen (reellen) t-Raum integriert wird. Die Inte-
gration soll nun unter Zugrundelegung der Entwickiung

LI A S A AR

"
YT .. ¥,

explizit ausgefiihrt werden. Man beachte, daBl das Integral

o0 oG
Jooee ot e nlE ) dE L L L dE,
- — o0

verschwindet, falls einer der nicht-negativen ganzen Exponenten u; ungerade
ist, und den Wert

hat, falls alle y; gerade sind. Zufolge

wr+b= ¥ .. S H(”)‘"’ s~

..V Oémﬁrt j=sl
1=i<m

erhilt man also

w*r() =”‘%:vm Sy om D II 7 ”5“"( ‘u)I (H 4 ) v = 20

VE2mZryj=1

15ism
m
ul vi! ¥~ it
2.4 a’v 24 H ! 19 Ep ;4 T;s .
1 0§2m£:: jo1 ! (v, 2,u,) PALET S

l=Eism

Andererseits ergibt die Potenzierung des Laplaceschen Operators

m az
4= 2 5
den Ausdruck
tpl aﬁﬂl . a!f‘m
»_ .
4 m” +“.)_;ﬂ ,vp“l!"'-“m! o a?r daltm R
Hig "

damit

hi
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wofiir in verstindlicher Bezeichnung

A

w* (1) = e*™ u(x)

geschrieben wird. Die Transformationen (13) und
A
(14) w(r)—>u(x)=e *7u{—iyx)
haben demnach auf Polynome dieselbe Wirkung. Ist u{r) eine harmonische
Torm, so ist ersichtlich #(x) = w({— ix). Da jedes Polynom u(x) eindeutig
in der ¥orm
(15) wir)= 2 (r'r)*u.,(x)
v =1

dargestellt werden kann, wobei w,,(x) eine harmonische Form vom Grad » sei,
so geniigt es zur Bestimmung von « (r) wegen der Linearitdt der Transfor-
mation {14), ihre Wirkung auf ein Polynom der spezieilen Gestalt (r'x)*u{x)
zu ermitteln, wobei jetwt 2{r) eine harmonische Form ist.

Mit. Hilfe der Vertauschungsregeln

Ay'r=x'rd+ 41' aal 2m, Ay Tﬂc a4 +24
¥ a <
v Y= xr(r --5;-+2)
und vollstindiger Tnduktion naeh den jeweils anftretenden Exponenten be-
weist man leicht, dall Qperatorenidentititen der Art
Min(k, 1)

A= X {'rp- (Z aktm‘t(x a}.) )Ak“"

x ==}
mit gewissen Konstanten a,,,, bestehen.

Wenn nun A % = 0, » homogen vom Grad », so kinnen wir schlieBen
4

wrrum = (- a)We () u(x)
o (—ipnrr 3 4 4”) Ak (2" ) w{x)

k=0
Min(k, r) Lu
. . o -—4 £ " ' _ T , 22
- (_t}sz, 2_‘ ( kf"‘) L (If ;)_u x(lz gt (I Br—) )Akmn u{’:)
kz0 =0 =0

i

F=0 ¥

" 2k
(—ipn+r Z‘ ‘i”) 9 ( 2 @ura (F' :m)l) #(x)
i=0

B4yt 2k

= (mipurr 3 407 (r’x)f‘““(L v‘akpka)u{x) :
k=0 ! i=0

Es ergibt sich damit der folgende Sachverhalt: Fiir eine harmonische Form w (r)

vom Grade v ist

(16) Frprats) = (— 0P 3 eap(0) (1) ulp)

e=ir
mit gewissen Koeffizienten ¢,,(»), die Polynome in v darstellen, deren
Koeffizienten wiederum nur von der Variablenzahl m abhingen. Aus dem
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Beweisgang geht aueh noch hervor, daBe,,(») = 1 ist. Dariiber hinaus wer den
wir in § 7 allgemein

Cpol¥) = (—mpe =2 (#) 1"(%—{-1:4—;:)

¢ Is ( ?; +v+ Q)
beweisen.
Die folgenden Anwendungen heziehen sich auf den Fall von m »n Variablen
T (pe=1,2,... ,m;v=12,..., n), die wir zu einer Matrix X == (z,,) zu-
sammenfassen. Das ergibt niehts inhaltlich Newes, sondern nur eine andere

Bezeichnung, Unter A ist nun der Operator 4= o ( a;-, ;}f) zu verstehen

und an Stelle von (14) und {16) treten

A
(1N a(X)=¢ *tmy(—iX)
und
T k
(18) (o (X XN w(X) = (— )25+% 3 ¢ (R (o (X' X)) u(X
e=1

letzteres unter der Voraussetzung, dall #{X) eine harmonische Form vom
Grad k ist.

Seid =X+ ax' — (X 5%7)’ ; dann ist

(19) Ad=44A4.
Man hat namlich

2 7 [ 2 2
Frelan ’axaﬂ‘(% (‘”f‘@ EEWL P ))
2 2 2
= A (6’“‘ Fay 6"‘”'5545)’

wobei §,, das Kroneckersymboi ist, und daher

8% g 8 E} 8
T, 1= am 4 '5}"; : (f"’cm F I Rt T ax;)

& a 2 a 2
Fiﬂ + 2 (6 T - 6 ) L

=4 AR Bayp Dy OV Okup O

so daB die Summation tber « und § in der Tat (19) ergibt. Eine spezielle
Folge von (19) ist

(20) Ag{A2?) = g(A22) A

fiir jede natiirliche Zahl k. Auf Grund der Darstellung (17) ist nun festzustellen,
daf die lineare Schar der Polynome u(X), die Eigenfunktionen des Opera-

to18 o (/12*) zu gegebenem Eigenwert 2, sind, durch die Operation «(X) —»u (X)
auf sich abgebildet wird. Das heillt aus

(21) o (A7) w(X) = Lu(X) folgt o (A2 % (X) = 4,5 (X).

a
SchtioBlich beachte man auch noch die Vertauschbarkeit von A mit Ba EY’ ,
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worans
29 ’;\5"/ a @
) (= 1y ‘axax\ u(X) = 1WﬁL u(X)
erhellt.
Zusammenfassend kénnen wir sagen, dal sich die Differentialgleichungen
(23) g (A u(X) = Lu(X) (h=12,...,n)
, a9
welehe mit
(25) w(X V)= |[VFu(X) fur [V]+0

die Kungelfunktionen & n-fen Grades unter den Polynomen kennzeichnen, so-
fort anf % (X) Gbertragen, was fiiv (25) nicht zutrifft. Invariant bei der Trans-
formation # — & ist hier nur die sehwiichere Bedingung

(26) (X V)y=u(X) fir V'V=FE,

wobei E die n-reibige Einhcitsmatrix bezeichnet. Die lineare Schar der Poly-
nome u{X) mit dieser Eigenschaft ist eingangs schon mit P bezeichnet worden,
Trir u(X) € P st

' A

o A
B(X)=e 47 G{—iX)=e 7 47 u(—X) = u(—X) — u(X);

denn -- & ist orthogonal.

'§ 2. Die Thela~Transformationsformel

Im folgenden bezeichnen &= 8" und ¥ = Y™ (m > n) positive Ma-
trizen. Q= Q™ und B = B™ seien durch §= '@, Q= ¢'>0, Y= R'RE
bestimmnt. Wir bilden mit «(X) ¢P die in X = X periodische Funktion

(27) H(X,Y,8;u) = Y ul(Q( + X) R) e-no(VSG+ XD,
«

wobei {iber alle ganzen & vom Typus G¢7) summiert wird. Die Thetareihe (4)
ergibt sich bei der Speziakisicrung X = 0

(28) DY, S u)-- 0, Y, S;u).

. Um die gewiinschte Transformationsformel fiir diese Rejhen abzuleiten, ent-
wickeln wir diec Funktionen (27) in eine Fourierreihe:

(29) MY, S;u) = Y ald, Y, S; u)e2nia(e'n),
(43

Fiir die Koeffizienten (¥, Y, §; u) erhiilt man in geliufiger Weise die Dar-
stellung

al, ¥, Su)=u(@ XR) g (FSIXY) —2ai0 (XY [X],
wobei X den vollen X-Raum und [d X} das Produkt aller Differentiale dx,,
bezcichnet. Die Variablensubstitution

_ cmie 2 e Ty
X= QX R wib gl = || F |¥]
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fithrt auf
n

m
(G, ¥, 8;u) = ‘Sr’é' lyr?fﬂ(X)e..na(X'X)—zuia(nl_zg'QﬂX)[dXL
%

wobei nachtriglich wieder X an Stelle von X, geschrieben wurde. Die sinn-
gemiiBe Anwendung von (13} ergibt nun unmittelbar

L "
(@Y, S, uy= |S|V? |} T pemn (TS G i
% [u(X) e (X+iQTGRTY (T Hig AT [ X]
X

Ll W
= |87 YT (@GR eV,

Diese Darstellung wird in (29) eingetragen. Hrsetzt man nun noch ¥ durch
Y1, so erhilt man fiir X = 0 in der Tat

(303 ST, 8wy = |87 |2 H(Y, 87 u).
DaB % mit % in D liegt, ist evident auf Grund von {17).

§ 3. Differentialoperatoren

Wir wollen nun die eingangs beschriebene Beziehung zwischen den Poly-
nomen #(X) ¢ und den linearen Differentialoperatoren L(X -5%;—) nither
untersuchen. Zunichst einmal ist klar, dali bei gegebenem L (X ?m——) das
durch

(31) w(X) e mHIN = L(X 32—,)e~m(rm

bestimmte Polynom % (X} zu P gehort; denn o (X' X) wnd X 1—1—,« sind beziiglich

der Transformation X - X ¥ mit orthogonaler Matrix ¥V invariant, der Ope-

2 . . "
rator X w7 sogar bei nicht-singulédrem V.

Um nun umgekehrt auch einzusehen, dall zu jedem Polynom «(X) €P
ein entsprechender Operator L(X 3—3(7) gefunden werden kann, ist es erforder-
lich, #{X) als Polynom in den Elementen w,, der Matrix W= X X' darzu-
stellen: %(X) = p(W). Das ist moglich auf Grund bekannter Sitze der In-
variantentheorie. Die Anwendung des Operators X —é—ai,— auf 1w, 5 ergibt

é 2
X355 Wep = (Zﬂ' Tue Fayy Yav %q)
2,

= (2 g Bov aga Tge + Z Tuo Tua avﬁ a@a)
0.9 0.0

i (Z Tuo Tpo Ouv + 2 Tuo Fae ‘5vﬁ)
g ]

= (wﬂﬂaa,v + L 6vﬂ)
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und damit fiir eine heliebige Funktion f{I¥)

x 2 =W x 2w,

ax =p _éwmﬁ X’
R e af(W)
- oy “a 73’@ (w,uﬁ 6110 + wﬂm avﬁ)
afLwy 3
=2 (E w,lt,ﬂ ev,ﬂ “m”) = 2 W a”?f(W) L]

.8 8 1. ,
wobei W= (e“,, —57%—”) und e,,= 1 oder 7 ist, je nachdem g = v oder gt 4= »

ist. Das Resultat der Differentiation ist also in jedem Fall wieder eine Funktion
von W, und wir kénnen allgemein

(32) L ()a —ai) JWy=L(2W 327) U]

notieren.

. . . d . .
Es seien ,, dic Elemente der Matrix W Fine einfache Rechnung
crgibt dann
Dy €77 W) o2 — a0y, e 7D
und damit auch
(UH,, {f(W) e—nu(W)} = (7 7 w,uu I(W) + w,gw {f(“/)}) e—RG(W) -

Bezeichnet (W) ein Polynom vom Grad k, g0 ist w,,f{W) ein Polynom vom
Grad k + 1, wihrend der Grad des Polynoms o, {/(W)} gicher nicht grbfer
als & ist. Auf Grund der angegehenen Wirkung von e, ist nun sofort einzu-
sehen, daB fiir ein vorgegebenes Polynom p(W) eine Beziehung der Art

i 3 .
P (““ i 'FW) e=n2W) — (p(W) + q(W)) e

gilt, wobei g (W) ein Polynom ist, welches kleineren Grad hat als p(W). Mit
vollstindiger Induktion nach dem Grad von p{W) beweist man dann die

Existenz eines linearen Operators Ly (W 3 fv—) mit der Eigenschaft

Pamit sind wir am Ziel; denn wegen (32) ist

: ) . 2 '
w(X) e nt WD = p(Wye ="M — L, (]?X "7)(_) e )

so dafl in (31) nur L(X _BBX’“)= L, (% —a—;r) gewihlt zu werden braucht.

Wir untersuchen noch die Vieldeutigkeit von L(X 75%;-) in Abhingigkeit

von #(X). Wegen der Linearitat der Beziehung geniigt es, den Fall u(X) = 0
zu diskutieren. Wir setzen also

? ,
L(X 5}7) emt XD = 0
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[/
voraus, L(X ETX‘) sei ein Differentialoperator vom Grad A; es handelt sich

hierbei um den Grad in den Elementen von 5 d allein. Auf Grund ohiger Aus-
fithrungen ist
2 - a
(X 53] e D = L{z W) e
={L{— 2aW)+ K(W)}je =7,
also
L(—-2aW)+ E(W)=0 fir W=XX'

mit einem Polynom K {W), welches kleineren Grad hat als L{W). Daher ver-
schwindet auch der homogene Bestandteil h-ten Grades L,(W) von L(W)
fie W= X X":

Ly(Wy=0 " fir W= X X"

Eine solche Relation ist bekanntlich eine Folgerelation der speziellen Deter-
‘minanten- und Symmetrierelationen

|@.va“ﬁv‘ =0, w,—w,=0 fir W=XX",

wobei ay, oy, « - -, 04y Und By, fa. . . ., a4y beliebige Systeme ganzer Zahlen
im Intervall von 1 bis m sind. Das bedeutet folgendes: Betrachtet man die m?
Flemente von W als unabhiingige Variable, so liegt L, (W) in dem von den
Polynomen !wuﬂ 5»’ und w,, — w,, erzeugton Polynomideal. Das heilit, es

lassen sich Polynome f,;(W) und g,,(W) so bestimmen, daf
{33) Lh(W) = ‘Zﬁ‘ fzﬂ(W) ]wm"ﬂvl + Egﬂv(W) (wpv - va)
o, | nv

eine Identitdt in W wird. Zur Abkiirzung ist hier o und § fiir die Systeme
{0y, Oty o« 5 0ay) und (B, Ba - - ., Brsy) gesetzt worden. Fiir die zweite
Summe kann mit G{W)= (g,,(W)) auch o(G(W) (W — W")) geschrieben
werden.

Sei M, der Modul der linearen Differentialoperatoren vom Grad = A,
Da der Restklassenbereich ,/M,_, ein kommutativer Ring ist, so folgt boi

der Spezialisierung W = X 5 % aus (33)

a 7
Lh(XW)EG(G(XW)A) (mod Emh_l}
. a a v\ . . .
mit A= XW - ( X "53(7) : denn die Determinanten |waﬂ 3”| verschwinden

nach der SBubstitution W - X —a% module 2%,. Da L, (X %) auch der homo-
gene Bestandteil hichsten Grades in L (X 3%) ist, so folgt schlieBlich

L (X 5%) . (G(X%) A) (mod M, ,).

Wie schon in [1] festgestellt wurde, fithrt A alle Funktioner  » Art f(X'X) in0
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iber, Der Operator

LI(X ‘ai) L (X a;) s (G(X a;) A)

hat demnach folgende Eigenschaften: Er annulliert mit I (X a_if'") die Funktion

e- M X' Y und ist von kleinerem Grad als LI X -nfaf—r . Vollstindige Induktion
X g

nach dem Grad von L(X ‘éaif’_) ergibt nun sofort eine Darstellung der Art

B ?
L ()L BX”) =0 (.H (X a*XI) /1)
mit einer Matrix H (X --ai.—,—), deren Elemente &,,, (X a_iv) lineare Differential.
operatoren sind. Damit ist anch gezeigt, daB

(34) Ll (X éfYF) e—nT (Y X) — L2 (X _aaf’,) e— X X)
mit dem Bestehen einer Operatorenidentitiat der Art
; 2 d F}

gleichwertig ist.

Wir kémmen nun auch die Frage beantworten, welche Eigenschaft dem
Operator L(X a%) zukommt, der dem Polynom u(X) €9 gemall (31) ent-
spricht, falls

(36) glA2ry w(X)y = A,u(X)
ist. Man erhilt gsofort
(37) oA L(X %) - 2 L(X55) - o (X 7177)4)

o . ; a
mit einer gewissen Matrix H, (X T‘F) .

§ 4. Verallzemeinerte Eulersche Integrale

Es sei ¥ = (y,,) eine n-reihige symmetrische Matrix, {d ¥] das Produkt
der Differentiale dy,, (st = v), X eine rechteckige Matrix vom Typus X%
und Rang # und s eine komplexe Variable. »(¥) bezeichne einen Griflen-
charakter quadratischer Formen und #(X) ein beliebiges Polynom in .
SchlieBlich sei auch wieder ¥ = B'R mit R = R™. Wir stellen uns die Auf-
gabe, die Integrale

-

1
(38) T(s, X,u,0) = [ w(X R e " (XTXY (Y)Y ¥ 2 [d¥]
¥>0

. . - n -1 - . .
za berechnen. Sie existieren fir Re & > —5-, wobei im aligemeinen, d. h. fiir

n > 2, voretst ar~h noch dic Beschrinktheit von »(Y) vorauszusetzen ist.
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Im Spezialfall w(X) = 1 ist nach [2]

(39) J(4,X,1,9)
= gonetn= s — ) Dis — B3} oo s — o) v (X7 X) | X7 X~
mit % (¥) = »{¥1) und gewissen komplexen Zahlen f,. fiy, . . ., f,, die durch

die Eigenwerte von #(Y) his auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt sind.
Wir zeigen nun, daB die Integrale (38) aus (39) durch einen einfachen
DifferentiationsprozeB zu gewinnen sind. Zu gegebenem u(X) bestimmen wir

den Operator L(X 73%57') gemiB (31). Substituieren wir hierin X — X R’, so
ergibt sich

L(X aX')e—“m VXY = (X R') e no(XYX)
und damit sofort

(40) L(X %)J(a,)ﬁl,v): T(s, X, u,0),

indem man die Operation L (X %) mit der Integration vertauscht. DaR dies

zuliissig ist, kann leicht eingesehen werden. Mit Hilfe von (39) folgh also
Jis, X, u,0) = ar“”“("‘l}f“ Tis—pyI's—fy)... I'ls— Bo) %

) X L(X S ) (5 (X X) 1X' X|- .

In zwei Sonderfillen fiihren wir die Berechnung bzw. eine Reduktion des
Integrals (38) unmittelbar ans. Wenn u(X F) = |V|2kw(X) fiir V|40 gilt,
was fir Kugelfunktionen 2 n k-ten Grades zutrifft, so hat man u(X R’
= u{X) | Y* also

Ji, X,uvy=w(X)J(s+ kX, 1,v)
und damit auch

R O Lle s SR

=k gle)qls + 1) ... qls + k — Ty u(X) | X' X|~* 2 (X' X) | X" X[~
mit :
(43) g(8) = (s — B (s — fa) .- (s — fu);

denn es ist

‘{11 S ,."_{ ,H (s 47— F2-
Der zweite Fall betrifft die Reduktion des Integrals
J(8, X, (0 (X' X)) u(X),v)
anf den Fall & = 0, wobei #{X) homogen vom Grad 2 k vorausgesetzt werde.
Wir bilden mit einer positiven Variablen

t=*J (s, T X, u, v)
n+1

= [ WX R) e o) [T @)



Zotafunktionen mit Groliencharakteren umnd Kugelfunktionen 13
und bekommen nach h-maliger Differentiation
N _
(~a[) kS (s, )t X, n, )
n+1

c(Cat [ XY X u(X R)e Xy p(V) ¥ 2 [dY],
¥>0

mithin

J(s, X, (o (X' X)) 0(X), v) = (— m)~*

9 \k —~k i
(‘sg‘) -+ (s, 11 X, ’”};:1

—h LAY —k—ns J X
= (_ ‘TC) [(_ét-) " ]t"”l (83 ) U, ’U)
—mrns+ By (s + k+ 1) ... as+ kA1 J(s, X, u,0).

Stehen Ly (X ag{"“) und (o (X’ X))*w( X) in derselben Beziehung zu einander wie
L (X —a%;') und #(X), so besagt dieso Identitit

13X 53 ) (5 (X X)1X K]
(44) Cahms k) (ns+ k1) .. (s B h—1) X
xL(qu-—,—){ﬁ(X’X) XX

Ist u{X) Elgenfunktmn des Operators o{/A%*) zum Rigenwert 1,, so trifft
dies auch fiir L(X ){v X' X)X X|-9), ja sogar fir L(X aX,)f(X X)
#u, wobel [(X' X) eine mllkurhche Funktion bezeichnet. Das ergibt sich sofort
mit Hilfe von (37).

Fiir homogene #{X) und beschrankte »(¥) laBt sich J(s,X,u,v) leicht

abschitzen. Sei 1(X) homogen vom Grad 2 k und etwa [v{Y)| =1. Dann
gilt auch

(X)) = M (o(X'X Nk

mit eincr positiven Konstanten M, also fiir reelle ¢ > - ; L
W (s, X ) = M J(s,X, (o(X XDk 1)
(4D) = Matnsins+ 1}, .(ms+k— DS X, 1L 1)
w—1

e M gelrnn-hft-ns | X' K- [j’ (ns+ p) H ]’( 2),

=0

wohei benutzt wurde, dall im Falle v= 1 die Zahlen Bis Bae -y fin mit O,
1 =1 ihereinsti
575« - » g Ubereinstimmen.

§ b. Verallgemeinerte Dirichletreihen

Wir zerlegen die Thetarcihe (4) in

(46) MY, 8;u) = );ﬂ Y, 8;u),
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wobei

(47) DAY, S0~ T w(@GR) e v sieD
4]
Rang §=r

gesetzt ist, und bilden mit einem GréBencharakter »(Y) die Funktion

#+ 1
(48) nis, 8su,0) = [ B,(Y, 80 TN ¥ T [@¥].
F

Die Integration ist auszufithren iiber einen Fundamentalbereich F der Gruppe
der unimodularen Transformationen ¥ — ¥ [I7] im Raum der positiven Y.
Da der Integrand gegeniiber diesen Transformationen invariant ist, so hingt
das Integral von der Auswahl von & nicht ab. Wir kiénnen §§ invariant be-
ziiglich der Transformation ¥ - ¥~ voraussetzen. Die Existenz des Integrals
ist gowihrleistet, wenn Qe s > m/2 und »(¥) im Falle n > 2 beschriinkt iat.
Das geht ans den folgenden Umformungen unschwer hervor. Eine vollstindige
Ubersicht ither die Griflencharaktere und ihre Eigenschaften im Falle
n = 2 ist in [3] gegeben worden.

In (47) werde die Reihenentwicklung fiir 9,(Y, S; u) eingetragen. Glied-
weise Integration ergibt

ntl

49) n(s, S;u )= 5 [ u(QCERYe-r@SENG(Y) ¥ T2 [dY].
>0

Wir ersetzen & durch @ U, wobei U die Gruppe aller unimodularen Matrizen
und ¢ jetzt ein volles System ganzer, rechts nicht-assoziierter Matrizen vom
Rang n durchliuft, was unter dem Suminenzeichen durch |@), G'¢ > 0 zum
Ausdruck gebracht werde. Da U und — U dieselbe Transformation im Y-
Raum definieren, so ergibt die Vereinigung aller Bereiche §f U] einc doppelte
Pflasterung des Raumes aller positiven ¥. Mithin wird, wie leicht zu sehen ist,

77(8: S; , T))

n+1
—2 N [ w(QOR)erSENF(NY] 7 (Y]
iy ¥>o
G >=0
=2 Y J{5Q06,u, 7).
i
GEx0

Die Anwendung von (41) mit ¥ und @y, o,,. .., @, an Stelle von v und f;,
Bar o+« » B liefert schlielich

nis, S;u,v)

50
0) = 2qg-natnin-04 g — o)y I'(s — a5) ... (s — o) pls, S5 u, 9},
wobei
: ?
, 85w, )= L X___,..) X'X) | X X~
(5]) G0
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ist. s sei hier noch bemerkt, dall geméi,ﬁ (42)

(s+k—oy

( s S ®, lv) P{E—WO'.Ti ‘Fa(s, S; U, IU)

i=1

mit der durch (1) erklirten Reihe gg(s, S; u, v) gilb, falls a(X V) = |V |2Fu(X)
fiir | V] == 0 vorausgesetzt wird.

Tras Problem der analytischen Fortsetzung und Funktionalgleichung fir

pls, 8 u, v) ist in folgender Weise in Angriff 2u nehmen. Man zerlegt das

Integral (48) durch |Y|== 1 in zwei Teilintegrale und substituiert in dem

zu | ¥} < 1 gehorigen Teilintegral ¥ — Y-, Die Anwendung der mit (30}
gleichwertigen Transformationsformel

n e

By (X1, S ) = [ S]2 Y] B (Y, 87750) +

neto_mom
XS YT 9 (Y, 8 a) ~ B (Y S5 w)
r={}
fithrt dann auf
nis, S u, v)=
i m
[AITE (T, S50 T (F) 48] 2 (Y[R 0 (FL S (D))
2
2y XY E @Y1+
-1 # "
+ X {|S| 2 |Y|z DAY, S ) — 3, (T, S ul} X
n‘rI]}EC‘?
1¥|z1

%t
xw (Y)Y 7T d ¥y,
Das weitere Interesse ist auf die Berechnung der zu r = n gehérigen Integrale
gerichtet. Auf Grund der im Falle n — 2 gemachten Erfahrungen ist zu ver-

muten, daB dicse Integrale rationale Funktionen von s sind. welche dieselhe
Tuvarianzeigenschaft haben wie das zu r = n gehérige Integral.

Das zu 7 == 0 gehirige Integral Jat sich einfach berechnen, da DY, 8 u)

w(0) ist. Hierbei verwendet man zweckmiiflig die Paramcter darstellung
(53} Y=t¥,t>0,|T,|=1.
Sind @ und m, die invarianten Volumenelemente des vollen Y- Raumes bzw.

der Determinantenfliche | Y| = 1 beziiglich der Metrik ds®= & cr(Y 1Y,

so gilt
) n+1

(54) w=2 Z|¥Y| ? [dY¥]= V” d oy .

i
P
Mit ¢, = |/§ 2 2 ist also
n+41

(55) YT Y] =0, 2y
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J: bezeichne den Schnitt von F mit der Determinantenfliche [Y|=1. Wir
erhalten dann

" P n+I
LIS d (Y 85w | yE T T gy
|¥| 21
LI 00"(,’.{‘__3)71
(56) = IS T E©) oY), [l it
s 1
O ey
_ ,,,_9__.(,,,m ...... 18] /v(Yl) oy,
nls—-—
7
F1
analog
Cp Y
[ (Y2, 85 0) o(T) | ¥ RS
(57) Yeg

€
¥zt
e u(ly [
m_¥ﬁs—§/ ¥ e, .

Die Zuriickfithrung der allgemeinen Divichletschen Reihen @ls, 8, u, v) auf
solche, die mit homogenem, harmonischen % gebildet sind, ist auf Grund der
Zerlegung (11} sowie der Reduktionsformel (44) sofort miglich mit dem Er-
gebnis (12).

SchlieBlich soll noch eine Bemerkung hinsichtlich der Bildung gewisser
Polynome gemacht werden, die auch schon im Falle # = 2 ejne Rolle spielt.
Da jetzt Matrizen verschiedener Spaltenzahlen auftreten, setzen wir der
Deutlichkeit halber X = X B =P, und v = w, fir u ¢ P Aus jedem Poly-
nom «, ¢ P, ist dann ein System von Polynomenu, P, (r==1,2,. .., n— 1)
auf folgende Weise zu gewinnen. Man stollt #, (X) als Polynom in den Ele-
menten von X X' dar: u,(X)= p(X X’) und hat dann in (X)) = p(X, X))
{1 <r < n) ein Polynom, welches in P, liegt und durch w,(X) eindeufig be-
stimmt ist. Letzteres folgt auf Grund der Tatsache, da8 ein Polynom g (W)
bei der Spezialisierung W -» X, X, (r < n) verschwindet, falls dies fiir W.» X X'
zutrifft,

§ 6. Funktienalgleichungen im Falle n — 2

Die Berechnung der Integrale in (52) fiir » < n soll nun fiir den Falln= 2
nach dem in [4] (s. auch (3]} entwickelten Verfahren ausgefiihrt werden. Dabei
verwenden wir die spezielle Parameterdarstellung

(=+eh yt xyr
(58) Y:tn:z( nr, yﬁ,),t>0,y>0.
Metrische Fundamentalform und invariantes Volumenelement des Y.Raumes
werden durch

(59) ds?= Lo(Y-1d¥P=t-2 ds2 4 ¥y da - dy?)
1

=37 [AY] -t dty 2 dedy = - dy o,
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egeben. Finen brauchbaren Fundamentalbereich & hat man, wennt = x4+ i y
resetzt wird, in

80} F={tr):0=22<], 22+ 3°21,1t>0, y>0}.
Demgemif ist
(61) . Gh={r:0g2xg1, 2®+ 421, y> 0}
Bekanntlich ist
(62) fwlz--?gw

#

Die GroBencharaktere »(Y) sind als eindeutige Funktionen der kom-
plexen Variablen 7= x + i y darzustellen — im folgenden wird direkt v(Y)
= »{z) geschrieben — und gestatten eine Fourierentwicklhung der Art

1, 1 1
03) vm=ay¥ by 4 Tyt K, (2xln| y)etrine,
LR

Wie in [3] néher ausgefithrt wurde, sind die folgenden Falle in Betracht zu
zichen :

1. w(zy=1. Dannistetwair= —% a=1,b=0.

. . 2 a
2. »(r) = automorphe Rigenfunktion des Operators g* (—;—xg+— a’_iji‘) zur
Modulgruppe und zu positivem Figenwert, welche tberdies beziiglich der
Transformation x -» — x invariant ist. Hier ist » reell und e = b= 0.

3. v(t)= B(r, 1 + 2 ir) mit reellem r. Das ist die durch analytische Fort-
setzung der Eisensteinreihe

5
(64) Hig,s)= Y yZlet+d|=* Res>2)
{e,d)=1
gewonnene Funktion. In diesem Fall ist
In @i
Ay S+ 2ir) °
wohei ¢(s) die Riemannsche Zetafunktion bezeichnet.
Zusammenfassend konnen wir feststellen, daBl r entweder reell oder gleich

{65 =2, b=2yn T

-+ % ist und

1
(66) w{1) = o(y?)
fiir y — oo, gleichmiBig in x gilt,
Da der Integralmittclwert von v(z) iiber {;, gebildet mit dem invarianten
Ylichenelerent ey, im 2, und 3. Fall nach [3] verschwindet, so erhalt man fiir
die Differenz der Integrale (56) und (57) den Ausdruck

mogfEO) RO
(67) 6 L’(”)( vt IS ‘>!

— —g

2
wobei d(v) = 1 oder 0 ist, je nachdem v konstant oder nicht konstant ist.,
Das also ist der Beitrag fiir + = 0 zur rechten Seite von (52} im Falle » = 2.
¥s verbleibt dic Berechnung des zu r = | gehirigen Integrals in (52).
Zunichst sind die ganzen Matrizen & vom Rang 1 geeignet darzustellen. Man
Math, Ann. 134 2
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erhiilt alle Matrizen dieser Art, und zwar jede genau zweimal in der Gestalt
(68) G=gle,d),
wenn ¢ alle ganzen Spalten =+ 0 vom Typus g(™ 1 und ¢, d alle Paare teiler-
fremder ganzer Zahlen durchiiuft.

Im folgenden sei nun u(X) eine fest gewihlte harmonische Forni in P
vom Grad 2 k. Nach (17) ist dann
(69) w(X)=(— 1yu(X).

Da % (X) als homogenes Polynom in den Elementen von X X' darstellbar ist:
w{X}= p(X X'}, so kann jetzt

wQOR)=p(RGY Q)= P(QQ(Y[‘;])Q' Q')
=(¥[g]) p@sg @y n(Q9)

yk
geschlossen werden, wobei, wie am Ende von § 5 ausgefiihrt wurde, u,(x)
durch u(X) eindeutig bestimmt ist. Ferner ist

sy s@n="7[y-s [g]:tﬁgjﬁsml_
Wird also 97 (¥, §; #,) durch
(70 T (1 85 w) = §0 u(Q 6 Yy ) ey St
]

eingefﬁhrt, go stellt sich #,{Y, 8; u) in der Form

t 2
(Y, Ssu)=% X 2 (i)k le T + d|*%u, (@ g)ewnf lex -+ 4 S1s}
(71) (e.dy=1g+0 \Y
N {}*icr+d2,§;u)
E Y Ot(ler v dP Siw)
dar.
Eine genauere Kenntnis ist im folgenden von der Mellintransformierten
(72) n* (s, 83 ug) = Uf B (g, S;uy) yr~ldy
erforderlich. Da die Thetareihe
(73) % (y, S; u)) = wy (0} + 91 (3, 5 %)
der Transformationsformel (30) mit » = 1 geniigt, was hier
1 i
(74) (o, )= 187 Ty T 0% (3,57 )
besagt, so folgt in geliufiger Weise einerseits
3 1 L omo) dy
7* (s, 85 uy) = f {@5‘“% S;u)y + 8] 2Oy, S u) ¥t y
(75) ' i 1
_ u’l({]) - 1.!,!(0) IS'*E"
& m

HEM‘S
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andererseits durch gliedweise Integration

% n (5, 5 m) = &= =KD + ) ¢*(s, S5 w)
mit
n pris 83 ) — X w(Q9) (191

G0

woraus erhellt, daf ¢* (s, 85 u,) eine meromorphe Funktion ist, die der
PFunktionalgleichung

m

{
(78) {7 e Miu = |5 T gt (s 8 Hy)
LA ) Ul 1

geniigt. Bs mufl jedoch beachtet werden, dal #, im allgemeinen nicht mehr
homogen ist, so dall g*{s, §; ;) nicht mehr die einfache Bauart (77) hat.
Wir brauchen hierauf nicht niher einzugehen, da die Funktion ¢* (s, §; )
in unseren Entwicklungen nicht mehr auftritt.

Zur Abkiirzung werde das zu r= 1 gehorige Integral mit J bezeichnet.
Wir wihlen fiir § den Bereich (60) und approximieren den Intogrations.
bereich von J durch dag direkte Produkt des Intervalls 1 =t<p mit dem
Bereich

B={r:0=22=<l, 2+ yP=1,0< y<qt,
50 daB J als Grenzwert in der Form
79 J = lim (Ji(p.g) ~ Jolp, 9)
mit n
B0)  Sylp )= 2= V1SS LY, S ) vl ettt oy
und o

Fid
(81) Jolp. @) =2 [ [ S (YL, 8wy w(r) i3t db oy
ray,

darstellbar ist.
Wir formen zunichst (80) um. Da der Integrand eine gerade Funktion
von & i8t, so ist offonbar

P
Jup, g) = (S| f 1 88 Y, 87w p(rytm—te-ldtw,,
i %y

wobei B, sich aus B, und dem an der y-Achse gespiegelten Bereich zusammen-
setzt .

{82) P={r:]22| <1, 222l 0<y=4g).

Mit Hilfe von {71) erhalten wir

Ji(p, 9

OF (; leT + dI2, 8§71 ul) vi{r)tm=2-1dt e, .



20 Hang Maass:

Zu jedem Paar ¢, d gibt es eine eindeutig bestimmte Modulsubstitution

U == (:: Z) , welche B, in den Streifen 22| £ 1 abbildet. Sei
G, = %’ U8, ,

wobei 7 ein volles System von Modulsubstitutionen der angegebenen Art mit
nicht-assoziierten zweiten Zeilen durchisufe. Es wird dann

4
@) hipo= s f é[ o, st o -ttt o
1 &

In gleicher Weise wird (81) behandelt. Hier beachte man zunichst die In-
varianz der im Integranden auftretenden Thetareihe beziiglich der Trans-

formation ¥ — Y[(l) —‘1)], deren Wirkung auch durch #-»f, ¥;— ¥7'! be-
schrieben wird, so daf Y-1 in (81) durch }i Y, ersetzt werden kann. Die

Substitution { — 1 liefert dann
P
Jop, q) = [ [ (Y1, Siu}e(y) 1~29—1 4t @,
1 &

1
= [ [ (Y, 85u)viz) -1t oy

1@
P
1 Lappry
=5 X fIH (——‘cr+ dz, S;ul)v(t)t“—l dt o, ,
(edy=1 1 F ¥ .
[

also

(84) Jg(p,q)=Lflesf'ﬂf(%,s;ul)v(r)tﬁs—I dt .
P

Die Integration in (83) bzw. (84) soll zuniichst itber das direkte Produkt von
{t:1=t¢ < p} bzw. {t: —%g t < ll[ mit it: 22| = 1,—;—§ S q} erstreckt
werden, wobei zu beachten ist, da8 der letztgenannte Bereich in &, liegt.
Da x nur in »{r) vorkommt, ist die Integration iher x jetzt unmittelbar aus-
zufiihren. Fs erscheinen dabei die von y unabhingigen Terme der Fourier-

entwicklung (63). In dem restlichen Integrationsbereich gilt fiir v(z) 7ufolge
(66) eine Abschiitzung der Art

1
|”(T)| = q?

mit einer gewissen Konstanten s, withrend fir @ (y. 8% uy) auf Grund
von (74) eine Abschitzung der Art

"

Wy, St )| S0y et g fiir y > 0
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mib gewissen positiven Konstanten o, und ¢ zu finden ist. Seien B, (p. q) und
R, (p, q) die Beitriige zu (83} und (84}, dic von der Integration iiber den Rest.-
bereich herrithren. Sie ]aﬁ;ﬁen sich mit op= oo, Max (|&]-1, 1) unter der Vor-
aussetzung Ves=0>- 4 , die 27 = tm 2% fir £ 1 nach sich zieht, in fol-

gender Weise abschitzen

1
iR P,?)|+|R (p, qigasqz ff 77 2,520 ly-2dydi
1 £ m o, m 1 @«
=%q° ffe sty T dydt= e ® ﬁgaf(?a—-%)q—‘ﬂ_ y-2ody
LU ] p

L 3
= gotyer F(Zo‘ — g) gz " ¥ = o(l)

fiir ¢ — co, gleichmiiBig in p.

Mis
3—}- ir —3-—'”
J{p,qy = (= 1)* S| lf[?}* T )( Tz + by 2 )><

(85) ¥ gm=2a-1dt dy —

3 I
*f[?'}* --,S ui (ay TNy by_i'_”)t“—ldtdy

gilt alzo, falls Re s hmre}chend grof} ist,

(86) J = lim (Fi(p, q) — Jolp, @)= lim J(p, q).
p‘qw—boo p,q%oﬂ

Wir spalten J (p, q) auf in

(87) Jpg)=ad(pgir) +bJ(p g — 1),

wobel

roq
5.
Jip qir) = (- 1F S| [[‘9?(—:}8'1;%)?/#?*' Vigm—te-1dt dy —
{ '1

O
— [f??f o ul y—§+‘r62“*1dtdy

(88)

3
Pu( 1 iSl 1 V 19)]] - 8] *k*7+"rtm+k 2g ldy(ll

(I

1
st “ e
— X (@ )ffe Sly™F = u T M ktra-i gy dt
g% 0 Yy
P oa
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gesetzt ist, Pertielle Integration ergibt

J(p.q;7)

= (= ¥ |87 5 uy(Q-1g) f y
§+0

@ - 3 u(Qg)
+0

_f@+

1

1

5=

q
fmtE—2¢

P |
k=gt ir [e - 50g

_ mt8iel
¥

m—2s—--%n+ir
1
q

tm-i'k—%;m-l
dtldy —

LI
)e nyS isl
m—28——~—2 4 ir

q
. -+ 3x t=1
y k e nyS[g] tl o .
28——2-*—'-“1'1‘ ;#_l_
1
18 .t k4211
o= [9]) = Sms ! dt|dy .
y 28— 5 i

Diezut=1p und% gehorigen Bestandteile streben bei festem ¢ fir p oo
nach 0, falit Re s = ¢ wieder hinreichend grofl ist. Zum Beweis schiitzen wir

S[g} —k—%+ ir
Y

2, 8) - E%(Qg)f

Afﬁ*

dy

q
W H “1 y 2+"dyhk

mit Re tr= 3(6: 0 oder +1) wie folgt ab:
g
y\™® et o8
|2, S)|ga3f(~t-)2e vy z dyt*
i
T
1
mtdtl " _
=oc2fe“”*y 2 dyt 2
i
g
o mtd1 8—1
=aa-/e—syyw—'2mdyt_k+T
H
H midtl [ 51
sa(f) 5 femay ot
b
mAd4+1 m
e A
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Der fragliche Beitrag

Prn{—k 22 P
(— D82 2 (p, 81— D Q( S) a—
r
m—28— 5 + ir

konvergiert also bei festem ¢ fiit p - oo gegen 0, sofern g > j: + 1 ist,

2
SchlieBlich kann in den Doppelintegralen in (89) die Integration nach y aus-
gefithrt werden; denn es ist

. tgtl LIPS B T
- (k’*" ";'—zr._ﬁ._.q_,[gl)e "yS Egly [ + ir

2
Yy
- ;‘,;;67 .«:%srhlm y_k_%,.Jr ir

Man erhilt

lim J(p,q; r)

p——)—DO q

. ~Tgg k=2 i I
= (-1 S|t Xy (@rg) [Ty Oy g, L
g0 m_2s—5+t‘r

LI

1 ke L ir #=q R T
+(m1)k!31 IZ,'"':(Q ~lg f S [g] g 7 ] _ pm+d-2 ide .

]
7 m—2a~-é—+ir

S[ ] —kk.m.+,,,. =? tue: ‘dt
2 Qg)f[ i L L
%0

K] 28— ~27+1r

Der Beitrag der zu y — ? gehorigen Glieder strebt fiir ¢ — o gegen 0, sofern

Res wieder hinreichend groft gewidhlt wird, Das ist ohne weiteres kiar fiir
den Beitrag, der von der dritten Summe herrithrt. Beziiglich des Beitrages
von der vierten Summe beachte man, daB

1

e g

B, 8 u) 21 dt q e —
28 — Fir
X 2
o
T
%—Zs—ir
= BY(E S uy) 251 di B S
1 .
28— 5 +ir
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unter der Voraussetzung Re 8 > ’: existiert und fir ¢ - co gegen 0 konver-

giert, da das letzte Tntegral fiir ¢ -> co einen Grenzwert hat. Wir erhalten
somit

(90) lim J(p, g;7) = limJ* (g, 7) ,
Pz g—> 00
wobei
J*{g, 7)
) Y AL
(—WﬂWPLMQ@) T
P X R o 5 4
¢
P _le) ki 1
~ Yuie) [y Ay o —y
8+0 28—+ ir
i 2
7
_1 +ir ~ t 1
+ (= 1) ]S‘—lq 2 ,9’1" ( -, S*‘;uk)t’"—z’”l dt,,,‘_.___‘,f,_l_.h,,,,,._
1 m——2a----2—+ir

1

]

1,
Mq_“z_'%" o ( S ul)t“ 14— i
28—«-~-i—w

L

ist. Hier wird
,9*(,‘, gt1. ﬂl)— kN ( )2 &t (,‘,, g1, m))
L7 (4) T a0 - mo

eingetragen. Nach Ausfithrung einiger elementarer Integrationen ergibt sich

J*(g, )

3
S“‘[g] -k i i
1)k+1ISl_12u1(leg)f y 2 d 7.._..,__i J—
m—28—
2
r}
LI T PR . R 1
—— —f i
~ Su@e) [ vy 2 dy—y
§+0 : 23#§—+w
T
B &mz—] rir - e
b — at( 8; ul) dt—

mw2s—-—2~+ir.
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[

m—1
1 m——tr + 20
s ¥ L — 1(3 SA;EaI)t : dt +
23———2—-{"@
Y Y 1
-5 4 Uy - —
+{8] 2 2_m1 ( e Lo 2 1+.)+
$— m 85 i $ g ir
—,; 4 ir —-L-kir B
+_g__“ ”1(0) 7¥( l)klbrl_-l . (I ﬂ’l( }

(2sm-§+tr)2s

(m-—28---§—+ir) (’m~—28)

Die Integrale iiber die Thetarcihen in dieser Entwicklung streben ersichtlich
1.

gegen 0 fir g > oo, falls Re s hinreichend grof ist. Ebenso gilt ¢ 2 “r-»a-O,

wenn i1 —%w ist. Diese Einschrinkung ist unerheblich, Wenn namlich

=y ist, so verschwindet der Eigenwert von v(z) mithin ist v (r)=1, in

der Entwicklung (63) also @ = 0, b= 1. Das heillt, es tritt J*(g, — 1), nicht
aber J* (g,7) bei der Berechnung von J auf. Damit ist

(91) lim J* (g, 7) = tim J, (4, 7) ((,;,, + ,;)
q—re0 g+ 00
mit
Jylg. )
q n 3 1
- 8ot gl kgt
= (— ¥t {Sl 12/ 1, (- 19)[ ¥ 8 ¥ 2 dy . o
m—28— b ir
P)
1
q
T
o Slgl k- — Fir 1
—,Lul(czg)fe R A P -
g0 25t ir
3
1
L
LIl
sl *q *® By (0) (—F \
%» 2 TH: 4‘2 1 + . - 2 _ l + .
§— 5 m s— tir s—5 ir

fiir hinreichend groBe Werte von Re s gezeigt. Wir nehmen jetzt noch eine
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Umformung der unendlichen Reihen vor:

T
o 3 .
20, 8= (@) fe?'”“] y FTe T ay
g+

e

1
—nySlal k- — 1
qul(Qg)fe Pl T Ty
J
T

g0
q ot i
1 .y PR
- Yo g | T@@ySie) dey 2y
89 g— it
)
PR L]
1 e km Ybir etk —ir
=X Q8 5,7 I's)(xSgh—*\g P—y ? X
2ni i
g+0 p— oo
N
a#k——L%—ir
o4 dico
1 DU Ry PR S ds
= Bxi 7* (s —k, S;u)\g 2 —q z T e
: s—k——5Fir
o —ic0

Dabei ist #*(s, S; u,) die durch (76) erklirte Funktion. Die Integration ist
iiber eine hinreichend weit rechts vom Nullpunkt gelegene Vertikale auszu-
fithren. Wir verschieben die Integrationsgerade parallel nach links bis zu

einer Abszisse o, < k + ;— - Qe ir. Die auftretenden Residuen koénnen, so

weit sie von den Polen von #*(s, §; ) herrithren, der Darstellung (75) ent-

nommen werden. Auf diese Weise erhilt man

oy - oo ,
P d
21, 8)= 2"':;—' it (s — k, Sy o k-t "4“___%,4_
s—k— — +ir
/ 2
6y — 00
o4 ico
1 - +k+_l‘_'r de
I L T T e R
gk —— tir
g—{a
-—E-%-if —‘-;—‘_ m""}_,,,;,-
REACY IR B T N
1 . m— 1 .
5 —ir 5 +ir
* 1 : . 1
+ % E'—if,s}u; fir ire o

Die Integrale und das nichstfolgende Glied konvergieren ersichtlich gegen 0

P e
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fiir ¢ - oo Ein analoges Resultat erhiilt man fiir S~1 an Stelle von . Damit
ergibt sich schiieflich

IimJl(q9 T)
g~ oo . . . . . ‘
" 'é"‘“’-‘s;ul) 3 (-2« ﬂtr,S‘l;ul)
B weman SLL Co
2s—§—+u‘ m—2sé—i+sr
(92) i s _ L _’1:);4_ ir 1 (— 1) 1
i | 2w, {0 2 - —
+q_i12| | ui( V¢ 23—%(11&%28*-‘217—’;—% 23_.._;._}_,;,-)

fiir ir:{:--%—.

_ 1 ( 1 . (— 1 :
m—1 . 1 , 1 .
7 2s—§~+w mm2s—-?+w)

Man stellt leicht fest, dafl die hier auftretende eckige Klammer
(=11

[1= ({nr "_+”)(2s——g‘—)

ist. Auf Grund von {52) ist (im Falle n = 2) klar, dafi J existiert. Wihlt

man nun » == 1 und demgemil in (63) ¢ r= — % ,a= 1, b= 0, so folgt nach

(93)

(86), (87), (90), (01), daf auch lim J, (qz) existiert, Das ist aber, wie (92)
g—> oo

mit (93) zeigt, dann und nur dapn der Fall, wenn

(94) O (- 1) - 1)=0

ist. Wir werden uns am Schluf auch noch durch Rechnung davon iiberzeugen,
daB diese Bedingung erfiilit ist. Jedenfalls folgt nun allgemein

lim J(p, q; r) = limJ (g, r)

Pg—>0 g4—>00
(95) (g insim) a (g —irsrim)
—- T, s ro
23——2—+ar - m——2.9———§-+w

falls i r + 5 und Re # hinreichend grof§ ist. Fur
J= lim (@J(p,q;7) + b JS(p g — 13)}

p, g—> 00
erhiilt man daher entsprechend den drei Méglichkeiten, die zu Beginn des
Paragraphen fiir v in Betracht gezogen wurden, folgende Werte:

1. wiz)y= 1.
LS u.)
28—

,L‘J ,ul)
~ (- LR

"o, v(t) = Eigenfunktion zu pomtwem Eigenwert.
J=10

J= —
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3. v(t)= E(r,1 + 21ir), rreell

2?}*(%—!3;‘,8;%,) 2n*(v~21~ —r, S—l;ul)
J= — i — (=~ DF | 8] e i L—
23———§--+€r m—-2sk—2f+i'r
*(i-’;—ir 8iu *’,1,‘4_,;,. gmn.u)
eymlint(2iry |7 \g 70T AT B
- 1 i + (= 1y |88 i
F(—é——l—ér)ﬁ(l-i-%r) 28—?5—151’ m—2s—-E—ir

Man erkennt ohne weiteres, dall J = R(s, §; u, »} die Invarianzeigenschaft
(— 1% |8 1R (%— 5, S-1; u, v): R{s, 8;u,v)

hat, ebenso wie der Ausdruck (87) und das zu r = n ~ 2 gehérige Integral
in (52}, da (im Falle n = 2) 9(Y) = ¢(Y) ist und (69) gilt.

Zusammenfassend konnen wir nun folgenden Sachverhalt formulieren:
Es sei u(X) eine belichige harmonische Form in P vom Grad 2 k und v(Y) ein
beliebiger QroPencharakter. Dann ist die durch

d
pln Siw0) = 5 L (@€ Q1) (S 16 S 167
et
erklirte analytische Funkiton in der s-Kbene meromorph und geniigl der Funk-
tionalgleichung
7 (%E— 8, 8 u, v) = (— 1)* |8~ nis, 7Y u, v},

wobet

2 4 2
geselzt wurde. Diese Funktion ist in der Form

1 : .
O R S ) LI R P

n(s, S;u,v)

e 3
f {;Y}s:?.,,(Y, S5 u) + (— 1)F 18] |Y|"2""’02(Y, S-l;u)]v()’)n’l’? "My]—
YeF
¥z 1

8
——¢

—%a(v)(i‘ﬂ + (= LS| %‘—’-) + R, 85u,0)
z |

davstellbar, wobei das Infegral eine ganze Funktion von s ist. Die speziellen
Argumente in den Gammafunktionen wurden der Arbeit [4] entnommen.

Die Bedingung (94) besagt, daB %, (0) = 0 ist, falls u(X) eine harmonische
Form in P vom Grad 2k mit ungeradem k ist. Um dies unmittelbar mit
Hilfe invariantentheorctischer Schliisse zu beweisen, verschaffen wir uns fir
die harmonischen Formen in Y5 von gegebenem Grad 2 k eine geeignete Basis.
Bekanntlich hat man in den Funktionen (o (A’ X))**, wobei 4 = AU™ ® eine
beliebige komplexe Matrix mit o(4'4)= 0 sei, eine Basis fiir die lineare

VAT
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Schar aller harmonischen Formen vom Grad 2 k. Folglich bilden die iiber die
Gruppe der zweireihigen orthogonalen Matrizen V¥ gemittelten Funktionen

w(X) = M, {(c{A"XTV))2*}
eine Basis fiir die harmonischen Formen in 0 vom Grad 2 k. Wir kénnen u(X)
als Polynom p(1") in den Elementen von T'= 4’ X darstellen. Ersichtlich ist
pUT V)= p(T)

fiir orthogonale U, ¥, so da p(T) auch als Polynom in o(TT') (v =1, 2)
geschrieben werden kann:

T = q(a(TT), o (T T')R).

Wir erhalten so

w(X) = glo(d’" X X' 4),0(d’' X X' A
und damit

(r) = qlo(d'x 1" 4), o(4'r 1’ A))

=qr' A A (A AP =hix'A A'x),
wobei k{f) ein Polynom in ¢ ist. Da u,(r) mit «(X) in den Elementen von A
eine Form 2 k-ten Grades ist, so ist & (f) eine Form in { vom Grad k, also h(t)

= ¢ i* mit einer gewissen Konstanten ¢. Die Behauptung, daB i, (0) im Falle
ungerader & verschwindet, besagt also, daB '

A= [ (A A'ryre ™75 [dy]

wobei fiber den vollen r-Raum integriert wird, unter der Voraussetzung
o(d4'4) = 0 verschwindet. Wir konstatieren wieder, daB}

HUAV)y=3j(4)
fiir orthogonale U7,V gilt, die Form (A4} also auch ais Polynom in a(4’ Ay
{# = 1, 2) geschrieben werden kann, st
(o (A" AY{o(d’ Ay
em Monom, welches in dieser Darstellung auftritt, so zeigt eine Gradbetrach.
tung, dal
2a+4b=2%k

ist. Im Falle k=1 {2) ist also @ = 1 {2), mithin §(4) durch ¢{4"A4) teilbar,
woraus j{d)= 0 fiir ¢(4"A) = 0 erhellt. Die Voraussetzung k= 1 (2) goht
wesentlich in den Beweis mit ein; denn es ist

j(4) = ./[ (xf - xj)k = {H+a) dayda,,

wenn fiir 4 die Matrix mit den speziellen Elementen

=0

iy == i, og= 2, @y,

sonst genommen wird.
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§ 7. Der Ubergang von harmonischen Formen za heliehigen Polynomen
Im AnschluB an § 5 wird fiir beliebiges n und beliebiges u(X) €

ne

E(s, 8w, v) = ; g DAL T (s, S, v)

1 \ns
Is|™ . :
=\ IFs—a)lis—a) ... (s - o) @ls, 850, 2)
gesetzt. Die firr harmonische Formen #(X) ¢P im Falle »= 2 bewiesene
Funktionalgleichung besagt, dai

(96) £ - s, V)= £, 8713 0 9)
ist.

Allgemein soll jetzt noch gezeigt werden, dafl diese Funktionalgleichung
fiir beliebige «(X) €9 gilt, wenn sie fiir harmonische Formen »(X) € richtig
ist. Dabei wird » keiner Beschriinkung unterliegen. Wegen der Linearitét
von &(s, 8;u, v) in % und wegen (11) geniigt es natiirlich, wenn wir uns auf
Formen der Art (o (X’ X}))*u{X) an Stelle eines allgemeinen Polynoms (X)ep
beschriinken, wobei jetzt angenommen werde, dafl « (X) eine harmonische Form
in P von Grad 2 b sei. Nach (12) ist

O7) £ 8 (@(X DY w(X), v) = -t L EIERER g0y,

F(ns+k)
so daB zufolge (18)
T —
&(s, S; (o (X" X)) ul(X), v)
k
(98) = (— 1)"“‘2 oo (2 R) E(5, 85 (0 (X' X)pu(X), )

r
= (~ l)hwegjn vorg (28) LEEIED (s, 850, 0)

wird, Unter der Voraussetzung
(99) E(%l——s,S;u, ) E(s, §~1; 1, ) = (— V)P E(s, S u, D)

ist demnach
P S

(100) 5(-? 3, 8; (o (X" X))t u(X), v) E(s, 8-1; (o (X’ X)) u(X), %)

gleichwertig mit

P(n(ﬂms)+h+k) ¢

2 I (na—i—k+g)

S = {_. 1} {mn)

(101) T T (n (ﬂm—s) —§-h) ( 1) %'00 (2 h) e I‘(ﬂnﬂ'-i-k) i
2

wobei der groBeren Deutlichkeit halber cf™™ (2 h) an Stelle von c,,(2 ) ge-
achrieben ist. Diese Formel ist nur scheinbar allgemeiner als die zu =1
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gehirige

I‘(B—*s+h+k) i

2 o IM'ns+h+0)
—k_Ne L yw (m) Linsrhre)
(102) = (- SRR ADERES Rt

denn man erhiilt orstere aus dieser vermittels der Substitution m — m n,
s—>n3s. Daim Falle n= 1 die Funktionalgleichung (9) fiir jedes Polynom
#{X) €9 erfiillt ist, was auf Grund von (52}, (56), (67) leicht einzusehen ist,
so gilt auch (102), Mithin ist (L00) eine Folge von (99). Damit ist jedenfalls
gezeigh, dali die Funktionalgleichung (9) im Falle n = 2 mit beliebigem
u(X}) € P gilt.

Die Relation (102) gestattet cine explizite Berechnung der Koeffizienten
e (2 k). Die Bubstitution s > s — b, m — 2 — 2k — 21 — 4 h liefert zundchst

k
_](1—-871) e 3 - 2k~ LR (g ko L (5te)
CO iy T2, e ER =y
also )
k-1 g1
(103) sttt N= L’ ak,g(t) ﬂ (51 9)
i=0
mit
(104) B, o{t) = €7, 2R 2= 4M (9 ) ke fiir0sexsk.

Auf Grund von (103) ergibt sich die Rekursionsformel
(105) Ui, oll) = @y gq i) Fap M+t —p) Tr0=zp=sk+1,

wenn noch allgemein
g, —1 () = Bp 349 () = O

gesetzt wird. Fiir k = 1 erhiiit man aus (103) unmittelbar a, o{t) = ¢, a,, 1 ()= 1.
Man stellt nun ohne weiteres fest, dafl die durch (105) eindeutig bestimmten
Koeffizienten a, ,{f) durch

k—p—1

o= (o) I (G1)

o) i,
geliefert werden. Gemiill (104) wird daher

kE—e—1

E-2k-3t-2m (h)ﬁﬂg—k(g) I G+,

j==0
also

ﬁ‘ 0
e (h) = me - " ]]' (9+17—~k h)

[

(= mp- (;“) {_]( +k+k—jm1).
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Wir erhalten somit

ﬂ
(106) o () = (— mpp* (’;)_E_%i i%
2

H

die schon in § 1 angezeigte Formel.

Literatur

{1] Maass, H.: Spherical functions and quadratic forms. J. Indian Math. Soc. 24,
117—162 (1956). — [2] Maass, H.: Die Bestimmung der Dirichletreihen mit Grilen-
charakteren zu den Modulformen n-ten Gredes. J. Indian Math. Soc. 19, 1—23 {1955}, —
[3] RoeLoke, W.: Uher die Wellengleichung hei (irenzkreisgruppen erster Art. Sitzgsber.
Heidelberger Akad. Wiss.,Math.-naturwiss. K1.1958/55,4, Abh.,181—267.— [4] Maass,H.:
Modulformen zweiten Grades und Dirichletreihen. Math, Ann. 122, 90—108 (1950).

{ Bingegangen am 21. Februar 1957)



