DIFFERENTIALGLEICHUNGEN UND AUTOMORPHE
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Hans Maass

Nachdem die Einfithrung von Differentialgleichungen in die Theorie der
automorphen Funktionen durch die Siegelschen Untersuchungen {iber indefini-
te quadratische Formen [1]1) hinreichend gerechifertigt ist, erscheint es
angezeigt, einmal im Zusammenhang auf die allgemeinen Gesichtspunkte
hinzuweisen, die hierbei zur Geltung gekommen sind. In einem Teilgebiet & des

Raumes der komplexen Variablen (z) == (2, ..., 2,) sei eine positive her-
mitesche Metrik
n
{1) ds? = 3 g,(2)dz,d%, (g, = &}
i v=1

erklirt, sodaB & als ein Riemannscher Raum angesehen werden kann. Unter
einer Bewegung verstehen wir eine pseudeokonforme Transformation, welche
& topologisch abbildet und ds? invariant 1aBt. Tst f{z) in @ erklirt, o eine
beliebige Bewegung und &, § ein gegebenes Paar komplexer Zahlen, so werde

@ f@lo = (a{.;;f)))'_" (-aa(:)))% o)

mit geeignetem m = m{®) > 0 gesctzt. Wir nennen /{z) eine automorphe Form
zur (diskontinuierlichen) Bewegungsgruppe G, zum Gewichtssystem «, f und
-zum Multiplikatorsystern v, wenn f{z}a = v{o)f(z} fiir ¢ C & giit und wenn
f{z) von gewissen vorgegebenen Differentialoperatoren annulliert wird.
{G; &, B, v} bezeichne die lineare Schar dieser Formen. Eine verniinftige Theorie
dieser Formenscharen {G; &, 8, v} kann anscheinend nur dann erwartet werden,
wenn die gegebenen Differentialoperatoren mit f auch stets flo annullieren,
wobei o eine beliebige Bewegung bezeichnet, Solche Invarianzforderungen sind
bei der Auswahl der Differentialoperatoren zu beachten. Wir kénnen den Fall
eines Systems reeller Koordinaten (z, . . ., 2,) mit reellen g, und f = 0 in die
Betrachtung mit einbeziehen.

In den zur Zeit vorliegenden Untersuchungen handelt es sich entweder
darum, automorphe Funktionen {& =f =0} zu finden, die der Wellen-
gleichung (A + A) f = 0 genfigen, wobei A den Beltramischen Differential-

Yy Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das angefiigte Literaturverzeichnis,
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operator bezeichnet, oder darum, zu einem gegebenen Formentypus, der durch

Eisensteinrethen der Art
o

)

reprisentiert wird, cin System von kennzeichrenden Differentialgleichungen
7zt bestimmen. Uherdies konnte in spezieilen Tillen mit Hitfe von Differential-
operatoren cine lineare Korrespondenz zwischen den Formenscharen {G; o, 8, v}
und {G; e 4+ 1, § F 1, v} hergestellt werden. Es ist bemerkenswert, dafl immer,
wenn Wellenfunktionen in der Gestalt

() [(z) == 2 ov{a) (gloz)™ it giz) = | g2

gefunden werden konnten, & nicht beschriinkt und der Vundamentalbereich
der zugrunde liegenden Gruppe nicht kompakt ist.

Auf automorphe Wellenfunktionen der hyperbolischen Ebene y > 0 mit
der Grundform ds? = y=2(dx? 4+ dy?) wird man geliihrt [2], wenn man auf die
Funktionen, die einc Dirichletsche Reihenentwicklung besitzen und gewissen
Funktionalgleichungen genfigen, wie sle bei den Zetafunktionen reetler quadra-
tischer Zahlkdrper anftreten, die Mellinsche Integraltransformation anwendet.
Von besonderer Bedeutung ist die Bestimmung der automorphen, im Fun-
damentalbereich quadratisch integtierbaren Wellenfunktionéen der Modul-
gruppe. Aus derartigen Eigenfunktionen sind die GréBencharaktere der hindren
quadratischen Formen abzaleiten, die bei der Zuordnung der Siegelschen
Modulformen zweiten Grades zu Dirichletschen Reihen benétigt werden [3].
Das genannte Eigenwertproblem ist fiir die Modulgruppe und ihre Haupt-
kongruenzuntergruppen neuerdings von W. Roclcke (Heidelberg) vollstiindig
gelost worden. Iis ergab sich die Existenz unendlich vieler diskreter Eigen-
werte, dazu ein kontinuierliches Spektrum. Die zugehsrigen Eigenpakete sind
aus den Eisensteinrcihen vom Typus (4) durch einen Integrationsprozeld zu
gewinnen. Zu einer umkchrbar eindeutigen Korrespondenz zwischen Siegel-
schen Modulformen p-ten Grades und Dirichletreiken gelangt man, wenn man
die in [3] und [4] entwickelten Methoden kombiniert. Die erforderlichern
GréBencharaktere der quadratischen Formen in # Variablen erhilt man ans
den Eigenfunktionen zur Gruppe der Bewegungen ¥ - UYU’ des Riemann-
schea Raumes ¥ 2> 0, | ¥ | = I mit der Fundamentalform ds? = Sp(¥-1dY)2.
Dabei bezeichnet ¥ eine p-reihige reelle symmetrische Matrix und U eine
unimeduiare Matrix. Diese Eigenfunktionen sind mit den in ¥ homogenen
Eigenfunktionen ven der Dimension 0 beziiglich des vollen Raumes ¥ > 0

d
identisch, Fir den vollen Raum ist A = Sp(YD,)? mit b, = (c’m a_),
y,uv'
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Y= (Yu)ey= I+ 8,0 0,= Kroneckersymbol. Eine Verallgemeinerung
der Ansstze in [2] auf den hyperboelischen Raum #,, > 0 mit der Fundamental-
form ds® = x%(dxd + dud + ... -+ dal) ist in [B] ausgefiihrt worden, Die
Bewegungen sind hier mit Hilfe Cliffordscher Zahlsysteme dargestellt worden.

Die Kennzeichung Eisensteinscher Reihen vom: Typus (3) durch Differen-
tialgleichungen ist zunichst fiir Grenzkreisgruppen vorgenommen worden {61,
Der Operationsbereich ist hier wieder die obere z-Halbebene. Mit m = 2 ist
nun

Eaf) =3 wlo)(cz + d)y™(ci + )%,

a

wenn oz = (az + b){cx - d)~t mit reellen «, b, ¢, d angesetzt wird. Eine
Differentialgleichung fiir £ (z; &, §) mit der erfordertichen Invarianzeigenschaft
gewinnt man mit Hilfe der Operatoren

(5) K :oc+(z-£)iund/\=—ﬁ+(z—2)-§~.
¢ Oz ? i

Man findet
6) K&z a, f)=alizatlf—1), Apflz o f)=—fFza—1 5+ 1),
also
(7} Qf(zaf)=0 mit R,=~Ap,K + o(f — 13.
Einfache Rechnungen ergeben fir die durch Q,,(G;ea, f, v} =0 gekenn-
zeichneten Formenscharen
(8) K, (G:a 8,2} CIGa+ 1,510} AplGr e, fr}C{Gra—L 41,0}
9) {Gia B, v} | 0= {o7) Go; a, f,4"},
wobei »° in gewisser Weise aus » und o zu berechnen ist. Die Heckeschen
Untersuchungen iiber Modulformen und Dirichletreihen kinnen auf die dies-
beziiglichen Formenscharen {G; «, 8, v} vollstindig tibertragen werden. Speziel-
le Formenscharen {G;a, 8, v} wurden im Zusammenhang mit indefiniten
quadratischen Formen bereits in [7] untersucht.

Die Differentialgleichungstheorie [6] JaBt sich, in beschrinktem Umfang

zuniichst, auf die Siegelsche Moduigruppe p-ten Grades verallgemeinern [8].
Es sei Z eine p-reihige komplexe symmetrische Matrix mit positivem Imagindr-

teil und ¢ == (ég) eine Modulsubstitution p-ten Grades. Mit m =p + 1
nimmt dann (3) die Gestalt
E(Ziw ) =3 ) |CZ+DIPCZ+DI
a
: . o
an. Ist I =1, die p-reihige Einheitsmatrix, Z = (z,), Py == (ep,éw) und
. z#'
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(10) Ky=al +{Z — Z)D,, Ay= — BT + {Z — Z)D,
s0 hat man in

@) 9y = npst kot (5 ) 12 B2 200, 4op o)

ein System von $* Differentialoperatoren, die simtlich £(2; «, §) annullieren.
Die durch §2,,{G; , §, v} = 0 gekennzeichneten Formenscharen transformieren
sich wieder nach der Regel {9). Der Ubergang von der Schar {G; «, 8, v} za den
Scharen {G;a 41,8 F 1, v} kann jetzt natiirlich nicht mehr durch die
Opcratoren K,, Az vermittelt werden. Man bendtigt hierfiir gewisse Differen-
tialoperatoren M, Ny von p-ter Ordnung, die im Falle p = 1 mit K, Ag
identisch sind. Jedoch konnten die erforderlichen Invarianzuntersuchungen
bisher pur fiir p < 2 vollstiindig durchgefiihrt werden. Enthilt {G; «, 8, ¢}
periodische TFormen, die eine Fouricrentwicklung der Art

Y a(Y, T)e™ST% (7 — X 44, Z = X — i¥)
T

gestatten, so entsteht das Problem, die mdglichen TFunktionen a{Y, T) als
Lésungen gewisser Differentialgleichungen zu bestimmen. Das gelingt noch im
Falle p = 2. Doch ist Uber das funktionentheroretische Verhalten der Funk-
tionen a(Y, T') nichts Nennenswertes bekannt.

Der Wirkungsbercich der Modulgruppe p-ten Grades ist bekanntlich
cin unbeschrinktes Modell eines der vier allgemeinen komplexen Haupttypen
von E. Cartans irreduzibien beschriinkten symmetrischen Riumen, Es zeigt
sich nun, daB fiir die andern Haupttypen Differentialgleichungen in analoger
Bedeutung aufgestellt werden kénnen, wenn man sich jeweils ein unbeschrink-
tes Modell in gecigneter Weise verschaf{t. Wir greifen den Raum der rechtecki-
gen Matrizen vom Typus W = W®® heraus, Er wird beschrieben durch
I, — WW = 0; seine Fundamentalform lautet

dst = SpdW' (I, — WW )~V dW (I, — W W)

Die Yille reeller und komplexer W kinnen gleichreiti behandelt werden.
Wir setzen ¢ = 1 im reellen Fall und £ = ¢ im komplexen Fall. Unter der
Voraussctzung p = ¢ werde die Matrix QU durch RP#-9 zu ciner unitiren
Matrix (¢, R) erginzt. Wir setzen dann

£ =2, + QU)W -+ Q) (— W 4 1)

Y = 3807 + 62'Q) — L2 RR'Z,
X =107 — 2Z7),
r=2rpz

2
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Kennzeichnend fiir unsern Raum ist
Y=Y >0, . X = — X, T beliebig.
Fiir die Bewegungen Z - (4Z + B)(CZ - D)= ist .
o . (AB\ = [-}RR &Q
og =t mltaw(CDl), LA-( "s"(?’ O)
charakteristisch.

Im komplexen Fall ist nun mit m =9 + ¢

8(Zi0.f) =S 0@)CZ+D||CZ+D|".

Diese Reihen gentigen den ¢* Differentialgleichungen

Q,&(Z; 0 f) =0,

2= 0= ()

azuv

Q.= ((QZ — ZQ' + 2iKR')D,)'D; + aQ'Dy — BQ'D,)’
ist. Hervorzuheben ist hier der hermitisch-symplektische Fall fiir p = g.
Wird @ = I, gewihlt, so ergeben sich einfache lFermeln, insbesondere auch
Z=X+1iY, 2 =X —iY.
Im reellen Fall ist mit m =p 4 ¢ und f==0

EZ,a) =Y wlie) | CZ+ D™
7

wobei

a2+ 1) P -
Man erhilt — unabhingige Differentialgleichungen

R,8Z, ) =0,
wobei
R, = ((ZQ"+ QZ' + 2RR)D,)'D; + (a-+ 1)Q'D; + {x + 1)(Q'0)
ist. Von besonderem Interesse ist der Spezialfall ¢ = 1. Setzt man noch
T == (ly, by, .. 0,), Y = £, >0, so wird
ds? = 2 + Al + ... + did).

Es liegt hier also der p-dimensionale hyperbolische Raum vor. Man erhilt so
dber den Matrizenkalkiil einen neuen Zugang zu der Untersuchung [5].
Schlieflich sei noch auf den Fall ¢ = 2 mit drei Differentialgleichungen hin-

gewiesen. Es handelt sich hierbei um eine reelle Darstellung cines weileren
komplexen Haupttypus von E. Cartan.
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