DIE BESTIMMUNG DER DIRICHLETREIHEN MIT
GROSSENCHARAKTEREN ZU DEN MODULFORMEN
n-TEN GRADES

VON
HANS MAABS

[Bingegangen am 8, Januar 195§]

Einleitung, Im Raum der positiven reelien Matrizen ¥ = Y™ =
{0} wird durch ds* =o(¥~! dY)? (¢ = Spur) cine positive Metrik
erklirt, die gegeniiber den Transformationen

Yo Y[Rl=RTYR (Rreell, |R]30)
invariant ist. Es bezeichne dv das invariante Volumenelement

des Raumes Y = ¢ und dv, das invariante Volumenelement der
Determinantenfiiche | Y| =1 im Raum ¥ 2> 0. Dann isb

dv = +/n oy~ dy dv, = 20D | Y =G0 Y

wenn ¥ = yY,, | Y| =¢" 4 >0 und {d¥) = II dy,, gesctzt wird.
sy

Um zu einer gegebenen Moduiform f{Z) vom Grad »n und Gewicht
k=0 {mod 2) ein System von Dirichletreihen zu finden, welche
f(Z) umkehrbar cindcutig bestimmen, ist folgendes Verfahren
anzuwenden, Man entwickle f(Z) in cine Fourierreihe :

f@) = D o) et

kap-1i]
und zerlege f ¥} in
[T = D SN mit f(T) = > a(T) e,
r=U o
Bong 1'=t

Mit Hilfe der Mellintransformation erhdlt man dann in

nmnm=ﬁﬂwm¢ﬂw
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eine Funktion, die f,(y¥,) und damit aueh f{Z) umkehrbar ein-
deutig bestimms. Da n(s, ¥,; f) gegeniiber den unimoduiaren Trans-
formationen ¥, — ¥, [U] invariant ist :

ns, ¥, (UL f=nls, ¥,; f), U unimodular,

liegt es mnahe, nach einem vollstéindigen System von Funktionen
u(Y,) zu fragen, die gegeniber den unimodularen Transforma-
tionen invariant sind, so dass die Gesamtheit der Integrale

fow =] e T Hur
Yieln

die Funktion n(s, ¥y; /) und damit auch f(Z) wmkehrbar eindeu-
tig bestimrot. Die Integration ist hier iiber den Teil der Deter-
minantenfliiche | ¥ | = 1 auszufithren, der in eincm vorgegebenen
Fundamentalbereich R, der Gruppe der unimodularen Transforma-
tionen ¥ — Y (U] liegt. Es ist zu crwarten, dass ein geeiguctes
Yunktionensystem wu(Y,) durch Differentialgleichungen gekenn-
zeiohnet worden kann.

Wir nehmen zunichst einige formale Umformungen vor. Hs
bezeichne 7' = T eine halbganze positive Matrix, ¢(T) die Anzahl
der Einheiten von 7' und {7} die Klasse der mit 7' dquivalenten
Matrizen T[U](U unimodular). Dann ist formal

S HD) = e > HTLD,
=0 q «(T) 5

wobei U7 alle unimodularen Matrizen vom Typus U™ duorchlduft und
&(T) eive willkiirliche Funktion bezeichnet. Schliesslich setzen wir
noch w(¥) =u(¥,) und ¢, = =% 2% V% Die Funktion u(¥) ist
homogen in ¥ vom Grad 0. Damit ergibt sich

gwmﬂ=Lij§WEWWMW%wm

=%j ST T) | T DY)
YeRy, :

FeRy

=, z a(T) I I (¥ | ¥ [ @+ VEHEY]
=0
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a(l) j —2aol T . - ) '
=0 i o 2nolTUIES (VY [ ¥ [+ ¥
ﬂ%dﬂ;m (1) [ ¥ [t eay]

“(T)j —~2rol 7Y} -
=2e, i S g w(Y)| ¥ -t 02g vy,
;e{’f) >0 (MY [47]

denn es ist a(T[U}) =a(T), ofTU}Y) = o(TY[U]) und
w(Y)| ¥ -+ D2[dY] st gegeniiber den Transformationen ¥ —
Y{U'] invariant. Ferner ist zu beachben, dass dic Vereinigung der
Bildbereiche von R, itbezglich der unimedularen Transformationen

Y Y[U'] den Raum ¥ >0 doppelt iiberdeckt, da U und — U
dicsclbe Transformation dofinicren.

Das Ziel des vorliegenden Aufsatzes ist nun die explizite
Bereshnung der Integrale

Ofs, T; w) = J (=TT (VY| Y [P0 DAY ]

=0

unter der Voraussetzung, dass w(Y) eine in ¥ > 0 beschrdnkte
Lésung des von A. Sclberg vorgeschlagenen Differcntialgleichungs-
systems

{G(Y;I_,)k + Ak} WY =0 (b=1,2 )

ist. Dabeiist ¥ = {y,.) ;? = (eﬂ, 55;), e,, = Loder} jenachdem

= v oder p #v ist. Bine einfache Pransformation licfert sofort
Qs, Tyu) = | 717 s, B uy) mit uy(¥) = w(Y[871), T =88,

wobei E dic Binheitsmatrix bezeichnet. Das Resultat umfang-

reicher Rechungen ist schliesslich die Formel

Q(s, B ) = (2m)™™ s — o) Ts — og} .. Bls — at) P L TR §))

mit gewissen komplexen Zahlen «y, oy, ..., ,, die durch A, Ay vy Ay
bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt sind, und der Relation

Aty el oo, = n{n — 1)1

geniigen. Wir erhalten damit
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& f) = -\% (2m)- =08 T | Do — a,). D(s; w, f),

LD
wobei
Dl fy =S D UTT)  pies
uf) =2 Sy — 1T

die der Modulform f(Z) in natirlicher Weise entsprechenden
Dirichletreihen sind. Das Problem, die Punktionen D(s; u, f) mit
Hilfe von Funktionalgleichungen analytisch fortzusetzen, soll an
anderer Stelle behandelt werden.

Die Frage, ob durch die angegebenen Differentialgleichungen
ein Funktionnensystem der gewiinschten Art definiert wird, ist
vorerst nur im Falle » = 2 befriedigend beantwortet worden
[1,2]. Die Forderung, dass «{Y) in ¥ homogen vom Grad 0
sein soll, kommt in A =0 zum Ausdruck. Ferner beachte man,

2
dass 0( Y 5%7) auf homogene Funktionen vom Grad 0 dieselbe

Wirkung hat wic der Laplace-Beltramische Operator der Deter-
minantenfiiche ] ¥ | =1, so dass die Selbergschen Differential-
gleichungen im Falle n = 2 dasselbe leisten wie die Ansfitze in [1].
Eine unmittelbare Verallgemeinerung der in {1] entwickelten Me-
thoden stésst auf Schwierigkeiten, weil in[1] eine spezielle Parameter-
darstellong der Determinantenfiiche | ¥'| =1 verwendet wurde.
Mit Hilfe eines schénen Gedankens von H. Huber (Ziirich) war es

indessen moglich, die vorliegende Rechnung ohne eine derartige
Parameterdarstellung durchzufithren.

1. Differentialoperatoren. Die Abbildungen ¥ — ¥* — ¥ [ R] mit
reellem nicht-singuliren R bilden den Raum ¥ > 0 umkehrbar
eindeutig auf sich ab und lassen die metrische Fundamentalform
ds? = g(¥Y-! dY)® invariant. In der Tat ist d¥*=(dY)[R]
Y*-l= YR, also (¥*? dY*)2 = R-YY~! dY)? R, mithin
o(¥Y*1dY*)?2 = o(Y 1 dY)%. Die Sonderstellung der Determinant-
enfliche | ¥'| = 1 beruht auf der Tatsache, dass

ds* = ~d?log | ¥ | (L
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ist. Wir bestitigen diese Formel wie folgt.

CBlog| Y| = —d{dlog | T]) = —da (fzy aaytog | Yi)
= —dg (¥ dY)
— — oY) dY) = o (Y1 dY. T dY) = dst.

v eine willkiirliche Funktion ¢ == $(Y) ist

2 2 2

h — — . = d¥Y* =3 - 4
dg c(dYaY ) o( Y ay*"’) o((lYR o5 bR )
also

]
ay
Damit folgt

v L Y e (v 2N R i ve =y
(7rags) =# (o) &7 fw v =viml @

d=21nR éi;; ¢ ' oder

Fiir die Funktionaldeterminante der n(n - 1)/2 unabhingigen Ele-
mente von ¥* nach den a{n - 1)/2 unabhingigen Elementen von
Y ergibt sich bekannblich der Ausdruck
AT " TV .
i = | BRI == | PE[1)2 Y (m41)2
L = Bpr = ye )
Das invariante Volumenclement des Raumes Y > 0 ist damit
bestimmt :

dy = 2az(n—}),‘4 ly!-—(n—‘rl)lz [d Y]. {3)

Der konstante Faktor 2#—UH ligst sich durch eine lokale Be-
trachtung (¥ = E) ohne weiteres ermitteln. Wir zeigen, dass

Axo(yga%;)z (4)

mit dem Laplace-Beltramischen Operator des Raumes ¥ > 0
identisch ist, Da beide Operatoren gegeniiber den Transformationen
Y — Y [R] invariant sind und die Gruppe der Bewegungen den
Raum transitiv  abbildet, geniigt es die tbereinstimmung der
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Operatoren an der Stelle ¥ = E zu zeigen. Hier wihlen wir das
Koordinatensystem

X =(— Y- B (Y4B

Die Substitution ¥ —+X bildet den Raum Y > ¢ umkehrbar
eindeutig auf £ —X'X >0, X' =X ab, wie leicht festgestellt
werden kann. Eine einfache Rechnung ergibt

ds® = 40 (B — X' X)~* dX)?,

woraus erhollt, dass das X-Koordinatensystem an der Stelle ¥ == B
geoditisch ist. Mit Hilfe der Operatorenidentitiiten

éa? =} (B +X) ((E-}- X) —;X)

0 ='ﬁ‘,-{—l ( gy’
X =" B (X o)

8 3\ 3 2 . 3
— ——} = —_ e V B
X (X aX) (X X aX) tE aX“‘f“( aX)
erhalten wir

(v:5) fi{. A

oY X 2K oX
g , n+1 @
Ha(_ﬁ)ﬁ, s ax} fir X = 0

und damit

( ay) =iv (ax) “éz B, af;w

ry

fiir X =0,
dst = 4o {dX)? = 42 dxw-i—Sz daZ,,

n<v

woraus erhellt, dass o (Y ?Ym) mit dem Laplace-Beltramischen
Operator an der Stelle ¥ = & und daher tberhaupt iibereinstimm®.

 Die homogenen Funktionen ¢(¥) vom Grade 0 und die Funktionen
q’;l(Y) auf der Determinantenfliche {¥|==1 werden durch

6|77 ) = (T) ' (B)



DIRICHLETREIIEN MIT GROSSENCIIARAKTEREN 7

offenbar wmkehrbar cindeutig auf einander bezogen. Bezeichnet
A, den Laplace-Beltramischen Operator der Determinantenfliche
[¥] =1, so gilt

By = A4, ©)

Zufolge (1) ist diese Beziehung ecin Speziatfall des folgenden
allgemeinen Sachverhalts : In  einem Bereich H der recllen
Variablen ¢, ¥ay.-., ¥, den wir als Riemannschen Raum beziiglich
dor Metrik ds® = d* s anschen, wobel 'ij: = — Jogx und x =
¥(¥1s Yaserrs Yp) 0ine positive homogene Funkiion vom Grad k> 0
ist, betrachten wir dic Hyperfliche F, die dureh x{#:, ¥z-.-» v =1
definiert wird, Fs seien A und A, die Laplace-Beltramischen
Operatoren beztiglich H bzw. J. Den Trunktionen d; (¥, Yareee: Yu)
auf F entsprechen umkehrbar eindeutig die homogenen Funktionen
& (15 Yare-+» Yy} ul H vom Grad 0 vermdge der Beziehung

$y o X7 ) = Y]
Tir die sich in dieser Weise entsprechenden Funktionen ist
Ay =04

Zum Beweis wihlen wir in A ein spezielles Koordinatensystem
&, Tg, ..., &, in folgender Weise. Es sei

Y, =k, (@1 Ty B} (LS psm)

einc Parameterdarstellung der Hyperfiiche F, so dass inshesondere

die Matrix ( gi-b“) den Rang n — 1 hat. Dann wird durch
@

»

Yy = Py (B0 T ey T 1) B (L<p <n)
ein Koordinatensystem in H definjert. Es gentigt hierfiir zu zeigen,
dass die quadratische Matrix (g—y—”) den Rang » hat oder, damit
xl’

gleichwertig, dass das homogene Gleichungssystem

n-—-1 a}
S g g et bl =0 (L<p<n) M

y=]
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nur trivial Iosbar ist. Nun ist x({k fg..., %) =1 identisch in
Ty, Bgpeees Ty_q, 2180

Ix ok

%(h)@ﬁ:o (1<v <n). (8)
pe=l
Dazu kommt die Homogenitﬁ,tsrelation

ZI B, (RYh, = x{h) > O. (9)
frem

Wir multiplizieren (8) mit £z, und (9) mit &. Addition
ergibt zufolge (7) sofort £,k x(k) =0, also £, =0. Wegen (7) ist
dann aber auch £, = 0 fiir v << .

Im =-Koordinatensystem ist
n a 4} k) 82 ll} "
CR- = o = Fresa-ad =
ds _d2¢_d (Ziax,dxv) !”#lax am dx,udmv z gyrdmﬂdxv
mib

& ’
e I_QF( n).
Tur oz, ok ( v <n)

" Ed

F] .
Da x(y) = x(#f1: Yas+ s Ya) und a_; (%} 1 4y, Ypsess Yp homogen vom
. #

CGrad k bzw. &k — 1 sind, hingt

o 1 axty) 2 x{y) %,
x(y) Z 0y, oz,

o,  xly) 9=
- Ox(y) b,
X(y) 2 ayi:l am i

im Falle » < # von a, nicht ab. Mithin ist

Ty mgm=() (V <ﬂ’)
Zufo]ge

o Zax(y)a_&:m__.__l_ > X Yk
X)Ly By, Im, W)L 04w %

B
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st
_Pd ko
I Gw3 T
Dies ergibt
Lo n-1 ' B
d = D g, du,da, + 5 da.
#r=l "

Wir setzen |g,.| =g (s v < n) und érkliren ¢*” (u, v <) durch
(7. (g7) = (8,) (v <},

wobei 8,, das Kroneokersymbol bezeichnet. Offenbar sind g und
g (u, v <n) von x, unabhingig. Es folgt dann

-1 a
(\/ggm gx—’)“l' |
1 38 —a%
2

A=t 9
e Vg
) ‘\/ Inn a:b'“ 99 ax,,

‘\/ggml,ur—lax
- @ 9 1 9
Zé‘“(‘/”” )t i

1 2 \?
g (o _)
Sei nun ¢ () = ¢ (Y4, Yoy -+-» Yo) ¢ine homgene Funktion from Grad 0
und b (@) y) = ). Wegen (x(u)"* = (x(ha))* =

z, (x (M))* ==, wird dann ¢, () =¢(y), also A ¢ = A, qed.
Die durch

1
!

LGNS

n . _m—1
de = .'\/ggnﬂ H} dx” dv; = '\/g Hl dxr
erklirten Volumenelemente stehen ersichtlich in der Beziehung
dv = Viz; do,dv,. .

Die Anwendung auf den Raum ¥ > 0 erglbt mit # vad y = ]Y [Hm
an Stelle von k und =,

dv = Vay~'dydo,
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zufolge (3) also
6 | Y|~ GV} = y~ldydy, mit ¢, = n~12 =Dt (10)

Wir stellen fest, dass die Differentialgleichungen )
7\* } _ _
{a(Ya_I_,) FhfuD) =0 (k=12.,m) (11)

wegen (2) gegeniiber den Transformationen Y — Y[R] mit
[R] #£0 invariant sind. Die Funktion w*(¥y=|Y['u(¥) mit
willkiirlichem s gentigh ebenfalls einem Differentialgleichungssystem
der Art {11) mit gewissen X*, = A*, (s)an Stellevon X, (v = 1,2,..., 7).
Das ergibt sich sofort auf Grund der Operatorenidentitiit

(Y-— IYi‘—Z) ()IYI'( aay)k_‘i’ ‘(12)

. die durch vollstindige Induktion nach % leicht gepriift werden kann,
Dea 4(Y) homogen vom Grad — A, ist, so ist 4*{¥) homogen vom
Grad ns — A, Mithin jst X%, = A —ms, algo A¥, =0 fiir ¢ = A /n.
Es bedeatet demnach keine Einschrinkung der Allgemeinheit, von
vornherein A, = 0 anzunehmen, Im folgenden wird nur dieser Fall
diskutiert.

Wir zeigen noch, dass die Differentialgleichungen (11) Lésungen
besitzen, die gegenitber den unimodularen Transformationen ¥ -+
Y{U] invariant sind. Diese Losungen sind jedoch auf der Determi-
nantenfliche | ¥'| == 1 nicht beschrinkt. Mit ¥, = ¥{" werde

d 1 3

Y Y, Y, 237,
1 s undjmz BI? 237,
¥, Y, iy 1@ d
20Y, a7,

gesetzt, Vollsténdige Induktion nach k liefert dann
1 E 0
(Y-_) L7, |~ = --l)“s(s-—n ”) EAR
2 L'Y3' Yl_l 0
{13)
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mit # = E9, TIn der Tat ist

Yo
Y'9‘|Y1]_8=_3Y¥Y:i_s I ]=—SEY11*1 . 0
Y 0 0 Y, ¥rto
und aus (13) folgt

3 \AH1
¥ Y, |t
( ay) ReY
E—1 3 0
= —~1’fs(s—~n 1") Y — -3
(=) N Y I
ey k-1
~(—1)“°s(s——____f) YL x
1 2 '
S SO NN |
7 81+263Y3Y30
1] 0
— N\ E 0
m(—l)"“s(s—"—-—r)ll’d" T
2 Y, ¥rto
denn es ist
2
s Xy =(n—1) K.
oy, °

Durch Spurbildung ergibt sich aus (13)
{G(Yi) + A } I Y i“mOmit)& =73 (ﬁé—f —s)k—lfﬁl'f::}l
Y BpTe ¥ 2 ‘
(14)
Es sei U/ = (@R) eine unimodulare Matrix, Q@ vom Typus @%".
r}
Dio Substitution ¥ - ¥ [I/] fibet ¥; = ¥ [( v )]ﬁber in 7[Q].

Auf Grund von {14) folgt nun leicht, dass auch

{a(y 3,%7)‘ + Ak} E(Y,5) =0
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mit den dort angegebenen A, gilt, wobei _
&Y, 8= > | T (15)
: Q

ist. Die Summation jst hier iber ein volles System rechta nioht
assoziierter primitiver @ zu erstrecken. Konvergenz liegt fir

&> %’vor. Ausserdem gilt
E(Y[UY, 8 = &Y, s) far unimodulare U.

Die Reihen (15) stellen Verallgemememngen der Epstemschen
Zetafunktionen dar.

9. Berechmmg der Integrale. Wir entwickeln nun die fir die
Berechnung der eingangs genannten Integrale erforderlichen
Hilfsmittel. Zunéichst notieren wir die zu (12) analoge Identitédt

(&)Y ime=3 2 Qe () v

die ebenfalls durch vol}sbﬁ,ndlge Induktion nach & bewiesen werden
kann. Fiir eine beliebige Funktionenmatrix 4 = (a,,) ist ferner

(v ;;_,) AT = (y((r%,)'ﬁ)')' +3 4'Y +}o4T) B.
Wegen n

€on gzﬂ =1 (Spr S#v + 8,,, 5,,,,)
it

ergibt sich in der Tat -

(740 4= ()
(Z Yop © way Tor yrr)

AT

_(2 Yue Yop Cor 5 — w) +%(Z“Q” ,,(8" 8, + 8, 5#,))
( (Eyap .wa .,)) + U(AY)E+ 1 4y ‘

!
;
:
:

e+
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2y N 1 1
= ) = -A'Y.
(Y(( 7y A))+2G(AY)E+2AY
Mit Hilfe von (17) beweist man nun

(Yﬁ,) Tt Y+2za(yv)yk" (k>1) (18)

v=

durch vollstindige Induktion nach k. Durch Rechnung bestﬁ.tigt
man unmittelbar ' '

(Ya_a?)'a (Y")'mkl”“ &> 0), (19)
ebenso ‘

( Y a"i’) e R e L e (20)

Wiederholte Anwendung von (18}, (19), (20) ergibt dann

(( v 59? )r)" R {(_21,)& Y+

D G o(PHa( T ¥}

vyt ety <k

mit gewissen Konstanten of, ,,. Folglich ist

a((Yr;.?)')k RS SRR e o) {(_ﬂgﬂ)ka(yk) + |
+ Z B a(Y'l)rx(Y”*)...c(Y’r)}.

b bt M
vyt trpk

Diege Formal lisst sich leicht in folgender Weise verallgemeinern

() o3 &) e () Y

= gD { (e Fm)itratentreg (Y) o (F79)... 0 (X79) +
+ O, (1N

Ov‘v,...v” (Y) == z 6;11"'.'.:; O‘( Y‘“‘) .. .0’( Y‘u,).' (22)
Hyporeplly
Hyt ot pp<ey bty

B,y ind 3" bezeiohnen gowisse Konstanten.
1o
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Die Methode der partiellen Integration soll nun auf den Fall von
Matrizenvariablen weitgehend verallgemeinert werden, Hs be-
zeichne w,, das dussere Produkt der Differentiale dy,, mit Ausnshme
von @Y, Das Vorzeichen von w,, sei durch &y, @, =[dY]
bestimmtb. Weiter sef Q = (e ws @) Im Ravum der positiven ¥
bezeiche G ein Gebiet mit stiickweise glattem Rand R. Eine
gegebene Orientierung von @ denken wir uns auf R itbertragen.
Schliesslich seien 4 =(a,,), B = (b,) willkiirliche Funktionen-
metrizen vom Typus A™ bzw, B™, Dann ist

LB{Y%A} [}
:mja{(yé%,) }A[a!Y] il JBA{dY]-{-

+j BYQA. (23)
: j3
Zum Beweis bilden wir das Produkt

]
.BYE]“;A (Zb.ﬂpyﬁv w

oo,

2 é . ! ;

= —(NZ" L - T ypﬂ b_up) + (; Gu.:,. é;,‘; yprr &y bﬂp)

- _( a,.e,,a,,,bm,) (Z oYyt ,,_ ) +

¢
+ (Z o = o)

‘ _ . po,T

- — ?f'._'_t} BA - (Z%n%i b’,p)A
. ayav

+ (p’u" ar a yﬂo ., b;tp

+ B4 — {(Y_) } A+

Y .
+ (Z e‘cf aé"" ypa aﬂ’ bﬂp)

/T or

Da, fiir eine bcheblge Differentialform w bekannthch
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o]

gilt, folgt .
5 _
[, (2 o o) a1 = | (2, et )
& ‘po,r Yor & \por
J (DZ byp ypoed'r or rv)
- [ BYQA
R

und damit auch (23). Wiederholte Anwendung von (23) ergibt

L B {(Y;?)k 4} war

2
x L { (( Yéa?)')“ | apar +
k-1 », a—p
+Zo(_w,.z:0(f*) (25" =

x L {((Y%)')”B'}'yg{(Y%)k_l_’A}.' (24)

Wir spezialisieren diese Formal auf den Fall B = f(¥) | V[*~+D2 E,
4 =u(Y) B, wobet uy(Y) eine in ¥ > 0 besohrinkte Losung des
Differentialgleiohungssystems (11) sei. Zugleich erweitern wir den
Bereich ¢ auf den vollen Raum ¥ > 0. Durch Wahl der Funktion
flY) wird spiter dafiir gesorgt, dass alle auftretenden. uneigent-
lichen Integrale

j = lim J exigtieren und lim j 2= ()

¥>0 @ R

igt, sofern nur der Realteil von ¢ hinreichend gross ist. Wir machen
hiervon bereits Gebrauch und erhalten so aus (24) durch Spur-
bildung mit Hilfe von (11) und (16) firk<n
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Y L>of(Y) |- o+D, (7) [ET)

3

A%(_I)%Zo(z) (ﬂ—;-l)k " )
<o Lo ((ran)Y AR FE-or2) o, (NET)
(i

(
—“(—1)"22(5) ) 'n,-l-l)k #(smn-;-l)
(

=0 y=0

L’>o {G ( ay) ) f(Y)}_lY!”‘"“””ul(Y) [4Y]
_.(_1)1:2 (70)2 (k—v) (n+1)k “(8‘*—71.—;-1)#—1'
* Lw{" (( yé’f)) S | TP+ (F) [47)

w3 Gy L)Y )
x | ¥ |- D g (V) (4T ).

Wiederholte Anwendung dieser Formei liefert schliesslioh fiirk, << n
w=12..,p)

A Ay e )‘k, L’wf(Y) | ¥ |s-int 2 fu.l(Y} [dY]

ky

. o
s ']20_._”;0 7::) (f: )8k1+.,.+k,—_v1-ﬂ....-,-,, %
<Jo (7)) o ((Fap) )om)

x|Y s+ g (X) [dY} (25)

Wir wihlen nun speziell f{¥)=e~*""), Auf Girund der Entwicklung
(21) ist nun festzustellen, dass alle Integra.le existieren and die
Randintegrale zur Identitdt (25) keinen Beitrag liefern voraus-
gesetzt, dass der Realteil von s hinreichend gross ist, Mit Hilfe
yon (21) und (22) ergibt sich nun -
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'Akl Aka l\gp IY>0 e~ 2wol¥} ] Y 1;—-(n+1)!2 “1(Y) [dY]

k1 ky
= (— 1)h+n-+kp+p z Z ("’1) (kp)skl‘*'u.-l'kp—vlu...—vp X
» v

=0 vp=:0 e

X { (.___ 2,”_).»1-{-,..+v‘D I o~ 2r9(¥) O'(Y'l) Vs G(yv,) X
Y>>0

. L]
X | ¥ o408 4 (Y) [dY] + MZW o X
pl+‘..+f£,-<v1+...+:vp

xj e~ 2moT) g( Ty . o(Y¥r) | T[R4 (T) [dY}}. (26)
>0
Wir fihren nun y und ¥, an Stelle von ¥ durch

Y=y Yl’lyl=yﬂ’?l>0
ein und verwenden die Begiehung (10). Ferner ist zu beachten,
dass A; = 0, d.h. »,(¥) homogen vom Grad 0 vorausgesetzt wird,
Die Integration nach y kann dann in (26) mit Hilfe des Eulerschen

Gammaintegrals ausgefiihrt werden. Nach einfacher Rechnung
erhilt man fiir die Integrale

 f— (s, w)
_Tms+w+ .. +w) j w7} ((F )™
Fns) ¥y>0
x o{ Y1) .o X)) dy (27
und
I(s, ) = LPO w(¥,) ()~ dv, (28)

die Beziehung
Ay A, e Ao L(8, %)

I3 E
— (__1)k1+...+kp+p Zl zp (kl) (ka) gt thp—r ==y e
50 vp=0 41 vp
X {( Ayt L (s )

L Z G;;‘;.','.v,f, (2,".)—-"1“’"'_‘"’ If:l...#r (S’ ul)} . (29)

yennnt?
.ul-i-...+.uf<v1+ vt vp
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Fiir das zu (v ..., v,) = (ky, -, k,) gehorige Integral ergibt sich
hieraus eine Darstellung der Art

Ik,k,,..kp (&) =(—1" )‘kl Ag ver Age L(8, wy) +

o 2. Qﬁﬂ@hm@@Wf(w

Byrernibly
[% s .-.+F1<k1+ aae +kp

wobei my (9 entweder 0 odor oin Polynon in ¢ vom Grado
hoohstens Ial e Ak, — e — Ry 8T Da die Kocﬂ'u.mnmn
oy "n gemiss ihrer Herkun:ft von den Eigenwerten Ay, Doy <oy Ay
unabhanglg sind, so trifft dies auch fiir die Polynome p137 fr (8} ZU.

Mit vollstéandiger Induktion nach &; + kb + ... + k, folgt nun auf
(_}mnd von (30), dass

Iy gy gp(80) =0y PR O FACE ) I (31)

ist, wobel g, .z (8) entweder 0 oder ein Polynom vom Grade
hoohstens lc1+3’cz~%« L+ k, ish, Fir By A ky b 3k, =0, d.h.
also kb, ==ky = ... =k, =0 Bt G 3,k (.s) —n? evident. Allgemein
beweisen wir nun, da.ss

T ko (8) =7 ghthatetie | piedere Potenzen von s (32)

ist. Wir schlicssen wieder mit vollstéandiger Induktion nach
By +ks. +k,. Sel by +h+ ... + 5> 0 und

@b by b, (8) = c8F TEAE +¥p 4 niedere Potenzen von s,
Gy gty (8) = M7 g2 T H T T niedere Potenzen von &
Fir oy e+ pp <By oo Ty

Wir gehen mit diesem Ansatz in (29). Nach Kiirzung durch. I {31 %)
erhalten wir eine Polynomidentitit. Die Potenz gl vk
erscheint nur auf der rechten Seite der Gleichung. Der Koeffizient
von gtk t o +¥ ist daher gleich 0. Demzufolge ist
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a2 i K
z z (— 1t ( &t ) ( Co )ﬂﬂ + -
v v
=0 ¥p=0 ! v
v e vy <Ey o R
+ (_ 1)k1+ [ L g 0,
woraus ¢ — n® zu entnehmen ist, da mindestens ein k, = 0 ist,
Sehliesslieh zeigen wir noch, dass such der Koeffizient von gt +ee=1
in G, .00 (8) VOD den Higenwerten Ay, Ay, ..., A, unabhingig ist.
Pir &y kg + o +k,=1 st das cvident zufolgo
Ty kg ki () —nPs fir by 4+ ky 4+ Ak, =1
Vi by A kg - ..o &, > 1 folgt die Behauptung mit vellstindiger
Tnduktion, wenn man mit dem Ansatz (31) in (30) geht.

Wegen | ¥, | == 1 besteht auf Grund der Newtonschen TFormeln
iiber elementar-symmetrische Funktionen eine Identitit der Art
SE) =y 2, o(T) (T @

Pip P b
vpd e by =

mis konstanten Koeffizienten dy»,..», . Damit wird

108 )= Il%*%’i’ L (e )T (T

={— 1)n+1ng(_;'ii@[(s + 1’_“1) +

(ms)

+ z dvl ¥g e Vp I"l"a-“"‘i‘ (8, '“1)» .

Pps eesy ¥ <n
vy F e b ooy =B

also Tns 1) 7o 11, ) =g(s) 15 )
T (ns)
mib .
e o o -
9(3) e —‘_r (gn(s) z d’ﬁ"an-"r qVJ.’a-v-Vr(s) )‘

Vypenes¥y ST
vyt bapsh

Dies ist ein Polynom in s vom Grade n. Die Potenz ¢ erscheint in
g¢{s) mit dem Koeffizienten

. jyntl —y
(_F_:_%)___ (n — Z i A )

EITIT P
vitatyp==
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Dieser Ausdruck ist aber gleich 1, wic man sofort feststellt, wenn
man in (33) ¥, = F setzt. Da die Koeffizienten d,,,,..., natiirlich
von den Eigenwerten A, Jg, ..., A, unabhingig sind, so folgt
auf Grund der q,,.»(s) betreffenden Feststellungen sofort, dass
auch der Koeffizient, mit welechem s ' in g{s) erscheint, nich{ von
Ms Ag, oav A, abhiingt. Wird also
g(s) = (s — &) (5 — otg) ... {5 — ) (34)

gesetzt, so ist '

) gy Aot & oo - o, VOB Ay, Ay, we, A, unabhiingig. (35)
Mit Hilfe von ['(s + 1} = sT'{s) ergibt sich schliesslich

R G R e I
Hotbow) = e e F =y & 39

Die explizite Berechnung von I(s, «,) erfolgt nun auf Grund dieser
Transformationsformel nach einer von H, Huber kiirzlich ange-
gebenen Methode, Offenbar zeigh die Funktion

T — o) P ag)...T'(5 — o)

G — 1 £ H. 37
©) = W T T T L) . T o — 1)) ®7)
beziiglich der Substitution s —+s 4+ 1 dasselbe Verhalten wie I(s, %,);
d.h.

‘ Hsug) =1 ‘;’(:;’-’ (38)

ist eine periodische Funkbtion vons:
CH(s 41, w) = His, w,). {39)
Da H(s, w,) fir hinreichend grosse Werte des Realteils von # eine
regulire Funktion von s darstellt, so ist H(s, ;) eine ganze Funktion
von &  Wir werden beweisen, dass sie kongtant ist.  Zufolge
I'(s — a) ~ 4/2r ==t ¢=% fiir s — 0
wird '
G(s) Nnfﬂs‘“x‘“r“---‘“n‘{""‘l)l'z fiir 8 — oo, (40)
Der asymptotische Wert von G(s) ist also nach (35) von Xl, Agrores Ay

unabhingig. Wir wihlen nun speziell %, =1 und erhalten mit der
bekannten Verallgemeinerung des Gammaintegrals [ 3]
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@) T T (5 — ) ol (0= i}

- j e-—21ru(Y} ] Yla—(u + 132 [d Y]
Y=o

= ij j om 2o yra=1 duy g — L (97) Dms) I(s, 1),
¥,>0 Jy>o0 c

cﬂ. ¢
also
I(S ’1) =c, ,n_n(n—l),’ii 1-‘(3) P(S —_ 112{1(%’;(&“(% - 1)/2)
(21r)‘”+23(”“1>"1‘(s)I‘(s —1/2y..T(s —{n ~1)/2} (41)
n* D(s) T(s + 1/n).. P(s +(n — 1)/n) ’
mithin
Is+ 1,1 _ sls —1/2)...(s — 4(n — 1)/2)
I(s, 1) ws{s 4 ln)...(s +(n — Lyjny’
Ein Vergleich mit (37} liefert
o+ o+, =n{n — 1)/4. (42)

Aus der Darstellung (41) ergibt sich sofort
I{s, 1) ~ (2m)® 20— 18 p=nt =B fiir s 5 o0 (43)
und
(3,1}~ {2+ B—DE @ (g)  fiir s — oo,

Im folgenden durchlaufe & die Rethe der natirlichen Zahlen.
Beachtet man

G k) ~n™ k) firk— oo,
8o folgh mit w (¥) = u, (¥) (U {¥) ) zufolge (39)
i k, . T'(s 4k,

Ik, w) (n-+ZHn—144 Ik, w)
= (2} DOt |
Jim ey = @) o T L
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s bleibt noch zu beweisen, dass

m Ik, wy _
] I(k 1)

w(B) (44)

ist fiir stetige und beschrinkte Funktionen w(Y,). Es folgt dann
sofort '

His, uy) = (2e)n 20— 4 (). {45)

Da I{k, w) in w linear ist, geniigh es, (44) fiir den Fall w{E) = 0
zu beweisen, was nun geschehen soll. Stellt man o(Y) und [¥'|
durch die cha.rakteristischen Wurzeln von Y dar, so erkennt man,
dass oY) >n | Y| fiir ¥ > 0gilt. Insbesondere folgt also
ol¥,) =a fir ¥, >0,|¥,] =1 Man iiberlegt sich ferner, dass
das Minimum o(¥,)=n nur fix ¥, =& angenommen wird. Dies hat
Y, E for o(¥,)—n zur Folge. Es lisst sich also zu jedem
¢ > Oein § = §{¢) > 0 finden, so dass

|w(¥) ] > e fiir of¥y) < n(l -+ 8)
gilt, Schliesslich sei {w (¥ | <C fir alle ¥,. s folgt dann

S (e X))~ dv,
PR P ATTIES)

T

Ik, w)
Ik 1) |

. oy T o
+ TN

_ _ I(kf2, 1)
1 (Y2 gy — (k)2 .
Le+C(18) ) o 1)

Nach (43) ist aber
- B2 k)2, 1) s 20+ D—1)4 i ]c - 00,

Ik, 1).
mithin wird

{41(10, w)

o
T 1)|< efurk>lsé(e)

waranus (44) fiir w (F) = 0 erbellt.
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Die Berechnung der fraglichen Integrale ist damit geleistet. s
ergibt sich

j o= 2re @y (Y) | Y]~ @+ DR Y] = }(277)-’" D(ns) I(s. )
¥=90 H

- 61_ (217)"'-”11 (ns) G{s) H {5, uy)

1 e e D — o) s —ag) . T (s — o)
;, @mT T (ns)m I‘(s)I‘(s-i—1/n)...§(s+(n--1)jn)

% {2ar)+D =Nl (E)
= (2m)"™ T (s — a) [ (s — o) .. ' (5 — o) w0~ Do ()

und damit das eingangs formulierte Resultat.
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