Maass, 1.
Math. Zeitschr, 3. 58, & 3RE--300 (1953)

Uber die Zuriickfithrung der Eigenwertprobleme
bei gewshnlichen Differentialgleichungen
auf Integralgleichungen.

Von
HANS MaAsS.

inder vorlicgenden Note soll gezeigt woerden, dald cine allgemeine Klasse
von sclbstadjungiorten Kigenwertproblemen der Art

(4 Miv] = AN, U vl =0 {tciu = am)

avl lineare homogene Integralgleichungen zweiter Art miz symmetrischem
Kern zuriickgefithet werden kann. Dahet ist wic {iblich

mn

MIxT = 2 (= 0" (3 v (1),

vefl

¥ (a])

gesetzt worden, withrend

21
Gol) = 2 (o 3000 4 Bd® @) (1 2 20m)
re
unabhiingige Linearformen in v (), ¥ (8) Bezeichnen, Die Funktinnen f.(x)
und g, (v} seien im Intervall 2 = v < & porgal stetig differenzierbar. Ferner sei
T ()0 fiir @ 20 x 20 und 1 =0 kein Eigenwert von (1). Dann existicrt die
Greensche Tunktion (x, £ des Randwertproblems

Miv] =7, Ullvl=0 (1=u.22m),

und das Eigenweriprohlem (1) 15t mit der Enlegrodifferentialgleichung

b
2) V() =4S Gla, 8 Ny de

@&
Aquivalent.

Bei der Redukiion ven (2) auf eine gewihnliche lingare homogene Inte-
gralgleichung beschriinkt man sicl: i1 der Literatur entweder auf die S0,
Eingliedkiasse"), wobei zusitzliche Voraussetzumgen betreffs der Randbedin-

4 ,
gungen und # gemacht werden, oder aber man nimmt einen unsymmetrischen
Kern in Kauf#, so daf die Frage nach der Existenz von Eigenfunktionen anf

N Connare, Lo: Kigenwertproblemes and ilire numerisehe Behandlung, Leipzig 1945,

%) Buscuaam, W.: [he Zurickfithrung  von speziellon linearen Integrodlilforential-
zleichungen auf gewdimliche Lutegralgleichnngen. 7. angew. Math, Mech, 2, 20 .24
{1252).

Mathemntisthe Yeitschrift, Ha, 38, 24



386 Hang Maass:

diesern Wege nicht geklirt werden kann )., Mit Hilfe eines cinfachen Gedankens
wird hier das [iir die Eingliedklasse entwickelte Reduktionsverfahiren auf solche
Eigenwertprobleme verallgemelinert, die folgende Voraussctzungen erfiiflen:

1. m-m.

2. Esist g {x) = 0 {tir @ 57 x < b, sofern g, (#) nicht identiseh verschwindet
(0= w5 n).

3. Geniigen #{x) und v(x) den Randbedingungen, so ist

it =1
2 2 (= 1pmrati(n) (g, () o () VT =0.
Py gy

Wir diirfen also

NIy =3 (— 1% (b () y (), 05 < oo <y =,
r—=1

Bix) >0 fir asa<dh 1g5r 2y

ansetzen. Diese Darstellung ist aus beweistechnischen Gritnden zweckmiiBig.
Die dritte Forderung nimmt nun die Gestalt

¥ n,.‘——i
6) 23— e ) (b, () w0 () e = 0
el peei)

an. Da dic Funktionen

ettty e
(%) = Glx, £), 2 (%) = #rGix, )
ayte

bekanntlich den Randbedingungen geniigen, wenn £ und » im offenen Inter-
vall {a, ) fest gewiilit werden, so kénnen wir zunichst einmal

i ﬁp? P (x, & ;‘ny-i-xn,_,(-(v - X
(4) Z s (77 f)”l' Pt t’) - SERE Y -0
1 "’("""f] ox° ATty e
r—1 n--

identisch i a < &, -2 b notieren.

N T Leumann H\’]nt%h Nachr. 5, $30—160 {1951)] hat Bercits allgemeine Lipen-
wertprobleme mit den Methoden der Integralgleichungstheerie behandelt, Docli handelt
es sich dabei nicht um ecine Redulction auf reine Integralgleichungen; vielmehr wird ge-
zeigt, daf} die E. Scamiprsche Integralgleichungstheorie aud gewisse Arten von Integro-
differentialgleichungen, wie man sic aus (2) durch partielle Integrationen gewinnt, ver-
aligemeinert werden kann. linsichtlich der Bedeotung, die den Untersuchungen von
. HoLpER in diegsem Zusammenhang zukommi, sei auf Lramany Lc. Folnote ¥ hin-
gewiesen.  Schliiellich sel nogh bemerkt, dab dic in der vorliegenden Note erzielfen Tir-
gebnisse ither die Existenz von Eigepfunktionen miikelos aus einem allgemeinen Satz
von H, WikLannt [Math, Nachr. 4, 308-—3t4 {1950/51)] abgelcitet werden ldnnen, wenn
man dort das Skalarprodukt {y, 2} durch

v.o) = [ X g () ) aM{x)dx
[ 0
und die Operation ¥ — L z durch

Myl = N4, U lwi=0 (1= ps2m)
erklist.
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Die Integrodifferentialgleichnng (2) wird nun in ein hemogenes Svatem
von gewdhnlichen Integralgicichungen bergeliihrt. Beachtet man, dad 53]
fir w{€) = Gix, £), v (&) =+ (&) gilt, wenn v(&) eine Eigenfunktion darstellt und
x im Intervall {a, ) fest gewiihlt wird, so erhiilt man aus (2} durch particlle
Integration

I
(5) p(a) =2y [ g v (g as

[
e

Die n,-te Ableitung nach  kann hier wegen n< m formal unter dem Integral-
zeichen gebildet werden. Fiir die Funktionen

() Pul0) = [l () 9 (x) (1S <0
ergibt sich so das Integralgleichungssystem
* "
oy v 7_511“4-11,,{; .é) JR—
g W =2 e VB b g8
vl oa

Sehen wir g als eine mit ¥ gleichherechtigte {diskrete) Variable und die Sum-
mation iiher » als cine besendere Art der Integration an, so 1aBt sich das
System (7) auch als cine cinzige Integralgleichung anffassen. Ihr Kern

(8) -K(H; X 5) . “r’.:n;: r-uy(;({' 5 i/hﬂ(q};‘(g)

aaeag
ist wegen Gx, & = G(& x) symmetrisch:
g )
K{pe, vy v &) = K, &; e, x).

Folglich J48¢ sich die von E. Scumipt entwickelte Theorie) anf das System {7}
vollstindig ibertragen. Insbesondere ist folgendes festzustellen: Alle Toigen-
werte 4 van (7) sind reell und liegen diskret ; es gibt mindestens cinen. Bilden
i) e, (2 g, (1), L0 ein volistindiges System von reellen, orthogonalen
und nermierten Eigenfunklionen:

¥ h
2 o) e xdy - 8y, (= Kroneckersymbol)
wi=l g

und wird g, (x) durch den Kern wmit stetigem m, (£) dargestells:

tr

(9) X (x) == : f Kip.xiw, £ o, (& dE,

LS

so gilt mit konstanien ¢, eine Entwicklang der Art

(10) x;: {I) :m‘kzlch q"’fc,u (}'f) s

%} SermioT, B Zur Theorie der linearen und nichtlinearcn Integralgleichungen 1.
Math, Ann. 63, 433—476 (1007).
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388 Haws Maass:

Umpgekehrt ist jetzt zu zeigen, dall jeder Lésung g, (¥} des Systems (7
auch cine Lésung v{x} der Integrodillerentinlgleichung (2) in der angegelbenen
Weise entspricht, Zufolge (5} und {0) ist

‘ p

() y(n) =2 [ T iy (g, (6 dE
et

{,En,.
i3

anzusetzen, Um hicr gewisse partielle Tntegrationen ausfithren zu kimnen,
[niissen wir zunichst beweiser, dall p, (%) nach x n,-~mal stetig differenzicrt

SEIGIn & - . - . .
werden kann, Da fiir p-ba S 2m--2 M AR, £ b und [Gr

axtas”

p = 20, 0 < 2w in den Teilhereichen @ = x < EGbhunda 5§ x5 b gleich-
mitlig stetig ist, so folgt aus {7), daf} g, (%) jedentalls einmal stetig difleren-
sierbar ist, Setzen wir Min (n,, o) = o, [ir cine natlrliche Zalil o und nelunen
an, ¢, {x) sci g, mal stetig differenzierhar, so liefert partielle Integration

4 5
gy =2 3 (i [T T () (PR S
o=l F] o e
(i 2) ‘l roop-1 l
- & sy b e =1 Sk, £ \ . » E ok
\ _l A 2-5 Z‘ (7 1)" ( ;" ¥t Pl g.'T( l‘} l'hn(x) u"‘lz'v (é) oy (Lt-:),r : . a
g paml o=ty h - Lo

woraus zu erselen ist, dal g, (x) auch (g1 ), -mal stetig differenzierhar ist;
denn es ist

(o 41}, 4o, tm, - p, = Min{g =1, w,} — Min (g, »,) -+ 7, -+,

]
<o 1— Minfg,n) 4 #,+ 0= Max (p 41 a0, L ot 1)
w2u, b 15 2m—1,
wenn g 5%, angenommen wird. Vollstandige Induktion nach g zeigt schiliel-
tich, dal ¢f7 (x) existiert und stetig ist.
Mit Hilfe partieller Integrationen kinnen wir nun {(11) in

b x P .
) = A 608 2 (= 0 (PRE) g ) dE
i =1
(E/}) o T] P P ) e
DR DEULIS
=1 g0 :

fiberlithren. Andererseits folgt aus {11) mit Milfe von (7} sofort {0} wnd damit

0
l () - A [ Gl 8 NIy E) dE

u

(14}

My .

PR T | .
Al o e, B F gk ; HER
l A Py O R8O,

3 [&-a
vl gl
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so dall nur nech das Verschwinden dieser Doppelsumme gercigt zu werden
brauncht. Mt Hilie von {7) erhiillt man i der Tat

[ PR N
sy . "-’(}(,\" EJ M8 1 ; ol
2o 2T s @)
vola & " ° e
i:‘ ) ¢ ix *oup 1 N
( ) ~ }¥>“1 I ;\_: \1( i 'l}”" e Y, 5
i (e
;:—41 P PR R s

l Wl ) e, G dy =0
fir a--x-<=b; denn die Doppelsumme in der geschweiften Klammer ver-
schhwindet identiscl in a<x, n-2b. Das folgt aus (4), wenn man hicrin x
mit & vertauscht, The Aquivalenz von (2) und (7) ist damit bewiesen,

Wir wollen noch kurz feststellen, i welcher Weise sich der HinperTsehe
Entwicklungssatz (10) auf die Integrodifferentialgleichung itheririgt. Es he-
zeichne w{x} eine Vergleichslunktion; sie ist also 2m-mal stetig differenzierbar
und geniigt den Randbedingungen. Wir setzen Mw] =/ wnd hestimmen v

aus Mip] ==/, Dann ist
: b

(16) w(x) ~ [ Glx, & N[v(g)] d&.

a

[Fitr die »n,-te Ableitung von w(x} ergibt sich nach partiellen Integrationen

v g ] . e
i e NN e FPVEG Ly By PR {ay) E -

- Pro it = 2 ) pRMpEe  pEten i(h (i })f=ua

(7 ek gt =
PR
e K, w0, 8w, (EydE
vasloa

mit
(13} i, 5 I/, ,(ﬂ: (E)

Der Eigenfunktion g, (v} von (7) mige die Eigenfunktion v, (v} von (2] ent-
sprechen. Zufolge (6) ist

{19) i ()l () ¥ ().

Der Hiwsrrrsche Entwicklungssatz liefert nun gleichmiilig konvergente Tint-
wickhmgen der Art

¥ t") 25}
{20 » [ Kl o Eyen {E)d & = l b () Y e, v (2]
vl o k ¥

mp-inalige Integration der fiir p=1 ans {{7) und {20) resaltierenden
Tdentitit ergibt schlieflich

[ n 1

w(x) = 2oyl | Dd,at
Bt PR
{(21) .o e e -
o e 8 &Y I -
Z \) :i, v ‘l_;-:;_; & e (h,‘(f) ygf;r,J(E)) ]
e aHE Ean
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Wie bekannte Deispicle zeigen, kann ohne zusitzliche Voraussetzung nicht
erwartet werden, dal} stels

(2‘?‘) w ('15) = /\_: ey Ve (T}
E==1

gilt. Bewelsbar ist (22), wenn unter den Randbedingungen die Bedingungen
(23) yia) =y (@) =y @) =0

vorkommen. Dann ist nimlich

Tt
ol 0 fir a<x50, 0= o,
fa®
withrent
) =0 fir 0y 2n,

durch geeignete Wahl von o erreicht werden kann. Dic Doppelsamme in (21}
verschwindet also identiseh. Bildet nan mm noch die Ableitungen von o {x)
an der Stelle x = a bis zur {(#; — 1)-ten Ordnung, so folgt bei Beriicksichtipung
der Randbedingungen auch noch dy e O 0 O 2 p <y

Hetdelberg, Mathemalisches Institid dov Universitdl.

{(Fingegangen am 10, Februwr 1953.)



