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Die Differentialgleichungen in der Theorie
der Smannschen Modulfunktionen.

Von
Haxs Maass in Heldelberg.

Einleitung.

I5s hint sich gezcigt, daf eine angemessene Kennzeichnung der antomorphen
Formen in der analytischen Zahlentheorie der indefiniten quadratischen
Formen durch Differentialgleichungen erfolgen kann. Fiir die elliptischen
Modulfunktionen ergaben sich bereits abschlieBende Resultatel). Der vor.
liegende Aufsatz soll die in Aussicht gestellte Verallgemeinering dieser Unter-
suchungen auf die Sizcsnschen Modulfunktionen vorbereiten, Ich besclirinke
mich hier auf die Ubertragung des formalen Teils, dor sich auf das Reclinen
mit, den Dilferentialoperatoren griindet, und verwencde demgemit nur cinen
vorlaufigen Formenbegriff. Dieser ist bel einem funktionentheoretischen Aus-
bau der Theorie durch eine hesondere Vorschrilt ibor das Verhalten der Formen
in den ,,Spitzen' des Fundamentallicreichs der zugrunde Hegenden Groppe zu
priizisioren. s handelte sich zuniichst einmal darum, die in') eingefiibrten
Differentialoperatoren K, und Ay sinngemift aut Formen n-ten Grades zu
verallgemeinern. Das kann und mull auf zwei verschiedene Weisen geschehen
entsprechend der Tatsache, dafl dic Operatoren zwei voneinander unahb-
hingigen Anfgaben dicnen: Hinerseits sind aas K, '1111(1/\!3 die Differential-
gleichungen fiir die ErspysToin-Reihen abauleiten, andererseits vermitteln ¥,
und Ag den Ubergang zwischen RrsgnsTrmm-Reihen zu verschiedenen Ge-
wichten. Ta ist eine Besonderheit dos Falles n - 1, dall hier I, winl Ap Deides
zugleich leisten, Da auBer einer bescheldenen Analogic keine besonderen An-
haltspunkte vorlagen, so muBiten die vernllgemeinerten Operaloren zum Peil
erraten, zum Teil errechnet werden, Iherraschend war dabei, wie glatt sich
die Operatorenrechnungen in den Matrizenkalkill einfiigen.

Ini folgenden seien X == (x,,) and Y = (i7.,) w-reihige syimmetrische Ma.
trizen, Die Elemente z,, und w,, {p=v) der Matrizen %= X 13 umd
W — X _ i ¥ kiinnen als unabhiingige komplexe Variable angeschen werden.
Im eigentlichen Operationsgebict sind jedoch X, Y oreell und ¥ >0, Wir

betrachten nun analog wum elliptischen Fall die Bisenstmin-Reilien n-ten’

irades

(1 (W o, )= (D) (%4 D= CW 4 DI P,

S ¥
| ¢ho o - .
wobei (1, I, etwa ein volles System nicht assoziierier teilerfremder symmetai-
scher Matreizenpnare durchlaufen moge aund
|07 - Dl
1) Maass, TL: Die Differentialgleichungen in der Theoric der ellipiischen Meodul-
furtktionen. Math., Ann. F25, 235—263 (19753).
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sei, Da die Mannigfaltigkeit 17 = 2, ¥ 5 0 einen einfach surummenhitngenden
Bereich darstellt, in welehem 7 ])‘i el Y i)| nicht versehwinden.
so lassen sich die viellicutigen analytischen Funktionen fog (O 7 D; uned

log|C W+ Djin W= Z, Y0 cindeutig erkldren wnd zwar so, dali

logr €47 0 D] log (O D five W~ Z

reell wird, Kine derartige Auswuhl der Funktionsaweige denken wir uns im
folgenden irgendwie realisiert.

Is ist nicht 7w erwarten, dadd zur Kennzeichnung der Formen vam Typms (1)
eine Differentialgleichung ausreicht; man wird hierzu vielmehr cines Systems
von Differentialgleichungen bhediivfen. Man erhiilt ein solehes in folgender
Weise : s hezelehne g, das Krongegui-Syinbol und F die noreihige Einheits-
matrix, Mit e, — 3 {1 §,,) wird

(2) D, (f’;w a;w) . D (P,”. i ?ilw) (1 =, v mm)
il

(3) Kool {74 - WD, Ay~ (2 =10,

gesetzl, Sodann stelll

(4) Q.5 %_”|1K¢|a@; e

ein System von »? Differentinloperatoren zweiter Ordnung dar, welche die
BisgnsTrRi-Reihen (1) samtlich amnmullieren. Wird die Transposition einer
Matrix in der dilichen Weise durch cinen hochgestellten Strich angezeigt,
so gilt

{3) Qua={% — W) (% - W) DY D+ alZ — N} Dy FlE-1yD,.

Die Umrechnung des Operators Y-! @5 anf die [Elemente von X, V" fihrt
zugleich zte viner Zerlegung der Matrix in einen symuetrischen und einen
sehicfaymmedrischen Bestandioil, Demgemith ist das Differentindgleichungs-
system

(6) Qupf =0

mit dem System

(Y D) Dyt (¥ D) Dyl #(ff - 2) Dyt (o o+ fi) D,f 0,

™ (¥ D, Dy (¥ D) Dyyf—u

dquivalent. Die Operatoren D, und Dy, sind hier analog za D, zu hilden. Es
zeigt sich noch, dall @, und

~ : 4= .
(8) Q“ﬁ:":: K ntl Aﬁ F ﬁ (U' - > ! ) i
e,

dissoiben Fanktionen annuflieren.  Invarinuzuntersachunger ergehen zndem
den Larbace-Bunteasischen Dilferentialoperator Tir die symplelitisehe Me-
trik in der CGestalt

(9) A - Hp{Z — W)(Z — V) D) D,.
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Bs gei {g, ) die Scharder in W 2, 350 regudiic-rnal ytischen Funktionen
{12, W), dic durch Q. annulliert: werden. e symplektische Substilulionen

7= (: ;);) und HZ, W3 C o fiy wird
a0 W) o= G4 DEHEW DI (0 2,0 1)

mit,

1y cZ=(4Z24+ BYy{CZ+ Dy oW = (AW B (CW - In7?
gesetzt.  Die vorgenommenen Bililungen sind durels die Tatsache der In.
varianz von {g, B} gegeniber symplektischen Substitationen:

(12} {o, f} o= {o, 5}

hinreichend gerechtfertigt.

Ra sei G eine Gruppe von symplektischen Substitutionen und ¢{g} ein
fiiv o ¢ G erkliirtes Zahlensystem mit gewissen multiplikativen Kigenschaften,
Unter der Formenschar {G; , 8, # ist die Gesamtheit der Funktionen f {7, B}
zu verstehen, die den Bedingungen

L f(Z, W) C to it

2 {2 W) o= v o) [ (2 ) fiir o G
gendigen. . Die Transformationsformed
(13} {(Gio, foovi o= (g7 Ga;m, f,07)

fiir eine beliebige symplektische Substitetion o ist wumitielbar wu prifen,
Dabet ist #* nach bestimmier Vorschrift aus » und o abzuleiten.

Die Frage nach den funktinnalen Bezichungen der Formenschar {G; «. f, »}
su den Scharen {Gre 4 1, f F 123 kann anscheinend nur mit Hilfe von
Ditferentinloperatoren n-ter Oednung befriedigend beantwortet werden. Kine
Behandlung dieses Problems ist durvely die Formel
(14) DziZ‘a——y(Ot-i- ;)(0&* n{)])ézix——l

2
angeregt worden, de M, Kécugn in seinen noch nicht publizierten funktionen-
theoretischen Untersuchungen tber nicht-analytische Modulformen n-ten
Frades angegeben hat, Herr Kooner war so freandlich, mir hiervon Kenntnis
zn geben. Der entscheidende Schritt bestand nun in der Veraflgemeinerung
von {14) auf beliebige Unterdeterminanten von |D,} an Stelle von 1D Die
weiteren Bildungen waren dann einfach zu tibersehen und fiithrien schlieBlich
zu folgender Konstruktion. Fir beliebige Teilsysteme 1 <4, < --- <l i, = n

- Eywe e ont DN 1 ‘ i :
1! t h B T und 1 = lp.: p o e
(15} Fvaro o bnfs ‘&i.uj‘r‘ 1Y 5% PR ke 32.‘,.#, ;
Wird

16 Sp(Z — W, D) = ¥ (’w) i“m]
(16) a2 d ls-i.<:‘17‘<.”‘;;_;§n byoovknfac wikes o kal

1§k,<;~~<ﬂ'hf__\;n
fir h=12, ..., 7 und

E?) 'SD(Z ...... ”.", Dz] =1
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HOWIC

(118) wolo) - 1 g fad of(oc l){.o: - 2)(0' ok »)E‘) fir I =1.2,3, ...

gescizl, so erhill man in

H
. VE ” ,
(19) M, 3 Dy
K Egle)
vinen Operator a-ter Ordnang. der anf die Brsgrseeiy-Reihen die gewiinsehte
Wirknny hat:

(2h MG W o, ) =) (4 Wi 1,8 1)
Mit dem e

(21 XA WY T )

erkbiirten Operator X bilden wir noch

(22) MNp=XM; X

Als wnmittelbare Folge von (20) ist dann

(23) N GUZWo, )= E W, -1, 0+ 1)
zu notievren, Daunit ergibt sich auch

(24) (Ng Mo eple) e — I G W o, ) = 0
(25) (M, [ Npg— ey efo — INGEZ W o, B) =

Pie Vermutung liegt nabie, dali die in (20), (23), (24), (25) fiir die Schar der
Bwpwyrein- Reihen assgesprochenen  Higenschaflen auch den allgemeinen
Formenscharen {G; a, 4, ») ztikommen, Doch konnte ich dics bisher nur fiir
# - 2 heweisen, wenn man vom Fall o 1 absieht, der in 1) erledigt wurde.
Es bleibt zu hoffen, dall man den Beweis bei ctwas besserer Beherrsehung des
Operatorenkalkiils avch fivr die Formen hheren CGrades wivd evhringen konnen,
e w == 2 wilt also

(26) (Np M, = ealo) eyl i — 1) [ Gy o, o0} =0,

(27} (M, N r,i(p’)i,, - INEG B

(2%) MG o ey {Gra+ I, f}—l -U},

(20} NplGra. fl, 7} CiGra — |, f 10}

In den heiden letzéen Helationen st das Zeichen < dureh = zu ersetzen,

wenu ey {o) £, (F — 1) =10 baw, e, (f) &, (o — 1= O ist. Die dureh M, baow. N,
vermittelle Abbildung von G 4, f, #) st dann umkehrbar eindeuatig,

D Problens der Founmer- Endwicklung poriadiseher Formen bereitet er-
hebliche Schwierigheiten, Fs geniigt natilich, die in {«, A} gelegenen Funk-
tionen vein Typus

al¥, T)etsnrx
wi ermitleln, wobel 7 cine beliebige n-reihige symmetrische reeile Matrix
bezeichnet. Die lincave Schar {o, 277} der in Frage kommenden Funktionen
a{Y, T st darch ein System von Differentinlgleichungen bestimmt, das sich
ans (T) vnmittelbar ergibt, Dieses System ist fitr den Fall n = 2 vollstindig
geldst woriden. Die Bodlichkeit des Ranges der linearen Schar {o, ;7 fitr
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7<= 0 ist wohl das wesentlichste Frgebnis der umfangreichen Rechnungen.
Im einzelnen kounte im Fall #» = 2 folgendes festgestelit werden: Eg sel
Ve [/"é'j}f‘((w“"i"ﬁfz)?i"’ 9—'3;*’)1
A wyt
w=Sp¥T, w- (Sp¥YTE—4|17T.

(30)

Dann gilt
1 far 7' =0

{3]) a()?’ ()) , ‘p(x, y) !Y'jé-(l—xn..f }_rig—-u-mﬁ,,iv Cq,
wobel g {x, y) eine beliebige filr y > 0 reguliire Losung der Wellengleichung
(32} P Peat @py) — o+ -1 {a+p—2) -0

darsteilt und ¢, ¢, willkiirliche Konstanten hezeichnen. Die Fille g+ 5 —1,1,2

erfordern geringfiigige Modifikationen und sind hier auszuschliefen.

Zfiir Bang =1, 7T = 0:

(33) alY,T)= g | FF—o—F 1 piu,

wobel ¢ (u) und p(n) konfluente hypergeometrisehe Funktionen bezeichnen,

die den Differentialgleichungen

(34) w3 —a— ) (e ) g ),

- %' 4 o B ry,—[)—u =0

genfigen.  Die Sehat {o, #; T} hat also den Rang 4. Wegen fa, f; 7} -

={f, w; — T} ist dic Voraussetzung T = 0 hier wunwesentlich, doch mub

o+ f+ § angenommen werden.

3 e T >0

(35) al(Y, 7= X glu) v (v << u).
v

Die Funktionen g,(u) sind hier rekursiv durch

(38) 40+ 1P ug +ugl 2@ v a4 g+ (2(a— Bl —Wa—0 (rz=0)

uri
golt) = =T Py ), ) = L),

(3 . .
g (1 UL BCEN 1.)....!.&@:%}.) .

% ut
bestimmt. Jede zuldssige Funktion g,(u) fiihrt zu einer in 1" >0 kouver-
genten Reihe. Die Schar {a, #; T hat also den Rang 3,
4. far Rang T== 2, 7' indefinit:
(3% alY, TV = S:’ Aoy u” (#* < v).
¥ =0
Die Funktionen k(v} sind hier ebenfalls rekarsiv zu berechner. Ts gelten dic
Formeln
(39 v+ 20y DA gt 4o+ d{a+ - 0)hi—T0, =0 {rz=u
und
§p? f.’”:} 4 (2 + 3o - -3 {}) B ]f{]
(40 + (& (o +- {)’}“ F2(e+ f—1) = 22) kg — (w+ ) hy = (o~ 3D,
2why -+ {x+ f)’) Ry == (1 — )by,
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Jede Losung £y, Ay des Systems (40 Fidhrt zu einer in 1 > 0 konvergenten
Reihe. Mithin hat die Schar {o, 7 T} den Rang 4.

Fs wire wiinschenswert, etwas iiber das asvmplotische Verbalten der
Funktioner (35) nned (38) bei Anmdtherung an den Rand des Bereicheas 7 > 0
wu erfahiren,

§ 1. Die Operatoren K, and Ag.
Das Ziel der ersten Betrachtungen ist der Nuchweis, dafl die EisExsTay-
Beihen (1) den I)ii'fe]'(:ixé.%a.igiei(-hlmgml

geniigen, wobei Q, g dureh (4) erkliret ist. s geniigh natiivhich zu zeigen, daf
Qs das aligemeine Glied i(.-‘Z ) |(,-' - Di""f’ annulliert, Fir O, I} ist
hier die zweite Matrizenzeile einer belichigen symplektischen Substitution zu
nehmen, Da die Paare ¢, 13 mit ) =~ 0 eine Manniglaltigheit niederer Di-
mengion bilden, bedeutet es keine Einschrinkung der Allgemeinheit, wenn wir
j()| F 1) vornussetzen, Ziehen wir aus dem allgemeinen Glied den Faktor
[CF-= = # heraus, so bleibl (2 8= |W 4 8—# mit & = ¢ 1 itbrig. Am.
dererscils ist dor Operator @, 5 gegeniiber der Substitution Z o Z-4+ 8 W W4 8
invariant, so dafl nie noch

{42) Qg LW == )

bewiesen zu werden braucht.
Wir hestimmen muniichst zwei Operatorenhilfsformeln:

DUAZ — IF) - ”‘;*1 Et+((Z-W)D,).
(43) e
DZ - W) ez -owby.

Eine einfache Umilormung ergibt in der Tat

i , o, F
D= W) (X vng g e 0ad)
[

ZETN

N IR -
( PRI R L N e ) "" (é.‘”’ P {Aﬂe)
g g r I

—(Z—wyp,)y— "t
Durelr Vertauschung von Z mil, 1V erlidilt man lie zweite Formel, B folgt nun
25— |- (/f o ‘)ﬁ L% W) D, {m.lf}'-+{Z»-»v1!')D}+oc(/' a2+ i)p
Z—W)DUZ— W) D, b «lZ — W) D, A(,S ,,,,,, nt] ){z_ 1) D,
----- < (Z— ) (= W) D,)' D, % (Z 1) Dy — i (Z 1) D,
ebenso
sSg,;—?{(mf " ’:’)ﬁ T D} — B EA4Z— ) D1+ /i(a B ‘)1
AL =W (A WDy Dt o (Z W)y D— 2 WD,

Mathemnd teele Annaken, 126, 4
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Bs sei A — {a,,) cine quadratische Matrix mit Klementen ans cinem
kommutativen Ring und A, das algebraische Kmnph ment 26 i,,. Allgemein
werde dann A% - (4,,) gesetzt, so dall 4 4% = D gitt. Man bestitigh sofort
{44) D, |Z]~ % o [Z] = 2
Pamit crgibt sich
(Z—W)y Q2= Wi—f

= ['; iy%——z ‘W|" P ¥ o ’/)) “Z ‘ﬁ x--1 |;H_ﬁz* —
— |z =T ((Z—W) D, W8y Z*
=—o f 121 “; i Bl g B %Zg‘"“—‘ ”’” - ZE
4w flZ VW AR - W= O,
Idie Teziehungen (42) und (41) =ind nmunmehr bewiesen, Da dic Matrizen
((Z—W)D,Y D, und ((Z-1W)D,) D, durch Transposition auseinander
hervorgehen, so folgh noch
(45) Qup = (Z—W) (2 W) Q).
Die Operatoren @, und &, anmllieren demnach  dieselben Fanktionen,
Die Umrechnung des Operators @, aul die Elemente von X und ¥ ist mit
Hilfe von
(46) DZ—' i (D:‘i} —1 DH) H DN: = ?@' (D:lf + { D_!_.l)
ausznfithren:
Qp= o~ V(YD +iD) (D, D) + i ¥(Dg+ iD)—if Y (D —iD,).
Y10, (YDYD,—(¥YDYD, - ife— f) Dy— (2 + A D+
LAY D) D,— (YD, D,
Die crsten vier Teeme aul der rechten Seite dicser Gleichung sind symmetriscl,
die letuten beiden schiefsymmetrisch. Die Dilferentinlgleichungssysteme (6)
und {7) sind daher gleichwertig,

Wir untersuchen nun die Transformationseigenschaften der eingefihrten

Qperatoren bei symplektischen Substitutionen:

(47) Z=(AZ Y BYWELD)Y W - (AW BYCW 4 )
Bekanntlich ist
(@8) 7. W= (Z 0"+ D)V Z— W) OW D) = (WO DY (e WHOZ - D)
und
44 d B (B C+ DYV AZCZ+ DY, d W= (W 4 DYAW W+ Dyt
Das vollstindige Differential einer Funktion f - {(Z, ) ist in der Form
df = SpdZ D, f) + Spld WDy f)
darsteltbar. Die Transformationsinvarianz dieses Ausdrucks hat
Sp dZ2D:f)—SpdZD,fy, Spid WDsf)=Sp WD,/

zur Holge., Andererseits ist

“)pdziD)‘=-m8p{d/(0/—t—l))‘(Df JE 4 Dy

Spd WDsfy = Spld WO W+ D)y (P HIVC 3 D
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mithin

LI Dy AR D)L =D,
O ) YDy (W 1y - DL
iernns ergeben sieh die Operatorengleichungen
B0y Dp- (CZ 4 DY cs DY, Des (G014 DO+ 0y D)
Beitm Beweis der Invarianz des Operators
A SplZ—-IN{Z—-11D,) D,

gegenitber symplelitischen Substitutionen sind folgende allgemeine Regedn
zi beachlen: Bs seien M, W, M, n-reibige gquadratisehie Matrizen, Die Eie-
mente von M| seien mit denen von My, vertansehbar, Dann st

{51} Sp M, M, = Sp M, M,
(52) (M, My — M5 My,
(53) (M (M, MY - My (M, MY,

Cichi A bei der Substitution Z, I Z, W in A ither unid bezeichnet f - [ (7, T}
cine willlkiirliche Funktion, so gilt also
Af- - Sp(Z W) (Z—W)Da) (Ds))
Sp [ ¢4 DY (Z— W) (CIF 4 Dy x

B DL WY (W = I DY Z - (D, )20 DY
Dic iufieren Faltoren (407 1 IVy1 und (7 07+ DY in der eckigen Kiammey
fallen nach (51 hersus, Der Faktor {Z 074+ DYV in der geschweiften Klammer
fallt mit dem rechien Fakior (€17 + D) der geschweiften Klammer heraus
wenn man auf diese (32) anwendet. Eg bleibs dann

Af e Sp N - DYV L — W {C W= Dy DY YD, )]
Dies isl it Hille von 53) in A { diberzafithren, Damit ist A = A hewiesen.
Um die Ubereinstimmung von & mit dem Lareace BeirsaMischen Oporator
za priifen, genilgt es wegen des Invarianzeharakiers heider Operatoren, swenn
wir uns anf die Stelle Z = ¥ = i B beschrinken, In diesem Punkt fithren
wir daa beziiglich der symplektischen Metrik [s. 2)} geodétische Koordinaten-
syslem

(54) B 2 — i BY iy LW (W B (i )
ein. Analog zu (")0) gilh
(65) D, — . (&~ EY(Z K)D;),0, - (W — k) (W - B D).

Mit, der angah(e;u‘n Methade crhiilt man sedann

o e B pelind ;

(6) A= Spll -~ 7 W)((E —Z Wy D)y Do

Betzt man hierin % = W = 0 und bestimmt man an dieser Stelle den Larnacs-
Brrrramisehen Operator, wofile nur die Koeffizienten der metrischen Funda-
mentaltorm

ds? = de/(]f—li /) Ld W (B F W)t

0y Siperie, (. L. Symplectie geonatry. Amer.J. Math., 65, 1—86 (1943).
1 g 3
4*
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an der betreffenden Stelle bendtigt werden, so erhiilt man dieselben Opera-

toren. Damit ist schiieBlich gezeigt, dall A Giberbaupt mit dem Larnace
Brrrramischen Operator identisch ist,

Die 'Iransformationsformel fir den Operator @, erfordert Tingere Reeh-
nungen. Entsteht ﬁﬁﬁ ans ;g ditreh Ersetzen ven Z, H durch 7: ﬁ'. w0 gill

{67y [CZ LD W DT PG,y 074 DI O W I_):’g

»»»»» (Z = DYy L ({CZ 4 INQL5) .
Der Beweis fur diese Operdtorfnghithnng wird zweckmilig in mehreren
Schritten gefithrt. Gilé die Transtor -mationsformel (57) fir zwei symplektische
Substitutionen, dann ISL sie anch fir dag Produkt vichtig. Das ist relabiv
einfach cinzusehen, so dall wir hiernul nicht cinzugehen brauchen. Hs geniigt

alaa, die Substitutionen
(E‘ b {7 a 4} B
oRPP\NO U-r AN [¢)

zu betrachiten, aus dunin die syrn]:lokhiscl;e Cruppe Ai}(rkmmt‘l%ch eracugl
werden kann, Im Falle Z =2 -+ 8, W= W + 8§ wird €,; = Q,, behaupt. ¢
Das ist evident. Wir wenden uns dem zweiten Fall
Z=UzU W=UWU
zu. Mit Hilfe von (30) ergibt sich sofori
é,ﬁz (Z—W)Ds— BZ—W)Ds+ (Z—W)((Z— W) Dz Dz
s U o W) D, — B {2 — W) D H{Z—WY((Z--WyDYD, U
= U7, T o DU @),
algo (57). Im dritten Fall
Boe B, W= — W
erhalten wir
6.y~ alf — W) Dy~ (2 — W) D; + (2 —~ W) (2~ W) Da) D;
e a Z WL - WY (WD) — W (Z - W) (ZD) +
FEHE WY WL Z U E — W)W DY 214 D)
oder, wenn noch
W-MZ Y& — W)W D)}y 4 {41 (72— D Z s (4 WyDY
heachtet wird,
aﬁ“—CL? YWZ WY (WD) — W HZ--W){ZD) |

+/ HZ -~ W) (7 - W Dw) (% Dy
Mit,

(Z D,y | &= | 212 D) + | Z B,
(W D) [WP=|WF (WD) + BIWHE
ergibt sich nun
a ML - W) (WD, 'i?‘“ Iy
WP HZ — Wy (VD) - boo fi] ]
AW N7 WY (Z DY A W]
— BB WP HE - WY ED) + o BlZ1 |WIFW-1{Z —1F)

RCRINE
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SOWIC
NS W2 - DY A DY 2 m"'|ﬁ
sA A=Y s =1 DY {!Z’ WIZ D) b o WP R
At BEHZ - WHZ-TW)DY(ZD,) +
: [ii/’fﬁ”‘ \H"!ﬁ” VEWZ Y WH(Z - HNVZ DY
! o:\Zi" ill’iﬁZ“‘(Z S WYHZ W) D)
4o [fEZ]* \H-'l"’ YN E WY W - W

Nach gecigneter Zusmmmenfassung resulliort

Q| A1 WP 0|2 WP 212 — W) (Z D)
- BlAP WP ZE W) (D) L2 W — W) ((Z— 1) D,Y (% DLy
AP PSS (B W DY — f{F e W DY
S G WY {(Z - ) DY (2 Dy}
WL [0 (7 - W)D,Y — BZ((%— W) DY +
L2~ W) ((Z— ) D) DY

=AW Z- (2 QL)
Traiit st (57} filr cin Brzeugendensystem der symplektischen Gruppe, also
aligemein hewiegsen. o bezeichne die Substitation 2, W ~Z, . Wir wenden
det Operator (87) anf § (72, 1) | a an, wobei f{Z, W) der Schar {o, g} angehére.
Wegen f}aﬁ f{ZA W} - 4 folgt dann @, (J (£, Wilo) = 0. ls gilt also {2, fi}lo
C Ao g} Wird hierin o daech ot crsetzt, so ergibt sich schlieBlich
(5%) fn B} 10 = {2 ).

Wir bestimmen vboeh die Wirkung der symplektisclien Substitutionen o
aul die Formenscharen {G; «, f, v} Dns Multiplikatorsystem » geniigl ge-
wissens Dedingungen, die hier kurz genannt werden sollen, Es seien

‘;t" ]j" ....... B
& (r:’.‘ l_),) (p-=1,2,%

gegebene symplektische Sobstitationen, dabei o) 0, . Bei geeymeter Pest-
legung der Fanklionszweige |vgl. hievau 1] ist dann
HO g {Z) -+ IO a0+ D PO 2 D 0T Dy

i}{f‘f] 1Ty ?(f:;x | [_):‘Eq ‘(13 T ‘U:;!ﬁ

mit gewissen Takioren

(59)

nioy . ag — T M gy ).
In dev gblichen Weise ist nn
{60} iy, ao) e e = | oy &g
fiir f < {o. fi} beweisbhar, anlierdem
(61) p(0, @) — iyloy. o5} vley) vioy) fiir o, 6, G,
falls in {G; o, f. 7} eine nicht identiseh verschwindende Form f liegt, Wir

setzen voraas, dafl (81) stels erfiHE ist. Beriteksichtigen wir (58). so folut
mit (G0} feichi

(62) 1Gia )

o= Gy, J 0]
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wenn v durch

(63) ORI fiit o0 G
erklirt wird. .

§ 2, Dic Operatoren M, und Ny.

Tiir dic Unterdeterminanten von | Z | und |D,| verwenden wir die durch (15)
eingefithrten Bezeichnungen, Aufierdem sei

et . - Bysveont
( 1 U Qag algebraisehe Komplement zu ( ! i’) .
Ryooovsbnfe ]i'p--u]\"hz

s unterscheidet sich von der Uniendeterminante, die aus ZL thuzels Mireichen
der Zeilen und Spalten mit den Indices iy ..., 4, baw, &y, ... &, entsteht,

-+ . Py e b K
um das Vorzeichen (— D)5 77280000 Iy Falle fo=on osoll das alge-
braisehe Komplement den Wert 1 haben, Die Verallgemeinerung der von
Kaonee gefundenen Formel (14) lxutel dann
Y EITPR
I'ét (A‘ Eats
Jaar e K2

. [T VA R Ty R -1
(64) ik;p--,fr’hLiékm or.(o'. -+ 2) (ot 2 )

Sie Bt sieh dureh vollstindige Induktion nach & beweisen, Fir £ = 1 or-
kennt man sofort die Richtigkeit der Behanptung, Der allgemeine Sehrith
von b — 1 nach b evfordert zahlreiche Determinauntenumformungen, die hier
vt skizsiert werden kinnen. Tas Verfahren ist deswegen ctwas wmstindlicls,
weil diejenigen Indices, die in den Zahlenrcihen 4, .. iy ound kLo ky
gleichzeitig vorkommen, sus beweistechnischen Grinden in Lesimderer Weisce
ansgezeichuet werden missen und weil der Nachweis gewisser Identititen
eine weitgehende Zevlegung der apftretenden Determinanten erfordert.,

B sei gy, ..., ¢, dag Bystem der gemeinsamen Ziffern in den Zahlenreihen

iy, ...y und koo k. Vo der Reihenfolge abgesehen seien
By, oeoafy  Cpen s Oy mit fpe ey ip
il
T /Y Y mit L

identisch. Sehliefilich sed
U T SO TP | AP

das System aller natiirlichen Zahlen von 1 his #; es ish also 2p 4 g+ 7 =
Wir verwenden nun die genaueren Bezeichuungen
. . fyyv=eytly . . fhya e e oy Oy
CTERES ' R C]J ’{_ﬁ Frwavp U . r” '(”
AR 4 Rl LR RV SUUUU 5 M SRR
byaweny By TR /1Y

Frsetzt man jedes Blement z;, durch sein algebraisches Komplewent, so gehie

Uyy e fip Qpren-sflp
Gy Cg HE 485000ty
Y/ b;,...gbpl

g O i g
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tiber. Nach einer hekannten Regel ist dann

[/

T AT P T BN
(TR 7 I":‘ U O by
B divooind
(kls ey kh.)z ( ) ! r

W et
]rrl, wedflp
= |Z|P Pt g
N
so dali (64) in

ey ey fly lu,..‘..a.p
{653} PO RV AL Tpo (AT "F ey
[T bl,...,bpf

1k

Piler) = o (or 5) . (g.,,,, o

iihergeht. Zu einem Ansatz {iir die Indiktion kommen wir nun, wenn wir die
{p - g)-reibige Operatorendeterminante anf der linken Beite von (65) nach
den Elementen irgo_];([(lin(']‘ Zeile entwickein und wemnr wir siimtliche g
Eotwicklungen dieser Art addieren; letzteres geschieht nur, wm Falunter-
scheidungen zu vermeiden,  Wendet man {G5) anf die {p -+ g — 1)-reihigen
Unterdeterminanten an, die bei diesemy Prozeld erscheinen, so ergibt sich nach
einer lingeren Rechnung fir

Hivneortlpy

payicnorg||Z]F

K/P
cine Zerlegung in mehrere ein- und zweifache Summen, die sich mit einer
Ausnahme alle v der mit einem gewissen Faktor versehenen Determinante

‘a.,_. . .,a,,l
Pysenes Oy
beyonns bp]
zusammenfigen. Dag endgiiltige Resultat lautet

fHyreensflp

VR R T AL L CREN 2 30/t ekl LS
_hl,...,i):,, -
{66} LTI
i 4 | 2 ) . ‘
-+ ("rw; ! + pa -l 1; b — 13 (p+ ’!])% paoplo) | ExP ’?Jq,,.., r,‘.l
[/ P, n’JI;]
mit,
"
Do Y l( S L (O N A /N T S %
Tl
(67) Jn,,...,rw,,_l,rt,.,.;.l....,u,,,b},
LT I L
lb; R A A T u,.’
wobed allgemein
(68} by, oo b)) = (= 1)

vesctzt wird, wenn es unter den b, genau o Zahlen gibt, die kleiner als @ sind.
T 3 o = h
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Aus der Formel (66} ergibt sich sofort (65), wenn
g eatly
aun, Oy
161, . lipJ
hewiesen ist. Die Differentintionsformel (85) ist damit an! die LIdentitit (64}
suriickgefithrl. Wir beweizen (69) durch vollstindige ITnduktion nach P+ g
Fiir p = 0 oder 1 ist (69) offenbar richtig. Sei also p > 1. Dann kommen in
den Determinanten, sus denen sich ¢ zusmmmensetzt, Blemente vor, die auf
der rechten Seite von (69) nicht erscheinen. Man hat zunichst zu ZOITON
dadi sich diese Glieder in & gegenseitig aufheben, Zu dem Zweek entwiclkelt
man die zu g, v gehorige Determinante in @ nach den Blementen der h,-ten
Zeile und der a,-ten Spalte, sodann hat man die einzelnen Bestandieile von @
wieder geeignet zusammenzufassen nnd die Symmetrie der z;, zu beachten.
@ dndert sich also nicht, wenn man digjenigen Elemente durch 0 ersotzt,
die auf der rechten Seite von (69} nicht vorkommen. Weiter ist zut heaehlen,
dald beide Seiten der G, {69) ven den Klementen

(69 D=

(70} z«'uc,,) zanhyi zrz“b,,

jeweils nar linear abhingen. Nimmt man nun (69) fir {p + ¢-— H-reihige
Determinanten als richtig an, so 148t sich zeigen, daB jede der Variablen (70)
anf beiden Seiten von (69) jeweils mit demselben Faktor verschen eracheint,
so dafl also :

. [nl....,up
{71} Dppie, e

151 yoes Uy

von den Elementen (70) unabhiingig ist. Der Ausdeuck (71) indert sich also
nicht, wenn man

= wom R =z - = {}
a0, FeL b, b, = %, q, zbﬂ b,

solzh. Andererseits verschwinden bei disser Spezialisicrung alle Detorminanton,
aug denen (71} gebikdet ish. Mithin ist der Ausdruck (71} identisch gleich 6,
q. e,

Wir verweneden (64) mit — o an Slelle von o, nm die Wirkiung des durch (16)
erkliirten Operators s,(Z — W, D) auf|Z|=* zu bestimmoen. Man erhilt,

SE—WDIZ] o = Wzt Y b
L <pEn

Tty

mit

P . (-s,,...,?t,, (a?l,....i;,,)_
. [P -
Tl r 15*‘;(":-'-‘af_ﬂ‘}‘§n ki”"'k‘k o 8 ]Cl,-..,k],, x

Auf Grund des Larnackschen Zerlegungssalzes ist D, A mit der n-
reiltigen Determinante identisch, die aus |Z] hervorgeht, wenn man hierin die
Zeiten mit den Indives 4, 4y, ..., £, lurch die entsprechenden Zeilen. in | 41|

ersetzt.  Demgemif kann .[.)!-];M_ih additiv. in 2% Determinanten  zerlegt

werden, so dall — vom Vorzeichen abgesehen — jede Zeile entweder eine
Zetle von |[Z] oder [W]ist. A4; ;. begeichne die Determinanie, dic ans Z|
! vy :

5
£
i
i
i
5
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endateht, wenn man sdie Zeilen mit den Tndices .94, .., 7, dureh dic
endepreschenden Zeilen in I ersetat. Bassen wir bei festem 2 die Ziffern
Vi, <0 - d oon alle miiglichen Systeme durchlanfen, so tritt in den

additiven Zv!lv;jung{-n der Determinanten D, ;. eine feste Determinante

Sy
A wo-r . . ¥ i
‘:E_;,,-m_‘_jr fnsgesiunt (I}--— ") mal anl and zwar mit dem Vorzeichen {(— 1)0

Folglich ist

il

o tarr maund A 7L
r

Wegen o4,

at also

n .
Mzp Xz WD
P v

ntler ctwas allgemeiner

{72) MIZD =P e e gy |2

e

Abndich wie Leim Beweis vou (41} ergibt sich bieraus sofort
(73) M G(Z W o, )~ e G Wia+ 1,8 —1).

Mit den dareh (21) nned (22) erkliirten Operatoren folgt noch
¥

Nl Zi= 2 P10 XMy X217 [ ]=F = XMy = 2
F”(ﬁ}xg\ ____ H’;----z‘ ?; Z: ..... et (“:J(ﬁ”rll
und danid auch
(74 Ng {25 o, ) s el 6Z Wa 1

Das Differentialgleichiungssystem (7) ist offenbar invariant gegeniiber der
Substitution X —>— X, wenn man zugleich o mit § vertauscht., Diese Tat.
sacke kommt in

(75) fo, = {3, a}
zam Ausdruck. I18s [olgt dann auch leicht
(76) XiG: o forl = {G* f, o 0¥}
mib
GF e ey e eor Yy ey,
. 5O, . . P A
wobei ¢ = P ist und w{a) ein gewisses von » unabhingiges Faktoren.

system hegeichnet, das von der Answahl der Funktionszweigs I
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log|CW 4 D wesentlich ahhéingt-. Beim Beweis von (76) ist vou der allge-
meinen Transformationsformel
(X2, W la=wlear') X(f(Z, WHiar)
Gebrauch zu machen, Im Falle n = L ergibt sich, wenn man die Hauptwerte
log(cz + d)=loglez + d| +iarg(cz + d), -~ a<arglez+d) =,
log (cw +d)y — loglew+ d|+ iarg{ew +d), —aZag{ew s d) <,

zugrunde legt, das Faktorensystem

o b ! fiir ¢ 0
" s
e d {e(’l — Fyia (1 — ppnd) fiir ¢ ()3) .

Wir zeigen noch, dall (27) ans (26) folgt, anch wenn » beliehig ist. W ulet
man auf die Relation

(Npey M—spla) e,(ff - 1N {Gy o, fow) o 0
den Operator X an, so ergibt sich wegen {76) und Nﬁ,.. = X Mz_y X sotort
(Mg N e {a) &,(f 1) NG .o w7} =

Frsetzt man hierin G*, o* dureh G, v und vertanscht man du[ﬁe}nlt.‘ln o mit f,
go erhith man in der Tat

(Mg Na— ex(f) e{a — 1)) (Gia, v} =0
Analog tolgt (24) aus (28), chenfalls fir belichiges n, Ans der Definition von
M geht itbrigens hervor, daB der Operator in der Form

an Ny= Y =1y 2P iz —w, )
B0 fl(ﬁ

darzustellen ist.

Wir beweisen nun die Relationen (26) und (28). Dabel machen wir die
Vorausselzang # = 2, die wir bis zum Bnde des Taragraphen beibehalten.
Um Indices chnzngparen, werde

9) z=(22) = (o)

gesetzb, Ferner sei

) @=wrta- (00

Die Relation

(80) (Mg M,— aola) g5{f — 1) {Gs &, fi, vy =0

erweist sich als unmittelbare Folge der Operatorenidentitit
Np_y M, — galee) 2o(f — 1) ‘
(81) = — (o‘. — ; ) (f} — Z) Sp Rt EIZ— W] {ewg 0y — 0y 5+ 95 2 — @5 1)

1., wiff? @ 2 a) VR 1l
! 1% —W g{(ézz - 5?!9;) wo+ (Bz, augl @ at g (Bu'l F‘zi) (eoy+ Eus)J ’
wenn man
) Q. p1Gia, ot =0

3 In Y, Hillssatz 4 st dag Faktorensystem o fretiimlich vergessen worden. Bemzu-
folge sind in 1) die Multiplikatorwerte »* siimtlich durch die angegehenen korrigicrien
Werte zu crsetzen.



Die Differentialgleichungen i der Theavie der Stienpsehen Modnllinktionen, it
benehtot. Zu der [dentitiit (81) gelangs man in folgender Weise: Fir

Noo s My elo) il fi— 1) —U(J1)< b :‘)—g

o +l—n(s-5) (F=3) 800z MBI +1Z WD,
o (= ‘) + (a .. ;)S_[)((Z —W)D,) +|Z— | D]

bestimint man zoniichst durch gliedweises Ausmultiplizieren und Anwenden
der Vertauschungsregeln

SpUZ - W) D) Sp (% — W) D)

2 2
\ ' B A - Al J—
!i.‘l‘“‘ ((l-—!f ".f‘) B ) iy 02y Si}{ - ) D )
D,|Sp((Z 11 Dy)
: r gt e 1 ot
= Hp (%~ Da)[Pu|— B, Bz, By P, T Huwy 87,

- ;z PSP (Z—-W) D) 2|2 W,
Z— WD,

Sp(Z--W)D,)|Z
D)z W] L (i

L

cine gewisse Normaldarstellung, Man erkennt nun leieht, dald die Glieder
hisehster, 4, h. vierter Ordnnng in (82) mit den Gliedern hischster Ordpung in
g g g my oder auch ey ey mg en Gbereinstimmen. Wie die erste Re-
duktion ist also mit

L

a2 I o* a2 3 ] 2
..... P T1) A o 4+ 4 . I Bq — ) - .
b Ggte) Qg iz, 2 0 Hl)( ER E aw.,az,) ! (20— ) dwy 9z

w8 I}

1 ot w2 1 g 1 72
SO TR T iz ”';)(-« L e ),|, o (Za—y)

Bty 07 Py O 4ty fz Bw Bz,
(] 1 o 2 b 1 1 2
8 b
= = ]
2 0y f dzy
I L 1 7 a2 a2
Zo—4) . Z— 5 - {zg— .
Ty {7100 GETAEFS Ty (= ) duy Az, B, By {7 2) Gy, B,
o ® P Boe
hy = o - P
2 Yy 2 2%

. ?32 1 &2 I
. g1} I - -
B, dzg o “1)( B, dr, 4 2wy 32,) 1 2 (
der Ausdruck

i
{tg g oy @y b g (Dg— 1)y ()

2
— 17 - W|ID,||D,| + 22|D, | + f2|D.{+

-t f3 " ik 1 e
-+ “ s {” A . R — . " .
4 dary e, day &2y g dwry

-+-(m ----- ;)Sp({x SEATLAER )Sp({z-—Fl')Dn-)‘Dz?
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zu herechnen, e Redoktiom der Glieder deitter Ordnung wird dann durels

T P 2 IR A 2 N
4 ‘[(H P nz) | (Ha s un) e 2 (61:‘, """" LS ) o m:;)]

At 52 ne
_ |D |- 1D |+ bl AT L
""" g 4 ey iz P, LR OTNEER B
= L IRERY e e = (I

i

by SP(Z W) D) 1Dl LS W)

geleistel, Schliellich bleiben noch Glieder erster und wweiter Ovdnung dibrig,
die man auch durch Multiptikation von

8p Qp- a Bp{(Z - WID) - B 8p(Z— 1) D)+
2

v ) 2 ;{ l‘ 2 ‘(’T‘Z E a!
3z — ) (z— . A S N
‘ﬂ“"",, ol (S " o) 2 2 Dy D2, | Ay By ; By Oz AR E N )

mit — (0' — })) (ﬁ 3 ) erhilt.

Zum Beweis von (28) bendtigen wir die beiden Aussagen
(53) Mofa, (3¢ {a+1, i 13,

(84) M (fim) ~ (M) o fiir f < (o, By .
Die erste folgt ang der Operntorenidentitit

(85) Doy aey M= M, 25k {(m_ ;) B+ DHZ— W) (8- 2.0,

die zweite aus der Transformationsformel

(86) M, = [(Z 4 DM 2 D= |CW -+ DI

Per Operator M, entstoht ans M, , wenn man Z, ¥ durch

GE=F =AD& BYCZ IV, gWe W (AW B (W D) !
ersetzt.

Die Tdentitits (85) erhilt man wie folgt: Bildet man mit den Qperaloren M,
Qg Ry p—q i iheer urgprimnglichen Bedeatung den Ausdrmick 2., 5. M,
- M, 2,3, o gelangt man durch Ausmultiplikation zu einer gewissen Normal-
darstellung, wenn man aufl die ven Q. 1 M, herrithrenden Produkie er-
forderlichenfalls eine der Vertauschungsregeln
(Z—Wyb, SBp{(Z -1 D,)

Hp (Z—-W)DYZ-W)D,—tZ - W)D, - (Z--W)D,.,
z
|
__\/7HHD| —1Z - WIDF D, —|Z - W||D,| I
(Z—-WyD, Bp{(x —-—W) D ) == Sp(( — li ) D,} o W) D,.
(% L% — WD, =12 — — W) D,,
(Z Wy (Z -W)yD,) D.5p ((Z W) Dg}
e SpUE—-W)DYZ —WYZ -0, Dy (Z—WY((Z -1} DY D, —
S E WY - WD) D,

Z - W)

(7 W) (Z —W)D,) D, 1% — W||D,]
17 — WD, — W) (% ~ W) D,y D, | |2
1%~ W{D,I(# — W) D, — 17 — | D* ((% - W) D,)' D,




Dhie DBifferentinlgle  angen in der Theorie der Srearrschion Modaifmktionen, i

awendet,  Beriicksichtigt man auBerdem

% WIDE{(Z - ) D) Dy - (1 — W) DY Dy}

z

{D§ G W BY (g Qs

el
SplZd - WyD) (# — li 10, - (4 - Wy D, = (42 - W ‘%p{(” W) DD,
Sp(Z - WDy (% - W)D,  (Z - W)D, = (Z--IW)Bp((Z - W) Dy D,

g0 ergibt sich schlicBlich
Qo My~ M@l (8- DHZ - IN)* ) (R wf o Ryg)
(m ;)(z WY (Z—WYFID, |4 Sp{(Z — W) D) D, -
—{Z—WID) D, 8p((Z -~ WIR) D, — (12 TN D) D,
L —Wy*DID,}
: (oc ;)(Z — YA YD) Dy - (4 — WY DY D)

e )@
denn es ist
Bo((Z—W)yD,)D,-- (£ — H')*iD | ((" W) 5,y D
Sp{(Z - W)D) D, (% - H* D‘ = {{#—WyD,yD
Damit ist (85} bewicsen,

Tst die Transformationsformel (86) fiir wwel Substitutionen richtig, dann
gilt sic auch, wie man leicht sieht, fir das Produkt. Wir konnen uns also
auf das schon vhen verwendete Krzeugendensystem der wmplel{tischen Gruppe
Leschranken. Fir affine Substitutionen (7= () ist M, = M, zu beweisen,
was keine Mibie bereitet, Wir kéinnen uns gleich dem F d“

AR S R T

gnwenden, Nun ist zu zeigen, dall der Operator

M, -

Zpt M2

—a i”?“.nl

verschwinded, Die Uorechuung von Kﬁ.a and die Blemente von 7 st mit Hilfe

YOI
D, Z(Z D,y

auszudiihren und ergibt
Mf(v ,1,) | (,_ : _',){.@s;\(zn 17D, Np (% D)}

W W Sp(Z D) B IN] Z - 1D

Bei der Umrechnung des Operators |2
%a.l.ssciu.mgqr'ewvln

Sp(Z — W) DY 2] #Rp{(Z — W) D) — i) = Sp (% — W) 2%),
\D*"\—‘ V2D, qu\—"”‘bp(ADz}'l'ot(ar—i )Z #ol

|17 9

M2 ”‘%W}‘J ist. von den Ver-
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Giebranch zu machen, Man erhiilt schlieBilich

M, —|Z [+ M| 2] |t

= (ot - IJ ){l \Zi Wit “V]' CSpls - WyAh) —id— Ii'%%i!';"} i

";w( »wl)sp ZAWZ o BE— 2| W HE —Z- W) + 2 — | IF ] B3 D,

¥
e

Die beiden geschweiften Klammern kimnen durch die chavakteristischen
Wurzeln der Matrix W Z-1 ausgedriekt werden.  Fiihrt man dies aus, so
gieht man, daf die Klammern verschwinden. Damié ist die Transformations-
formed hewiesen.
Bei der Abbildung vou {Gs o, .o} durch M, in { G- 1, f— 1, n} tritt
im Fulle gy(a) 6,0 — 1) 4= 0 jede Funktion < {Gia + 1, f—I, v} als Bild
auf; denn es ist
I 1
e 1y Mol GG B M“(r-z(oc)f
Istg i {G;a fovd, Mog=0, sofolgt
Ny Mg = gfayegffi— g = 1, also g = 0,
Das heiflit M, ist auf {G; o, f, v} umkehrbar eindeutig. Analog zeigt man,
dafl Ny im Falle gy(f) egla — 1) 4 0 dlie Schar {Gj e, §, v} umkehrbar ein-
deutig aut {G; a0 -1, f+ 1, v} abbildet.

£3. Fovmmr-Enlwicklungen.

Mit {ee, 3 7' haben wir dic lineare Schar der Funktionen a( Y, T) bezeichuet,
fiar die
(87) al¥V. yetSrTl iy, 5%
gilt. Kennzetehnend fitr die Schar {a, #3777} ist das Differentialgleichongs-
syatem
(YD) Dyt o f) Dy b (e — fy 1 — T Y PYa (X, 1) =0,

{TDY T T¥Dya(Y, T) 0.

s ergibt sich ans (7), wobet
{(89) D, el S0rE sty

zut heachten ist,

(83)

Da {u, A} gegeniiber symplektisohen Substitutionen invariant ist, so folgt
aus a (¥, 7)< (o, f; 7} wenn U7 eine n-veihige reelle Matrix mit (7] 4= 0
darstedlt, .

a (YUY Ty f 80 TN g (¥ TY el 00T ¢ g B
also
a{¥[U), Ty o 3 TH ]G
Wir hezeichnen diese Funktion sinngemall mit 4 (¥, 2[{/' ). Durch

(90) GF Y = a(y,T) mit §e FIUA), T=T10]

witd die Schar {a, £;7') umkehrbar eindeutig aul {o, #;7} abgebililet, e
Matrizen ¥ 7 und P77 haben dieselben charakteristischen Wurzeln, inshe-




Die Differentinlgdeichungen in der Theorie der Steoenschen Molslfunlchionen, i3

sorlere st also
:
i

{91) Sp (VA - speymy, (T

B Bl 2 anf den wir uns fortan hesehriinken wollen, st nun folgedes
fostzustellen: Tst 720, 7 - 7107 [ ]== 0 i gestattet al 3.7 < fa f 77}
entaprechend dem Charakier von 7' eine Entwicklung der Art (33). (35)
oder {38), o trifft dies auch fiiv die zugeorinete Form 4T My Ty
denn die dureh (30) cingefithrien Vartablen . e sind gegeniiber der Trans-
formation ¥, 7 £ 7 invariant, withrend sioh (¥

nnue s einen positiven
konstanten Waktor dndert. Es gemiigt also. die in der Einleitung zasammen-
gestellten Entwicklnngssitze five die spezicllon Matrizen

o 11 X 1 3
0, (n n)’ 5. (n -~|)

7 boweisen. Zur Abkiirzuny wired

(93) (YD) D,+ (x+ /D, (‘”“ S} Dy T 1Y D_,,:( v ‘”)

[ e A)
geselul. Fs sind nun Tir die spezichon Matrvizen ($2) die in ¥ > 0 reguliiven
Funktionen f = a (Y. 1) zu bestimmaoen. die vonr den Operatorets e und

(”’u “’i) I (o fj’) T-1ryr

[T
annuiliert werden, Wir beginnen mit der Diskussion.
=10,

An Stelie von 1 werden die Varviablen e, a, i durch

e Pre -1 - 3
¥ u.(“’ Fuyu-t wy )

xyt y!

eingelithre, » wird in dieser Bedeutung nur verithergehend verwendet,  Kine
Thorechnung ergilt

]
My iy A Ygtug o,

BtngE Mot (”

2y oy o (y -
@ . ot o2 . 07 . 7
g {—-— ;rﬁ(,\te + )-%- W, s 2u } '

Die zu Josenden Differentislgleichungen
wyf=wf=w, ] ~0

sind daher mit dem System

é a3 ;
(u Y S e (u g i 1) gl 0

dx

, o i ] S LD
{w a2l 1) NS z/”( .+ aya)}! s ()

&at



13 Hang Matss:

dquivalent. Dieersten beiden Differentialglcichungen rechtfertigen den Ansatz

i?"(’(? J}fﬂ—f. ﬂ f” _____ ﬁ’/)Mi e
Es folgt damm

oo @la, g u! = gin)
mit ¢, = g, g, = . Die dritte Differentialgleichung fiir 7 ergibt die Bedingung
1t Pl Ma b f— B -k
F L e b gyt — (et = Do b f-—2)pl a2 0,
Mit einer Konstanten ¢ ist also
(2?4 2 ﬁ—luq))
P (Pa -+ py) — (o +

AT

. . . 3
Wir setzen o -+ S 1.2 und i folgenden aveh vocl o , Yoraus. Da g
nur bis auf eine additive Konatante besbinmmi ist, kann durch geeignete Wahl

von g erreicht werden, dall ¢ verschwindet, s ist dann

?/2(’1\2:9“- - 'P;,-u} - (O{ + '[f ]) €'x + .[; - 2) Ui {

und
w oy 2o 4 1)y
also
@ 2’ _....a,,,q)
= u + ¢a,
wobei ¢/, £, konstant sind, Mit o ["\} |elg,zbt sich das gewimsehite Resultat
L IR
f= oz ¥ IY‘ 4o (T A g
Es gei noch bemerkt, dab
b
z — .ﬂ ) )
id ¢ a Bi0)

fitr alle n gilt.
T = (ri; :J]) '
Im vorliegenden Pall ist das Differentialgleichungssystem
(ot a—F )| o] gl 0,
(; Ho ai I M’,E)f=”

7 lisen. Wir verwenden hier und im {ulgenden die Bezeichnung

¥ (m. m)
Yy Wt

Die drei parsicllen Differentialgleichungen zweiter Ordnung  werden durch
drei weitere erginzt, die man ans der Differentinlgleichung erster Ordpung
dareh Differentiation nach gy, ¥y, ¥, gewinnt. Das so bestimmte Systen wird
mit den Methoden reduziert, dic zar Auflésung linearsr Gleichungen dienen,
Es ergibt sich, daf das gegebene Differentialpleichungssystem mif dem fol.




e Differential,  chongen in der Thearie der Srecrnscheon Madulfunktionen. 65
genden dqguivalent ist:

o2 -5 i o2 p _
Yo ow bt " F ooty o) e gy, If" 0,
T E gyt R E T ST 4 =2 ¥ TR : “f :

"

7t ! 4 ;
{nm—un " 1w (“‘ fi ..) TR
{ iy 2] due
i 2 b4
. b =
(2 Ho 2y h élyg)! .

Die zweite Differentindgleichung liefert

q

‘r'}.yzn = (.Tf() » ?/1) Eiiz
'r}f

Aus der dritten, die auch fir 0 an Stelie von [ gilt, ist zu entnehmen. daB
é -

gleichuny

1
AL 2wt
2 Yy
i 3
Tm Falle o - fi = 5 kann also
8
Se—— g
i (#o} 3
Iz 4 ' |S | 4 ()
th:(z T {i)
geschlossen werden. Geht man nun mit dem Ansatyz

3
riy T4 F
f= g () |1 I")' + y{¥g)
in die erste Differentialgleichung ein, so ergeben sich fir ¢ und 3 die Be-
dingungen

g+ B B a— =) g =0,
W' e B e By =0
Hier it noch g+ w zu setzen.
T=1K.

Tras vorliegende Differentialgleichungssyatem

{weba foogdf =g )] Gt - wlf ef -0

ist aundichst in geeigneter Weise za reduzieren. Man ergiinet das System durely
drei weitere Differentialyleichungen zwetter Ordnung, die man aus der Diffe-
rentialgletehung erster Ordpung durch Diffeventiation nach ., v,, w, echiilt.
Sedann elimindert man die Glieder, in denen partielle Ableitungen nach
vorkommen. Man stellt dabei fest, dafi die Differentinlgleichungen nicht un-
abhingig von einander sind. Eine von den wrspriinglich gegebenen Ditferential-
gleichangen zweiter Ordnung kann also enlbehrt werden, Man kommt schlief3-
lich anf das folgende System

. o f A gy 1k oo At
(y(l Uy y:) (H’/?‘ — F\y‘-j ) — (( g 0 e I',J ¥y - 9 yﬁ) .— "; -4

o+ ((; - ﬁ) ty ; yg) Mi = Ay oyl 0

Matheinatische Annalen, 124,

o



656 Hans Maass:

I T YR 2 T LY B PV *f
(‘”“ Ye ‘.’?fa) TR P R LR T
1 2yt \ 2 ! 2y B ‘
+ (m L S zvn}*) o Tl T G ) e Fln w0,
apooov, .
Mgy Ty e W)y,
An Stelle von yg, ¥y, #, filbren wir nun die Koordinaten

W= Yot Yo, 0= oo YL W Y Yo
ein. w2 utd 2 haben die in (30) angegebene Bedeutung, Die Kinfithrang ist im
Bereich ¥ > 0 nur dann singularititenfrei maglich, wenn die Lisungen f
geracle Funktionen von y, sind. Das tritft aber »u, wie die folgende Betrachtung
lehrt. Bs mei f cine in y, ungerade Losung. Wir kinnen dann f =y, g (u, », w)
mit einer in -— u < < W, o] <0 w? reguliren Funktion g setzen. Die letzte
Differentiatgleichung fiiv { ergibt fiir ¢ die Bedingnng
wy b ke ) gzj =0 oder ;w {(wr—w) ¢*) = 0.
Mithin ist
(u? — o) (g (e, v, w))® = B {u, v).

Bei gegehenen 1, v kann die linke Seite durch Wahl von w wu O gemacht werden,
R (u, v} versehwindet also identisch; folglich ist aneh g, », w) =1, s soi
nun f(y,, ¥, ) eine belicbige Lisung. Dann gentigh, wie man unmittelbar
gieht, aueh f (4, — ¥p. ¥o) den Differentialgleichungen. Esist also f (i, 11 ¥a)—
[ {Yor — ¥y » Yo) cine in gy ungerade Lisung; sie mull, wie eben gezeigt wurde,
identisch verschwinden. Jode Lisung kann algo als Funktion von o, o, w
angesetzt werden. Die letzte Differentialgleichung besagt, dafi [/ von w un-
abhiingig ist, so daf mit f = f(, #) weitergerechned werden kann.,

i den neuen Variablen nehmen die Differentinlgleichungen zweiter Ordnung
die relativ einfache Gestalt

B — ) o+ (e B o b 2{0 o PYuf, 4+ (2 — B =0,
fout 4 fun + &0 foot o+ ﬁ} fo [ O
an. Wir lissen das System im Bereich
In] < ut

mib einem Potenzreihenansatz:

f= 3 g.(u)v.
y =0
Fs ergeben sich die Rekursionsformeln
20t (v + Dby + 2{at f— L+ Dugu—
—@vtatPHgtB—n =0,
A+ D) tghagt 40t ot B) (0 D gyt 00— 0= 0,
die mit dem System
gy Bt 3 f—Nugdr 2t f) et f 1)+ 2la—plu— gt
o Pt 20 B D a— A} a=0,
d(w 4+ 1Pug, Fug/+22rv+ et Byt 2e—f)—u)g.=0 (r=0)



=
=0

Bie Differentislgdeinhungen in der Theorie der Siggetschen Mododfunktionen,  (

gleichwertig sind. Die Differentialgleichung dritter Ordnung fiir g, ist mit dem
Ansatz
, |

e ¢ i), piln) = " 7 ()

anf die Wnrrragersehe Differentialgleichung
20 - LA 2
rp”,ﬁ: (1 4+ i ; o} o (x+p E B —)) q:»

zuriickzufiihren.

s braneht mur noch gezeiglt zn werden, dal} die Potenzrethe fir § im Be-
reieh [o] <2 #® kenvergiert. Zu dem Zweck werden gy, ghyy, g0 mit Hilfe
der Rekursionsformeln dureb g, gb, g0 dargestellt:

# — L alg? e 0,12 v=012,...)
A=)
Das ist maglich, da g, der Differentialgleichang dritter Ordnung
Wy by — 13 3 a3 Mgl

{22 r—‘—oc—}—ﬁ)(t-——l—&—oc—l—ﬁ) 2 e — fyu— wi}g -t

§ {(] ........ - - I’)) - ]u ......... S R f}) ,,,, '{j}y”——
genidigt, die ans den Rekursionsformely abzuleiten st Kinfache Abschitzungen
der Koeftizienten ) genitgen, um zu jedem & 2> 0 eine positive Konstante £

2 finden, so dalj
<e('y)
ﬂ’%

fir alle » gilt. Aus diesen I’n1g10iohungen folgt die Konvergenz der Potenz.
reihe fiir jo| <7 w2 K gibt also genan drei linear wnabhingige Lisungen des
rugrutile liegenden Differentialgleichungsavstems, die im ganzen Bereich

¥ = 0 regulir sind,
1 (n — 1) )

Der vorliegende Fall ist durch eine komplexe Transformntion anf den

. . . . 0 ;
vorangeherrlen zurickzufithren, Wendet man (90) aof U = (f} 1.) el T'=F

’f

lg.|-

3 iy .
w1, 80 erkennt man, daf durch « ((_"’" ‘}'), E) alle Funlktionen der Schar
. e W

{m: iR (“ _(1))} gelicfert werden, wenn a (¥, B) die Funktionen der Schar
{o, f, B} durchlinft. Wegen des invarianten Charnkters der Variablen w, »
kinnen also die im Fall 7'= § gefundenen Differentialgleichungen hier {iber-
nommen werden.:
2 U—'H fm_i' O‘-'i P qu 0(1—0(—[})71](1.-{-‘ a—ﬁ)]:O,
juu 4 f!w + 4w f'!! + 4 (o ﬁ fv"m'f =

Nach (30} st jetzt u =y — 4. © = {4y + 3" — 4y}, Wir haben also die in
wt v

reguliivenn Losungen zu ermitteln. Das geschieht wieder mit einem Potenz-
B*



(8% H.Maass: Die Differontinlgleichiumgen in der Theoricder  srenschen Modaltunkiienen.

reihenansatz;

o

Foe M ho(e) ut

e
Die Funkiionen b, (v) geniigen den Rekursionsformeln
D+ Dhardehit4{p+at f) Jigeme By o 8,
2L+ Dehe b (@ P E D) b+ le-— Brh, 42 (2= w g )Ry
Win glemln\'ermges Byatem hat man i
So2hy b 424+ Fa+3 Mok {4l 1’3) 2o A 1) o- 2wty
Ao+ Srhy = By
Dk 4 (a4 Py by = () hy,
(p+ 2y (x -+ Dl 4o B e A A — R0 Gz )
e Konvergenz der Potengreihe im Bereich u® <w ergibt sich wieder mit
der im Fall T'= B skizzierten Methode, Mit Hilfe von
St Ry 4B+ 3 54 20 4 2y w Ay +
P (b By (e )+ 2y Wieg+ f+r—1) - 2rphl-
— o b B Ry (- BY(— lﬁ,‘ =0
lassen sich Darstelungen
Pyyy = @) by 4 al) R A el B
By = @by b+ al ) B Bt A

By = al ff“ Foaly by all b+ B By g UG T Dy

bestimmen, die fiir £ > ¢ eine Abschiltzung

%h#pq(;(“ﬁ"?)‘ hi < ¢ (' I F), <l (”"*’)"
¥ Vo |4

mit ¢ = (] (&) gostatten. Daraus folgt die behauplete Konvergens.

{ Bingegangen aam 20, September 193:2.)




