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Konstruktion ganzer Modulformen
halbzahliger Dimension mit #-Multiplikatoren
in einer und zwei Variabeln.

Von H. MAASS in Hamburg.

Die Theorie der antomorphen Formen reeller Dimension, durch die
Peterssonschen Arbeiten weitgehendst geftrdert, bleibt insofern noch
erginzungsbedinftig, als die Formen der Dimension - > — 2 nicht
systematisch erfaflt werden. Wegen der Schwierigkeiten, die sich in
der Behandlung der Formen von der Dimension oberhalb — 2 dartun,
sind schon spezielle Resultate bemerkenswert. Man hat heute noch
keine Ursache, sich iber diesen Standpunkt zu erheben. Lassen wir
die Formen ganzer Dimension aufier acht, so beanspruchen diejenigen
halbzahliger Dimension mit %-Multiplikatoren ein besonderes Interesse,
da man mit hinreichender Kenntnis dieser Formen alle Fragen der Dar-
stellbarkeit ganzer Zahlen durch positiv definite quadratische Formen
ungerader Variabelnzahl beantworten kann. Zuwr Konstruktion solcher
Formen liefert die vorliegende Arbeit einen Beitrag; dabel ist das Haupt-

L

augenmerk auf die Konstruktion der Formen der Dimension —é’m und
1 . - . . .
— 9 gerichtet. Wir gewinnen alle Formen durch Aufstellen einer Art

von Kisensteinreihen, die allerdings nur fiir Dimensionen < —2 kon-
vergieren. TUm den Reihen fir grofere Dimensionen einen Sinn beizu-
legen, fithrt man in geeigneter Weise eine Hilfsvariable ¢ ein und definiert
den Reihenwert als den Wert der in ¢ analytischen Funktion im Punkte
¢ = 0. Der Nachweis, daB dies jeweils unter gewissen Voraussetzungen
moglich ist, erfordert zum Teil erhebliche Rechnungen. Die Methode
hat den Vorteil, daB die Invarianz bei einer bestimmten Substitutions-
grappe von vornherein sichergestellt ist, Herr Petersson hat gezeigt?),
dafl die Kenntnis eines Multiplikatorsystems schon ausreicht, systematisch
Formen zu konstruieren. Durch naheliegende Ubertragung des in E ent-
wickelten Formelapparats auf zwei (oder aunch mehr) Variable wird die
Aufstellung der Kisensteinrethen halbzahliger Dimension in zwei Variabeln
erheblich erleichtert. Im Rahmen dieser Untersuchung ist diese Auf-
gabe nur als Spezalfall des allgemeinen Problems zu betrachten, zu
einem vorgegebenen Multiplikatorsystem Formen reeller Dimension in
zwei Variabeln zn konstrnieren. Die Hilfsmittel, die wir zusammentragen,
sind von der Beschaffenheit, um auch das allgemeine Problem erfolg-

9 Uher die Extwicklungskoefﬁzienten der ganzen Modulformen und ihre Bedeutung
fir die Zshlentheorfe (Hamburger Abhandlungen, Band 8), im folgenden zitiert mit B,
133 gt



134 H. Manss.

reich angreifen zu konnen. Eine weitere Methode zur Gewinnung von
Modulformen in einer Variabeln besteht in folgendem: Man bestimme die
Koeffizienten ¢, einer Fisensteinreihe

Ce ks .
Cen ; (s (e = rationale Zahl)

derari, daf das allgemeine Glied der Reihe das gleiche Verhalten zeigt
wie eine vorgelegte ganze Modulform ¢ (z) bei senkrechter Annaberung
von * an «; m, a. W. es soll gelten:

lim {ga (#) } = 0,

Tt (T“ﬁﬂ)r

fiberdies

lim {g (z) — Cao} = 0.

T—>00
Sind die Koeffizienten so festgelegt, so folgt antomatisch die formale
Invarianz der Eisensteinreihen bei allen Substitutionen der Gruppe, die
¢ (7) festlafit. Man braucht sich alse nur noch um Konvergenz zu
kitmmern. Sinngemaf verallgemeinert erhdlt man auch ein Verfahren,
Modulformen in mehreren Variabeln za konstruiéren.

Nachdem ich nun die Maglichkeiten, Modulformen zu konstruieren,

dargelegt habe, gebe ich noch einen Uberblick fiber die Resultate: Der

ergte Teil der Arbeit befafit sich mit Modunlformen in einer Variabeln. Teh
beginne mit der Konstruktion ganzer Formen der Dimension —r = —"{;"
(=1, 38,5, .-} zur F-Gruppe Iy, d. i. die maximale Substitutions-
gruppe, die den F-Nollwert &y, (v) festlalt. Fir k= 1, 3, 5, 7 sind
diese Formen auf Grund ihrer durch Dimension und Multiplikator-
system eindeutigen Bestimmung niehts anderes als die k-ten Potenzen
von g (v}, Von diesen anslytischen Identititen ist die fiir &k = 1 nen,
fir k=3 zumindest die Herleitung. Die Entwicklung der Partial-
bruchreihe fiir $5(z) nach Potenzen von ¢%" liefert dann erneut den
Zusammenhang der Anzahl der Darstellungen einer natirlichen Zahl n
als. Summe von drei Quadraten ganzer Zahlen und der Klassenzahl-des
imaginar quadratischen Zahlkérpers R(} —n ). REine eingehende Ana~
lyse der Koeffizienten in der Potenzreihenentwicklung der Partialbruch-
reihe zeigt, dab genau die Koeffizienten mit der Nummer n = 4% (8 0+ 1)
verschwinden. Von diesem Typus sind also alle und nur die Zahlen,
die sich nicht als Summe von drei Quadraten darstellen lassen. Dies
Resultat kommt in der Weise zustande, daf eine gewisse in s elementare

Funktion w{® (s, %) bei ¢ = 0 genau dann verschwindet, wenn % die

Form 4% (8 4 7) hat. Das Verschwinden von @ (0, %) fiir negative n
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bewirkt, dall gewisse in ¢ nicht-anaiytische Terme in der Partialbruch-
reihe zu $5o(7) nicht auftreten. Hs zeigt sich also hier eine bemerkens-
werte Verschrankung zwischen der Aussage, welche natiirlichen Zahlen
als Summe von drei Q@uadraten darstellbar sind, und der Tatsache, daf
eine bestimmte Funktion von v in ¢ analytisch wird. Mit denselben
Hilfsmitteln zeigen wir, daB fiir neun weitere positiv definite Formen
vom Typus e a7+ e, 25+ e, 22 der entsprechende Sachverhalt gilt.
Sodann folgt als Erginzung zu E die Konstruktion ganzer Formen der

Dimension —-5- zur Stufe N'=0(4). Wir untersuchen die in E, § 5

anfgestellten Eisensteinreihen zur Dimension —g es zeigt sich, daf

sie alle einen in ¢ nicht-analytischen Reihenwert besitzen. Die Teil-
schar der ganzen Formen in der von allen Eisensteinreihen erzeugten
linearen Schar enthdlt aber mindestens N linear unabhingige ganze
Formen, sobald N F 4, 8, 12, 24, Eine Form der Teilschar ist durch
ihre Residuen in den parabolischen Spitzen schon eindeutig bestimmt,
d. h. die Teilschar enthilt keine Spitzenform. Ob die konstruierten

. . . . 3
Formen ausreichen, nm eine vorgelegte ganze Form der Dimension —3

zur Stufe N mit #-Multiplikatoren auf eine Spitzenform zu reduzieren,
kann ich im Angenblick nicht entscheiden.

Im zweiten Teil der Arbeit*) konstruiere ich mit den erprobten
Methoden Formen zn Kongramenzuntergruppen der eogeren Hilbertschen
Modulgruppe des reellquadratischen Zahikorpers Z = R {1V D ), dessen
Diskriminante D ich stets = 5 (8) annehme (d. h. (2} ist in Z Primideal).
Zunichst sind einige Begriffsbildungen aus der Peterssonschen Theorie
der automorphen Formen reeller Dimension® auf zwei Variable zu
iibertragen; es folgt dann die Herleitung der $-Multiplikatoren, d. h. des
Multiplikatorsystems der Form

mis 4T
G(r,) = e Vo (Jmz>0, Jme'< 0)%)

uco
(0 = Maximalordnung in 2),

*} Eine ausfithrliehe Darstellung dieses zweiten Teils erscheint demniichst unter dem
Titel ,Konstruktion ganzer Modulformen halbzahliger Dimension mit #-Multiplikatoren
in zwei Variabeln“ in der Mathematischen Zeitschrift (im folgenden zitiert mit K IT}).

% Theorie der automorphen Formen beliebiger reeller Dimension und ihre Dar-
stellung durch eine neue Art Poincardscher Reihen (Math. Annalen, Band 103), im
folgenden zitiert mit A.

%) Das Spur- und Normzeichen: S, N verwende ich in iblicher Weise. Ist R
eine rationale Funktion mit rationalen Zahlen als Koeffizienten, so sei

SR, coyr v = Rr,eei;t, e dF R, ooy ), 000,
NR{“,---.‘,T,--') = R(lx,..,-r‘ NS I R(a’,...;r',...),

VDY = -1VD.
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In den nun folgenden Betrachtungen setze ich voraus, daf die Klassen-
zahl von Z gleich 1 }st. Es gibt dann zur Stufe » = 0(4) zu jeder
i
5
mit &-Multiplikatoren, mit dessen Hilfe man eine vorgegebene ganze
Form bis. auf eine ganze Spitzenform reduzieren kann, d. h. bis auf
eine solche Form. die in allen parabolischen Spitzen (so bezeichne ich
aus begreiflichen Griinden die Punkte v = w, o= o, o CZ--w) ver-
schwindet. Fiir & = 8 ist noch zusitzlich zn fordern, dafi die Norm
der Grundeinheit von Z gleich — 1 ist. Die Tatsache, dall sich mit den

Dimension — » = — —, 24 %, k>3 ein System von Eisensteinreihen

gleichen Mitteln fiir die Formen der Dimension “""g_ in zwel Variabeln

genauere Aussagen machen lassen, als fiir die Formen in einer Variabeln,
ist fiberraschend und verleitet zu der Meinung, die Theorie der Formen
in zwei Variabeln sei in gewissem Sinne einfacher, als die in einer
Variabeln. Es scheint mir aber, daf die eigentlichen Schwierigkeiten,
deren Losung eine Theorie der Formen in zwei Variabeln lohnenswert
macht, an ganz anderer Stelle zu suchen sind. Die weiteren Aus-
filhrungen zeigen, daf die genannten Reihen beziiglich der Formenreduktion
genau dasselbe leisten, wie die gewdhnlichen Eisensteinreihen ganzer
Dimension. Sei
k
Qlawy, oy o) = Ziﬁw T Ly @4k, Q= ((I-r',u) = (gJuV)s e © 0)

¥, pe=
eine primitive total positiv definite quadratische Form, dann ist die
J-Reihe

J@r) = 2 e VP
Byae o iyt
eine ganze Form zu einer gewissen Stufe ». Bilden wir jetzt die Eisen-
steinreihe, die in allen Spitzen ¢ = w, v' == o' (o C Z-+oc) das gleiche
Verhalten wie £(Q; r,*") zeigt, so erhalten wir eine Form zur Stufe »,
die offenbar nur vom Formengeschlecht der qnadratischen Form
¢ (xy, - -+, #x) abhiingt; wir bezeichnen sie als die Geschlechtsinvariante
zu ©. Tst die Klassenzall von R( VDY gleich 1 und im Falle k = 3
dic Norm der Grundeinheit gleich —1, so laBt sich die Geschlechts-
invariante zu £ aus den oben genmannten Eisensteinreihen halbzahliger
Dimension linear zusammensetzen. Die Bedeutung, die den Geschlechts-
invarianten im Hinblick anf Darstellbarkeitsfragen zukommt, wird erst
durch die Siegelsche Theorie der quadratischen Formen®) ins rechte
Licht geriickt. Zum SchluB sel noch bemerkt, daf die (Gegchlechts-

%y (. L. Srecer, Uber die analytische Theorie der quadratischen Formen (Annals
of Mathematics, Vol. 36).



Konstruktion ganzer Modulformen. 137

invariante zn €® (Einheitsmatrix) stets von f{(E®; r, v') = ¥ (r, ¢)
verschieden ist. Dde Anregung zur Beschiaftigung mit dem gesamten
Fragenkomplex verdanke ich Herrn Prrerssox.

Modulformen in einer Variabeln.
§ 1. Partialbruchentwicklung der %-ten Potenz des 9-Nullwerts

Foo (r) (k=1,3,5 7).

Um die Partialbruchreihen fiir die Potenzen des #Nullwerts

o
(1) holr) = 2 & (Jm e > 0)
9 = — 0

zu gewinnen, hat man das Verhalten von Jy(¢r) in den rationalen
Punkten zu bestimmen. Das ist nach bekannten Methoden zu machen

and fithrt uns zum Ansatz der Reihen
’ E
N H (?) 1
2 —p LT, 8} o= 1+ S P - _J ........ p— T =1
2) ¢ (7,8 c%d A V—?:(CT—}-(D PR

{6, d) =1 2)de

wobel s die eingangs erwithnte Hilfsvariable, L eine natirliche ungerade

Zahl, r = i;— und

ail
7i L'J

¢ Jmode
Alle Wurzeln bedenten Hauptwerte. Nach ihrer Herkunft besitzt die
Reibe w_, (v, 5) fir alle Substitntionen § der ¢-Gruppe 'y die Invarianz-
eigensehaft

g (87, 8]
3 i -
®) o406y lyetde
dabei ist & = (y, d) die zweite Zeile von ¥ und ¢ das Multiplikator-
system von g (2. Da die Reihen (2) flir Res > 2 —» absolut kon-
vergieren, so stellen also ¢_, (v, 0) fir % =5 Modalformen dar. Um
k=1,3 mit zu erfassen, missen wir in diesen Fillen ¢ . (r,s) als
Funktion von s bis in eine volle Umgebung von s = 0 analvtisch fort-
setzen. Beachtet man

so fithrt man ¢ . (7, 5) mit Hilfe von

== K (S} P—yp (IJ 'Q) '

o
*

00 1 o% L R dxr

4 S e o H ) |

) WZ_W (m—+w)y | m-+ ol .,,;,w J @fo)yfe e
— g

S (Gm e >0
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Jeicht in
(5) 9y (7, 5)
air ] *
8 2 2 o1 E H(? in 2 T
= 1 _ e —_— e A (g 7)
+ 2t n:z—zm c; s Jimod2e & " 27
e,y =1 2ije

iiber. Zur Abkirzung ist .
' —2AINT ]

gesetzt. Bezeichnen wir noch

> el g Sl
M aﬂ(ﬂ’ﬂ - jistae R Tuls ) = & et
e, H=1 2lje

so erhalten wir schliefilich

(8) goplr,8 =1 —}— _ij T, (s, ) An (s, %, 9') .

Es sind nun die Integrale A, (s, @, ) in ihrer Abhangigkeit von s zu
stndleren das geschxeht in der Welse, daf man |z o ¥ ersetzt durch

(aﬁ—}-m)z (w—E—m)Z dadurch wird der Integrand in & analytisch, und der
Tntegrationsweg kann fiir positives n in die untere z-Halbebene, fiir
nicht positives n in die obere x-Halbebene umgebogen werden®). Aus
den Darstellungen, die man so gewinnt, erhellt, daf )

1, Anls, w, ) fitr »+ 0 eine ganze Funktion in s ist,

2. gleichmafig fiir alle s aus einem endlichen Bereich

Auls, 0, 1) = O (e ?1?) (|-
fiir ein geeignetes d >0 gilt,
{9) 8, 4y (s, o, ») flir Res >-—-—1— regulir ist, sobald r = g ,

(2) r—1 2riewn
4 An(0, @, ¥ — T g fur n >0,
0 fiir »-0,
3
‘40 (0, o, ?) == O.
Eine besondere Uberlegung erfordert die Diskussion von 4, (s, w, ~—;-)

Unterwirft man die Integrationsvariable einer geeigneten linearen Trans-

%) Vgl E. HEckr, Anpalytische Funktionen und algebraische Zahlen IL {(Ham-
burger Abhandlungen, Band 3.)
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formation, so reduziert sich die Betrachtung anf den Fall w == i, es
gilt nimlich

1 -;i,——s | o
AO(Sy @, 2 =¥ ""L)(&%B')r ¥ = S,

Wir integrieren tber einen Weg, der den Schnift von ¢ vertikal nach
oben im positiven Sinne umliuft, und wihlen den Weg speziell s0, dafi

PR

wir den Strahl, der von —3; nach oo fithrt, in jeder Richtung einmal

durchlaufen und aufierdem den Punkt ¢ im Abstand i im positiven Sinne
umkreisen. Wir erhalten demnach

1
4 (s i, )
° 2 i
? dx . dx
e 1“ s ....... . . _E_(l_ems) f i .......... _-‘3‘__ P
it i) T ) i@ty e
dabei ist im zweiten Integral lings des Integrationsweges log (x— 4)
= log [:c—i%—éf” Das erste Integral ist ersichtlich eine ganze
Funktion in s, die bei s = 0 verschwindet. Wir brauchen also nur noch
1 R o:a
'__ de % dz
3 _.? & i
(x—l—zﬁ EXCEDE (z+1)~ 2 (z—1)2

Zit untersuehen. Das letzte Tntegral verglemhen wir mit einem ein-
facheren, welches sich elementar berechnen laft:
o0
dz 1
J i e + A (s)
(z+1>2*" )
b4

A (s} ist eine ganze Funktion in s. Variiert s in einem abgeschlossenen
endlichen Bereich, so gilt fiir z— o gleichmaBig in s

1 1 1
g (Z, S) _ “T- - - e R (8] (—3“ ),

Y O R £
d. h. also

J v (z, 8 dz
3
3

ist fiir ?Re.s:‘f-*é in s regulir-analytisch. Aus der Darstellung

dz

r - e = j](p (z, &) dz+ff1,1_._- + 4 (s)
(2 +1) Fi (z—1)2 3 Y

2

vty

E)
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folgt schlieBlich: Bis auf einen Pol erster Ordnung bei s = —}) ist

1, . .

Ag (s, @, wg) fir Re s>—~"§ in s regulivr und hat bei § = 0 elne
Nullstelle. Damit ist die Diskussion der Integrale 4, (s, », #) abgeschlossen
und wir kinnen uns den singularen Reihen 7, (s, v} zuwenden. Beachtet
man
( 7 at Tt
, (C)c + fiir 2/,
(10} R i L

Ve (5;) e 1 fir e,

=0 (j,0 = 1,
so folgt die Multiplikativitit der Koeffizienten e (n, v):
te e, (0, 1) = e, (0, 7) g, (0, n) v (e, 0) = 1, >0,
mithin fir die singuliren Reihen die Darstellung
=, v (1, 1)

- Tt = LLvgreon, vt = 2050

Auf Grund elementar arithmetischer Uberlegungen ergeben sich fir die
Koeffizienten ﬁ’“v(ﬂ, ) die folgenden Werte:

1. p>»2
O fir p"=14n,

Vm” ('_“ 1) ?];»;1
(12) apln, ) =P )t g, v =103,

0 fiv p*~Ym, p" /fn, v = 1(2),
— tir p*=Yn, prdn, v = K@),
¢ (p*) fir p*~Vm, p¥/n, v = 02}
2.p = 2
0 fitr v =1(2), 2" fn,
ye Lo g g
9T (E) flirv=1(2), 2 n, j = 2,,m1, 244,
I e WA
(13) oy (r, 1) =) 2 : en : (ff_z.‘)) fir» =1(2), 2""'/n, j = 9:»»»1 s 247,
ey mEE P — 1
2§ 4 w) et firy=0(2), n-= 2"y, u = 12,
¢ filr v == 0(2) sonst.
Dabei ist

1 fiir ganzes x,

s — |

0 sanst.
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Wenn
el
o == ((—— 1y 2 n)

A S
die Diskriminante des quadratischen Korpers R(‘/ (—1) % n); ( d)
z

#
der Charakter mod d, der fiir positive x mit (i) iibereinstimmt, so ergibt

sich nach einfacher Rechnung fiir unsere singulire Reile 7 (s, ) der

Ausdruck _
L[5 e,
(14) Tuis, r) = k113 s, vy fiir w0,
Ty(s, 1) — 2828

k—1-+2s

wobei {(s) die {-Funktion des rationalen Zahlkérpers,

I

. P30 (s, 1) tf}‘ ’(s, ) Yl (s, 1)
(18) Up (s, 1} = s 0 --—I I — —firn#$0,
- pid i 1+~ i *)
p=2 25 ]:—
1‘ Ey P
pey PO
L T
p

( d)

2

|1+ i A lel?*d,
(16) x:(;a) (S, ?‘} ] IC?,},S

2 H
1 s
l 1— i1 tes fir 2/4

und
1
. B ==
(1n Uy (s,7) — - o w (s, v,
1= oiise

Die unendliche Reihe fiir 9 (s, s) liBt sich einfach summieren ung

liefert .
— (" ++)
1+ (I. )

o (T,
IJ“(V/-')? . o

Die Fille k = b betrachten wir als erledigt, da hier Konvergenzschwierig-
keiten gar nicht auftreten, FEs bleibt alse noeh U, (s, ») fir n4 0,

(18) U, (s,) —
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v g g 2 untersuchen. Fiir jeden der Faktoren, ans denen sich
Uy (s, v) zusaimmensetzt, kann man nach einfachen Umformungen eine
einfache Gestalt gewinnen. Ieh iibergehe diese Rechnung und gebe nur

das Resultat an. Sei p>2 und p"/n, p*titn, dann gilt

k-1
(s, 7) N
(19) i :!__1;—(}:_11&25) — _2 —k—2+283r  fiy p/d,
) 4 -1
20) You (s, 7) _ (1 . ( )P (55 i-s)) 2 R
s) r =0

4 (9 -t

+ p—"‘“Q‘FQ*’)I;‘ fiir ptd.
Etwas komplizierter sind die Rechnungen fiir p = 2; sie deecken aber
gevade die Eigenschaften von U, (s, v) anf, die bewirken, daf der Ansatz
zum Erfolg fahrt. Sei im folgenden 2* die genaue Potenz von 2, die
in n steckt:
2k [y, PAARE ST

n = 2h. y
Es gilt dann
h—l
w5, ) , T b
en iy = (1 ()| g e
A3
ol () &
-+ (—) 2 -2 2oty ([ fir h = 1(2),
k ¥=10
n
—9s 2
[gme T2 20 firh=0(2), u=—1(4),
i =40
95,y : |
(22) — 0 = (2 Z2= 29 fiir h=0(2), u=5(8),
%52”) 8, "2' ;,
1—§—2 . + (#——1) Z O (1—28)

fur EF=0(2), u=1(8),

A apo—ate

o) 3 = (] =902 —1] 9120 90—
P |s, 1—2 ) 1—2 2 -+

u— 3 ———h+2 (1+25)

J®

fiir h=0(2),

(23) T e

+ 7 “’;1 2_% 1429 — (1+3))}
-]
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ol 3
wpls, 3) | T2
(2 v T IR

-+ (%) g9—ate

fir 2/4,

fir 244,

Damit haben wir alle Formeln zusammengestellt. Wir fiithren jetzt die Be-
trachtungen fiir k = 3 zu Ende. Die Formeln (19), (20), (21), (23) und (24)

zeigen, dab U, (s, %) fir Res > — % regulir ist und bei ¢ = 0 genaun

dann verschwindet, wenn ¥ (0, —g) = 0. Nach (21) kann dies nur

fiir & = 0(2) eintreten. Aus

(25) ‘P"‘}(O i) =2 ’;(1 pLmE L u’l—ad(ﬁ}i))far h=0(2)

resultiert dann:

P ((), %) und mithin auch 7, (0, %) verschwindet genau dann,

wenn
n o= 45 (8h L T),

insbesondere also fiir n = - ¢,
Aus (14) und (18) folgt daher, dal T, (s, %) fir alle » bei s =10

regnlir ist. AuBerdem gewinnt man aus den abgeleiteten Formeln
miihelos eine Abschitzung

1

(26) T [s, 5] = 0(nM ('n =),
gleichmafig fir alle s des Bereichs

1
_——< <
1S Re s << 1
—1 < Jms <1,
fiir eine gewisse Konstante = >0, Dabei beachte man, dal fir die
L-Reihen L(I—{—-s, (—f?) ) selbst eine in s gleichméBige Abschitzung
. *

vom Typus (26) gilt, sofern (%) nicht der Hauptcharakter ist. Es gibt
*
also fiir die Reihe

ms

(7" 3)“"£+ 2 Tﬂ(s} S)AH(S)"i)
2»;4—0; 7 = — O 2 2 2
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e¢ine von ¢ unabhingige konvergente Majorante
2]
= ) .
4t 2 |nle o (x>0, 6>0).
= oo

Damit ist die analytische Fortsetzung geleistet, und wir erhalten die
Modulform

3
+ - i
(27) ¢ g (I, 0) = 1-- L 2 T, (0, ..... Ei ) nt T
) 1—-(733“) n=1 2
2

Da die Koeffizienten dieser Reihe nur wie eine feste Potenz von =
wachsen, so folgt

y_3(m,0) = O™ (Fmr=y—0)
2

gleichmifig in Rer. Infolgedessen kommen in den Potenzreihenentwick-
langen von ¢ 3 (z, 0) in den parabolischen Spitzen des Fundamental-
P

bereichs der #-Gruppe Glieder mit negativen Exponenten nieht vor;

d. h. g a(r, 0) ist eine ganze Form. KEs gibt aber zur ¢-Gruppe I'y nur
: e

) . , k . .
eine ganze Form der Dimension — 5 k=1,2, ..., 1) mit dem Mnuilti-

plikatorsystem *. Denn ist ¥ . (v) eine solche Form, so lhat sie im
5 .

Punkte r = 1 des Fundamentalbereichs der J-Gruppe (beschrieben durch
die Ungleichungen: 2+ ¥ > 1, |xi < 1, v = 2 -} dy) eine im Sinne der
Peterssonschen Theorie der automorphen Formen zwangsliufize Null-

. fu' N . N v
stelle der Mindestordnung g " P (r) hat in v = 1 eine Nullstelle von

k . . -
der genanen Ordnung % und verschwindet sonst nirgends im Fun-

. —k . - : N
damentalbereich. ¥ 5 (8) &% (r) ist also eine Tunktion zn I ohne

Singularitit, folglich konstant. Damit ist gezeigt:

; & 3y X
(28) Foo(@) = 1422 > T (o, 72_) o
o=
Der n-te Koeffizient der Ieihe ist also gleich der Anzahl der Dar-
stellungen von = als Snmme von drei Quadraten ganzer Zahlen. Beaclitet
man, daf fir n >0

b (2)) - 2,

wobei A(d) die Klassenzahl von R{(V —n) und w die Anzahl der
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Saiz 1: Die Anzahl der Darstellungen einer natiislichen Zahl n als
Summe von drei Quadraten st gleich
1
24y 2 - 3
o By U, (0,?),
es gibt genan dann eine solche Darstellung, wenn
nt 4¢84+,

Die Behandlung des Falles k = 1 bereitet jetzt keine Sehwierigkeit

mehr. Die gleiche Schlufweise liefert
_ _ 2 1 -
2% Fo0 (t) = 1“1“2 T, (Oy é) no F o,
=1 :
Die Formeln (20) und (22) gestatten iiberdies, diese Identitit rechnerisch
festzustellen, Ist ndmlich » keine Quadvatzahl, so ist L (U, ({}) ) =,
weil (%) ein eigentlicher Charakter mod d ist. Fir n = »? gilt aber
C

1

v, (o, -;) — 2.

Die rechte Seite von (29) wird also in der Tat gleich

2, ,
142 > gunt
A |

§ 2. Partialbruchentwickiung
der analytischen Geschlechtsinvarianten einiger spezieller Typen
von positiv definiten terndren quadratischen Formen.

Mit der Mcthode, die uns die Partialbrochentwicklung von Fo {)
und damit eine explizite Formel fiir die Anzahl der Darstellungen von »
durch die Form o} a3+ a2 lieferte, kann man fiir eine ansehnliche
Reihe weiterer terndrer Formen von der Art o, i+, 23+ e, 22 ent-
sprechende Aussagen herleiten, wie sie fiir die Form #i4-ai a2 in
Satz 1 formnliert sind. Ks ist zwelerlei auszufiibiven: Wenn Oy (in
tiblicher Matrizenbezeichnung) eine primitive positiv definite ternire
quadratische Form, Q eine ganzzahlige symmetrisehe M atrix, so hat man
eine Partialbruchreihe zu konstruieren, die in allen rationalen Punkten
das gleiche Verhalten zeigt wie die “-Reihe

(D 1) = X emrns,
r
wo liber alle ganzzahligen Spalten
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gummiert wird. Alsdann ist zu untersuchen, ob die Partialbruchreihe,
falls sie existiert, mit der $-Funktion & (£; r) identisch ist. Fir jede
numerisch gegebene ternire Form kann man diese Frage durch Aus-
rechnen der ersten Koeffizienten in der Potenzreihenentwicklung der Partial-
briachreihe zur Spitze oo entscheiden; denn eine Form der Dimension — —3
mit denselben Multiplikatoren wie < (2, ¥) hat im Fundamentalbereich
der Gruppe, die & ({2, v) festlait, eine Nullstellenzahl, die unter einer
angebbaren Schranke liegt, sofern die genannte Form nicht identisch
verschwindet.

Verfahren wir nach der eingangs erliuterten Vorschrifi, so erhalten
wir zu & (; v} die Partialbruchreihe

(2, 7]

(80) F(Q;7,8) =11

18 3 :
(e, =1 2lae Qe [ —i(cvd-d))? lertdP
wobei

¢ = |<  die Diskriminante von £
und

P
H(Q":E“) = 3¢ b (4, o) == 1, 2/de.

rmode

Aus der Fourierentwicklung

==
3
F@Qs w0 = 1'+~“W”m"'m"""1”"" 2 Th(Q;s) A (5’, 9 9)
22% T
[us]
31 T, (Q;s) = _Ec_ggﬁ?,)l,
e=1  —+s
62
H(&), J_)
[ R~
g (22, n) = . ¢ ‘
jmml2c =
(j,0=1,2"je o2

ergibt sich mit Hilfe spiterer Betrachtungen die Maglichkeit der ana-
lytischen Fortsetzung von F (£, 7, 5) in eine volle Umgebung von s = 0,
Nur unter einschrinkenden Voraussetzungen fir £ gelingt dann der
Nachweis, dal

F{&;) = F(Q,; 0

in v analytisch ist und eine ganze Modulform darstellt. Trifft dies zu,
s0 erkennt man aus der Struktur der Koeffizienten in der Fourier-
entwicklung von #F{; ), dald F(5; v) mit der von Herrn SIEGEL ein-
gefiibrten analytischen Gebchlechtmnvarmnte zur quadratischen Form 2
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identisch ist (loc. eit')). Deutet man die Reihenabschnitie

3 (2, n)

e 3: 7

0 ot
als Kongruenzlisungsanzahlen, so folgt aus deren Multiplikativitit die
Multiplikativitit der a. (X, n):

ae (R0, ) == a,, (0, n) - ., (0, n), (ery o) == 1, ¢ == ¢ rq.

In KIIL, § 3 werden wir diesen Sachverhalt beim entsprechenden Kon-
struktionsproblem im reell quadratischen Zahlkorper als Musterbeispicl
genauner explizieren. Fiir die singuliren Reihen 7T, erhalten wir somit
die Darstellung:

e o (3, 0
(62) T,(@;0 = [[uvr@.9), WW%ﬂ:}UJﬁmy _____
» = ¥ 3*\

Fiir die Primzahlen p42Q ist die Berechnung von ft, v (£, %) unschwer
durchzufiihren, da man die Form £ mod ¥ unimodular aut Diagonal-

! Y, 2
gestalt transformieren kann. Man erhilt:

0 fiir p 14,

7
b TR
p P\ —L ] iy gy n, A0, v = 1(2),

(33) t,y (2, m) = ¥
0 tiir > n, P n, v = 1(2),
— pr! tiar ", pTdn, v = 0(2),
¢ (") filr p*Yn, "/ n, v = 0(2),

(1’*2 @),
daher fir p+2Qn:
1 ﬁwpm‘zu-%--s)
YD, 5) = Tran T
1 — (7) Ot
P

wenn d die Diskriminante des quadratischen Zahlkorpers B (V —@un).
Bis auf einen elementaren Faktor ist also 7%, fiir n 4 0 Quotient zweier

L-Reihen:
d
L(' T (T))
§(2+23)
ng” (£, 5
W,

Th (2, ) = -0 (80, 8 fiir w40,

By UL, =]

BN
) e g
1D, 8) = Jl + (]—J) P fir pkd,
l 1—p2a+s fir p/d.
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Fer m =0 ergibt sich
I:) (D' 8) =

g

L(1+425)
(2+2) TTO(Q}S)?

. B A
oL, s) = II T PG, ).
piz

[ind f

(35)

Die Faktoren von U,{n F () zu den p42¢ lassen sich auf Grand der
Tabelle (33), wie folgt, darstellen:

ph / #, .p}H—I ']"n: ]9*2 Qr

hﬂ;

(1——(d) 17““—33) 2 e i = 1(2),

Y (1, 5) i ¥=p

B36) - e o= 2a

Z,‘?} (Q. s} L
1 ( 1— ( i ) 13"'(1+S)) Z P 7 {1-4-28) —E— p -3 2128
\ fir A = 0(2),

Es ist also stets

v (D

(37) o
w@o)

Die weitere Rechnung wird jetzt unter der Vorcmsset/ung durchgefiihrt,

dafi £ Diagonalgestalt hat:

(241 0 g
0 =10 e 0)
0 0 o

und die Diagonalelemente o; quadratfreie natirliche Zahlen sind. Wir
verabreden die folgende feste Bezeichnung:

1 0 fir p420Q.

= g k=1,23),
2 <l g - - < g, gi = Primzahl,
0 § ik ;_f 1,

Vi = vat Vgt Vi (=01,
0 <7y £ 2, 1< w2 (=1,---, ),
Q e 2110 g;z’ - q:jr’
Q= 2% R, ¢ = q:kRk k=1,
@, = gy = 2% g (e ==1,2,8, i==1,..., )

R { vy fir 2/»
Qi 3 yofiic 24v

Bz: '8;};;’8;;2/8:58 (i:“)J]?"'rr)a
8 = Bl ﬂeﬂ"if“ﬂsu
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und, falls n 0,

n = 2"’°q’1“---gff*-n(, = M.y, (1, 20Q) = 1.
Mit den Werten der veralleemeinerten GauBsehen Sumnten :
9 ] oy, I A
H(ﬁ, Q) — gzt (r2)+ ( ,.l}iz) (.Ré]”( 7) P
q, 4, 4, 4./ ¢,
(t:]J"‘}T)7
. [ 0 fir j=1(2), »=1, vy >0,
R e
92 A e e o ir 7 =11(2) s at
7 ) (; ¢ fry=1@) sonst,

{dabei stets » > 0),
die man aus § 1(10) ableitet, gewinnt man fiir die noch nicht bestimmten
Koeffizienten von 7, mit Primzahlpotenzindex die Darstellung:
0 thr ¢~ 4n,

n

f%ﬁgwﬂﬂwj
q i g q; q?'

far g7, grdn, vEv(9),
0 tir g7~ n, ¢/n, vFr(2)
(38) ay(Q, n) = , - : a; Fvi(2),
' A T

7 Qi i
file v~ /n, qgidn, »=w;(2),

1 o {—Bi\ BN
a9 (f]z) ( (_h Qz
fir gy/n, ¢ jn, »=y, {2},

ferner
ay (2, m) == 0 fiir v,>>0

und in allen iibrigen Fiillen:
0 fir » 2y (2), 2149,

2" T-T (Eﬂ ) ( Bf Bm) Sy
fiiv » 9 (2), j = 7"‘3_1_ = 0(2),
T (2 2 mid L
8 ap @, =12 7 (5] [ gy )
fiir v FE 9, (2), j = ’”,1 =1 (),

23
2:!‘+~% ( 2 )” (_2 ) 5 (_?f,i!g_ ) "y ?
R,/ \B, T
filr ¥ == 24(2), n = 92y y W= 1(2},
¢ fiir » = v, (2) sonst,

19%
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dabei ist
1 fiir ganz rationales x,
0 sonst.

5(9:)-—{

Aus diesen Daten bestimmt man die Grifien y{® (2, 0) und yiv (£, 0),

in deren Verhalten sich die besonderen Eigenschaften der quadratischen
Form £ spiegeln:

——B RT
fiir n = 0,

H(
q:i

(1+ BB )) ( — B, R} ) el (]+ 1)
( 1 a; & S

fir 24 0, % FEr(2),

)
Qi / Qi gi

L
R
sl t—V\ - im0, = (2),

(40) ¢ (D, 0) =

4 2

{411 PO, 0) =1 ( ........ " )
, (2, 0) + RN,

und fir » 0

‘ 2 2 . _!I,“fl‘;"_l 1
49 o (e O (1 +( le -1 {“8))...,_( ;;D_E]_‘BJ)Z = (1+2)
e fir i 0 (2), Jio = 20,
fiir fi % v (2), o< vs,
. hu o
L
( f?;“i o By 8 ( R‘ o By 8
Tl s L LA
(43) w0 (L2, 0) = , 1——3 82 R, 8 4
pd 67!17_—12—-} fiir hOEl’U(‘Z’), fzuzyo,
— 2
l-l-( ) (“4’8) I fir by — 0, v = 2.

Wenn nicht zugleich 7, = 0 und », = 2, so ist ( ) = 1 mit

2
R’ u+1 ﬂ
P (T, 0) = 0 nicht vertriiglich; denn aus dem Bestehen del Gleichungen
wiirde folgen:

,r3—1 -+l
}'{0 == Py, (T; ................ ) — (_]) g (__1) e /3(4),
d. 1. ein Widerspruch.

%
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filr die » mit — Q# = ¢% d. h. also, wenn

[Tvr@ 0 =0, falls —Qun = 4
PG
Ist die Bedingung fir » = 0 erfilli:

—fiaf{— 2 WTr B RN
pful) Yo (R, 0) = (1+(R;’e+130/3)) Hl (1+( . )) = 0,

so folgt sie fiir die {ibrigen n bereits aus (44) und (43). Wenn nimlich
—Qn=g*(n+ 0}, so gilt

7 R
—Ryu = g2 = 1(8), —E, T =05
i
also
— R; %
i‘ iniiieg *
1 ’
wegen

RyB = 12310 Bio (8),
(Zhf=3+12RA=1(#), RE=—10)

folgt dann ans (RQB) = 1, dal By 8= —1(8) und v = B(8), aus
3 L]

(Rzﬂ) = — 1 dagegen, daB Ky, =3(8) und u= —38 = §--4(8).
-0

Damit ist gezeigt: F(£1;¢) st genan dann eine ganze Modulform, wenn

(46) ?IJ? PO (D, 0) = 0,

Der Nachweis, dafi das Produkt (46) unter den gemachten Voraussetzungen
verschwindet, erfolgt indirekt. Aus der Annahme

II PP (9, 0
d.h. also aus
(—_—g&) =1 fiir v, = 1, gt ;o
3
— —2 =1,
(—qih) = (QOgz—) firv,=2, g, e,
g 7 s
(46a) ( ..................... 2 ,,ﬂ_) ..... 1 fiir v, = O
’ gy + ooy oy - ag g/ e =5
2 )
( T B (e L) ) =1 fir vy =1 und (etwa) 2/,
2 .
(1+ ey (B30 + :330)) =1 fitr vy = 2 und (etwa) 24«
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leiten wir einen Widerspruch her. Die Koeffizienten «; lassen sich
offenbar eindeutig, wie folgt, in ganzzahlige positive Faktoren zerlegen:

) = & 1y 74,

g = £ g 1,
(46b) .

g == &5 1 Yy,

gy =8 (=1,2,8), [ L quadratfrei,

Bezeichnen wir generell mit « den ungeraden Bestandteil in der Prim-
faktorzerlegung einer nattrlichen Zahl @, so erhalten wir, indem

wir &, 4, durch &, g, ersetzen, eine entsprechende Zerlegung von
o == 8y (i=1,2. 3). Aus (46a) folgt mun

'_“*': g: “:ﬁg
5= (EE)
- LAl

dazn kommen noch weitere Gleichungen, die man ans den gegebenen
durch zyklische Vertauschung der Indizes 1, 2, 3 erhalt. Somit ergibt sich

9 .
PR [ -
(46¢) (51 B+ GG+ ) 2 0
( vvvvv — ‘{ — ) = 1 fiir v, . 2/L.
144 (8ot Ls)

Falls » =0, so gewinnt man durch Multiplikation entsprechender
Seiten der drei Gleichungen

-
5
-1

auf Grund des quadratischen Reziprozititsgesetzes die Relation

U
- (]

—m
———

o0 L I
e g
Rt — B
H
H R o
é,; EhlfT lcr zr
—

L1 Wt {41

(=Y : (;L)'ﬂ (=4 L
& & Cs "
die offenbar nur dann bestechen kann, wenn

=10 @),

owp

!
also etwa
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daun ist aber

. 9 2 9
e s e . — ) =[] = —1
(51§2+S;é3“{“52§3> (1+L$1é3) (3)
im Widerspruch zu (46¢).
Wenn », >0 und 2/5, so liefert dieselbe Schlufiweise zunichst

L+1 L+t L+l

)= R EDT

und nach Multiplikation mit der letzten der (leichungen (46¢) also

Gtt G+i St

D — 2 . 2 J— 4
e B I
S S A & L G

Gilt das obere Vorzeichen, so ergibt sich ein Widerspruch wie oben;
gilt das untere Vorzeichen, so kownen L., Gs, Lg offenbar nicht in der-
selben Restklasse mod 4 liegen, Sei etwa (ohne Einschrankuug der
Allgemeinheit)

CL —"gs (4)}

I

d. h. also B
L = —(Lat-4v),

dann wird
2

2 I A
@g+g@+aﬂ ("3—4”%+@

— 1’

was nieht sein sollte.

Bezeichnen wir mit 2:(«) die Klassenzahl von BV =R( V- Qﬁ"ﬂ)
und mit w die Anzahl der Einheitswurzeln in RV A), so ist also
bewiesen:

Satz 2: F'(i; v) ist eine ganze Modulform, wenn

w O O
O =10 e O (2, €y, t0y) = 1

0 0 g
wnd o quadratfrei (i =1,2,3). In diesem Fall gilt die Darstelbony
i

Y 2 ‘
(47) P = 14 2 22 T ) Ui, o e,
n=1 W Gd |

Wir geben jetzt noch ein Verfahren an, wie man entscheidet, ob
die Identitat
F(Qyn) = $(057)
besteht oder nicht. Unter den Voraussetzungen von Satz 2 isg
G 1) = oo (61 7) oo (@2 ) Soo (s ¥) und damit auch F (S 1) eine
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i

ganze Form der Dimension —- , zuder Grappe I v (2¢) der Substitutionen

(f :;) ad—be =1, b =00), r=002a),

wo @ das kleinste, gemeinschaftliche Vielfache aller «;. Das Muitiplikator-
system » von #(£3, v) ist das Produkt von drei Multiplikatorsystemen,
die alle ans dem Multiplikatorsystem von %, (r) durch Transformation
hervorgehen. Daherist v3identischgleichIund (O ={F(Q;1) 3 ()8
eine ganze Modulform zu 77°(2¢«) der Dimension —— 12 und dem Multi-
plikatorsystem 1. Die Nullstellenzahl von Y (r), gemessen in den
Ortsvariabeln des Fundamentalbereichs zu IV (2a), ist daber gleich
wo (2) = (F(1): 17 (2e)), falls w(¢) nicht identisch gleich O ist.
Da nun

L2 — I Qe+ 1 2o ) ),

2 o
80 hat also F(£;v) — () die Nullstellenzahl -/ (L;ﬁl-
schwindet identisch (p, (2 ay = {I'(1): 1 (2«)). Unm das zu entseheiden,
braucht man also in der Entwicklung (47) nur die Koeffizienten mit

o [“ 1"‘9 (:%a}
?

der Nummer n =1, 2, - .. i -—-w] auszurechnen. Auf diesem Wege

habe ich insgesamt zehn Identititen ermittelt. Repriisentieren wir die
Form Q durch das Tripel {e,, @y, e}, so erhalten wir die folgenden
Avussagen:

Satz 3: Fiir die zeln Formen

{CI,, }:}} (@ == L, 2,3,58), ih, b, 1} (b = 2,3,5),
| (3,2,11, {3,2,2), (3,3,2)
besteht die Tdentitiit
F(Ly 1) = By (e, ©) Yoy {0y T) g (ey ),

oder ver-

d. .

1

G ;"'Z‘t’ :2 LS
o (Jd’ i h (d) bn(n.«, O)

it die Anzall der Davstellungen ciner natiirlichen Zahl n durch die
Form Q. FEs gibt genan dann eine solehe Darstellung, wenn fiir n keine
der Relationen (44) und (45) erf¥illt ist.

Unter den quadratischen Kérpern, deren Klassenzahl in der Formel
fiir die Darstellungsanzahl der zehn Formen des Satzes 3 wesentlich
vorkommt, sind nicht alle imaginir quadratischen Zahlkdrper vertreten.
Es sel moch bemerkt, daf fir die Formen {g, 1, 1} bzw. le, q. 1},
g = Primzahl > b, stets

F(2;0)  dolgr) %o (1) bzw. oo (gr) Sy (2).
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Der Beweis von Satz 3 ergibt sich natiilich zwanglos aus der
Siegelschen Theorie der quadratischen Formen (vgl, loe. cit. ¥); es ist
jedoch von Interesse, eine von dieser Theorie unabhangige, rein
funktionentheoretische Begriindung fir diese Tdentititen zu hahben.

§ 3. Formen der Dimension —; zur Stufe A

Die Eisensteinreihen, aus denen wir die Formen der Dimension — -~

ableiten, entnehmen wir aus E, § 5.
Unter der Voraussetzung

(ay, ) = 1, N = 0(4), frmwk- k=1,3805---

betrachten wir die fir Res > 2 —» in s regularen Funktionen

I - o Tl
m, Sa vy (Mo ~+ g ) g T i |
Py s 1ty (N)

(e, ) sl

wl

{48Y (v, 8 a1, a9, N) —

wobet M == (my, my) nund » das 9-Multiplikatorsystem. TFin die Sub-
stitutionen § der Modulgruppe I"(1) gelten die folgenden Transformations-
formeln: :

G (St,s;m. a9, N) £ (48

(49) {cr+dy cr4dls Ry (A, S)w (4)
A == (ay, as), 8§ = {¢, d).

G lr, 8 (0, a2) S, N),

Die verallgemeinerte Lipschitzformel

ey y _....'_3;”;’7} [l
- [ N7 o~ -
50 - S A . yreell, St @ =0,
(B0} = ey v b we - wtp(s, oy 1) (g reell, Jut o =-0),

wobei fir reelles 2
o0

Ai{s, o, 1) = l
_..-m

¢ gaihr dax
(e wf aw
vermittelt uns die Fourierentwicklung

sgnz, 1
i — e

Gy (6.8 a0y, s, N)y = 0(A) e 2

() - f ,,,,,,

2 (i7" :
- 1 o N
(Ul ) T T el 2 124 (??Ll ,J") [ } et
o= o | my e i) (V) | FRL l CY S modsmy N
my 0 'Eéaz(l\r’)

s A-'—ln:y‘ S, ;\Y.? .
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Dabei ist (vgl. E):
$(4) — {J, wenn A - I'(.Y) eine affine Substitution enthilt,
0 sonst,
gy == 1,
= ay(N) fir 6(4) = 1,
" {: 1 fir $(4) == 0,
(my, N) = (a0, N) == ¢ O, mi=tmi, ay= ta], N — tN"
o=, vl omy) = ety as) - w(mg, my),
0, wem o = 1(9),
. y — (1), wenn @, = 0(2), N =0(8) oder t = 0 (4,
o Wemn g, = 0(2), N 0(8) und 1 zf 0(4),
l—sgum,
by = am——gm—a

Die Diskussion der Dirichletreihen

= , Tont T+ -
(52) Dirds;n;m, 0, N) = > e W(mi, n; oy, ay, N,
mi=u (N) I')-’”‘l ro-g
My FD
wobei
; i
- Ot o Wit —Na—
Wim, n; ar, a, N) == Z u(my, j) e N
Jmodm| N
Jria, (X

ist in B vollstandig durchgefiihrt; es empfiehlt sich jetzt nur nicht, die
genannten Reihen nach sgn g anfzuspalten. Bezeichnen wir im Falle
@ == 1(2) die endliche Summe W (m;, 5 fyy e, N) mit Wy (mi, n; 4y, N),
so liefert diese Untersuchung das folgende Resultat:

) =10,

; . Uy Wi 1, my s, N
Dr+ts;n; a, ay, N) == M 1 T8y M2y 4

P i H
WMy TEZA (N l K JT 8

2. = 0(2), NFEO (8), t£0 )

bmod4¥’
beza (N7

B, 2n-n) e
RN BN IS . e
. e [ 2(—1) ¥
Drtsing m,anN)= > 8 (— -
*

T, Wy (g, 2017 a 8, Ny)
> R M

iy =TEN) | mg 7S
dabei ist

N=4N, W=ANN=1(@8), 88=] (N,).
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3. 4y = (0(2), N=0i(8) oder t=0)

<,
( 2 ) 1ty b N, n
27— Y
. wlhli {fa ‘ul uﬂ+1 ,ai—l
Dir+s;ns ay, ap, N) =2 T =il , e
“ 2 brood 2%~ %L N
b=uMa (N, b2 1
1, 4 e ’ o
R e L Oy Wy (g, 03 2y 277, Ny)
R . - i ris ’
I) - mu____b&uoﬁu +IN") | My |

dabel ist
— 9N, Ny=1(2), N' =012, N'F0@"™, 22=1(N,),
bh = N, Ny= 1(2%"h,
und es wird iiber diejenigen ganzen e« >> O summiert, fiir welche
2%/n, falls @, =3,
99 Yy, 9=, (2), falls « = 2.
In jedem Fall 146t sich also DO+ s; 75 @y, ¢, N) aus Reihen vom Typus

Oy Wy, 05 a, Ny

m =0 (N | my |78

DWir+s,ny b, a N) —

linear zusammensetzen. Dabel geniigen die positiven Zahlen N, .V, den
Relationen .
N = 2N, A ganz rational == 0, 2/ N /2N, (b, Ny} =

Tragt man fiir Wing, n; @, N;) den in K berechneten Wert ein, so
erhilt man
_aF n
i\]} tl-) eQTE'Nz t
#

ymod2N ( ¥

Difr--s:n; b, a, Ny = 2’«“

tjw
>0 LrELNY
! r, Ny =1
: Gy, O, n)
w N O i,
M= 2N \ "
wobel #-» == 1 (N,} und .
. < /] 2t
Cln,n) = 2 [*)e ™.
Jmodm \ IR
Die Summe ' ist iiber solche positiven Peiler 4, von = zu erstrecken
i !
Sy
fi>0

die nur durch Primteiler von N teilbar sind. Wir brauchen also nur
noch die Reihen

¢ C'(m, 0 N

—i'f——( ) fir (v, 2N) =

AL
meany  m |
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N . . L M N .
zi untersichen. Bezeichnen wir mit (.'( ), (m, n) = 1, die Gaubische
#

e < '.’5'.',z'ﬂj2
Cr— = 2{ ¢ » H
H Jmodn

so folgt auf Grund des Reziprozitatsgesetzes fiir (aufische Summen, dall

Summe

k-1
ik & e )
T = eﬁq Crk (* fn}f) 8 2 (_1_) (flm—-] ( 1 ) !ﬂt ‘._!‘
4 m//

Es ergibt sich demmach

[—1% 2
) ik K ——— —) K {m, n)
I Clm,0) =5 (‘;J) g5 Y =

] " |r+s M 12N E i ‘TTS

me=y@2N)
dabei ist

Kim,n) = (1 (:i;) m | ("(m n)

im ersten Argument multiplikativ und hngt nw von dem von m erzengten
Tdeal (m) ab. Ist daber yx ein beliebiger Idealeharakter mod2N und

k—1
— 1\
x(?n) (71 ““““““ ) ‘K" (?7’1, ﬂ)
Qirts;an) = X |m ’
(o) A1) m
so gilt
kE—1
—1 2
( ;;m) Kim,n) 1
m=r N [mirke T g(N) 4 O R0z,

Wenn dkd,’((—l) w) die Diskriminante des quadratischen Zahl-

korpers R(V(— NE

), so zeigen ahnliche Uberlegungen wie in § 2, daf§

L(k—2 425, 42(x))
Lk —142s, ¥ )’

Qlr+s, 2, 0) =

(53 {7 —
| i sz ()
Qlr+s,x,n) = L(k oy X’(ﬁ:’)) Ulr+s, y, n) fir n 40,
wobet
(54) Urts,x,m) = [ ] U645, 2, )

pin
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und, falls p%/n, p"1 4 n,

=
2 (p) prrteaa fir b = 1(2),
o=l
L
G5y Uplr+s, 2, m) = FIUE = .
(1 —xlp) (}7) voc ) ;u 2 (pr) prrdeains
h
— G2+
trhyp 2t fiir h = 0(2).
Um nun fiir + = % die analytische Fortsetzung von & 5 (7,85 o, a3, N)

5
in eine volle Umgebung von ¢ = 0 leisten zu kdnnen, brauchen wir
nur zu wissen, daf die Dirvichletreihe D(» +s; #; a;, ts, N} hochstens
dann bei s = O singuldr wird und dann einen Pol erster Ordnung hat,
wenn n-74 = 0 ist. Man schliefit gegebenenfalls wie in § 2, indem man

zeigt, daf gleichmitfig fiir alle s des Bereichs

= Res <1

— 1 < Sme=<l 1

die Abschitzung

!
56) D{ 5 +smi, 0., ) a0 5] = 0 Gt i) (o)

. P . 3

fiir geeignete positive Konstanten =, § gilt. Da nun Q(g—%ﬂs, Xy n)
fiir % >0 bei s = 0 reguldr ist, fiir n <0 bel s = 0 hochstens einen
Pol erster Ordnung hat, so folgt in der Tat, wenn man die ganzen

«

intwicklungen zurtickverfolgt, dafi den Reihen D ({}Jrs; n; azg,i\’)

die genannte Eigenschaft zukommt, aus der die Existenz von

G._‘] (5 ay, 1y, N) = G—AE(T: 05 ar, ay, N)
2

"

erschlossen werden kann. Die FEiseasteinreihen ¢ 5 (v; 4y, as, N) sind
2
entweder alle regulir-analytisch in «, oder aber alle nicht-analytiseh,
da je zwei von ilmen durch Transformation auseinander hervorgehen.
Wir zeigen, dafl letzteres zutrifft.
Setzen wir jetzt

(a], J\T) == ]
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voraus, 50 erhalten wir die einfache Darstellung

ik LN e 0
‘ - e a I R Ny
D(?'“{” &N 0, g, j\‘\} == T C* (_:1»71> B ¢ (_' ) S ¥

- et
(07) ' oot
e
(-“ — ) Kimg, n)
O iy
>< - L]
i (V) [ty T
mithin
Gor(v, 8, a1, 00, N} = g(s, 7, 1)) 2, 'Z/(m) Qs 2, ?t)}
(58) T i
ks ; _ a
e A A, (8, —;:, ”f‘) f
wobei
ke Fo,oar .
. . B W P o B '7.) T (*\) 2
(HM) gls,r,a) = N el ( ( 3 3 PEAPTSE

> wird jetst fiber alle Idealcharaktere mod N erstreekt,  Aus den
X
Reilien (58) kombinieren wir jetzt ganze Modulformen der Dimension — Z

zur Stufe N. Sei o ein beliebiger Idealcharakter mod N, 21,8, -, n
ein beliebiges N-Tupel von komplexen Zahlen und

g = g, fir » = p(N),
dann bilden wir die Linearkombination
2z y(n)

m),bmadN”m 3 (t s, a,ab, N)

nh\w

(60) .
Ot O 27:1' 3 T
- n;ﬁm (bm%i\' e ) Q ( + o w n) " (%, i\‘” 2) )

Wihlen wir fiiv v die Identitit und

|1 fur b=0(N),
T o fir b o),

so erhalten wir fiir s = 0 eine in = nicht-analytische Form; daler sind
also samtliche Eisensteinreihen (x s (t; 1, s, N) in = mcht -analytiseh.

Wenn dagegen ¥ ein nicht-reeller Idealdlamktm — einen solchen gibt
cs stets aufler in den Fallen N == 4, 8, 12, 24 — 50 crhalten wir die

in = analytischen Formen
_.ThH

" o 1,
(61) Z(Z e )Q(‘):’i’ n) e N
B

=1 \bmod NV
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Da der n-te Koeffizient nur wie eine feste Potenz von = fiir n—
wichst, so folgt mit der Schlubweise des Paragraphen 1, dah es sich
um ganze Formen zur Stufe V handelt. Aus den Darstellungen (531—(5D)
geht hervor, dafl

Q (.g—, Y, n) +0 firn = 1.

Unter den Formen (61) gibt es also N lincar unabhingige; denn die Matrix

o bat . i
e ¥ ) (b,n:lrgr"'aj\')
hat den Rang N. LaBt sich eine ganze Spitzenform ¢ (r) der Dimension

—% durch die Reihen G 5 (v; ay, 4y, N) linear darstellen:
(62) ple) = 2w, m)@

aymod N

3 {85 @, @y N),
P

2
man die Glieder mit einer Nummer 2 +4 << 0 gar nicht hinzuschreiben,
da sie, wenn sie sich nicht wegheben wiirden, cinen in r nicht-analytischen
Bestandteil ergeben wiirden. Man kann also formal so rechnen, als sei
o san el '
di{d)e: 2
das Residuum von ¢ 5 (r; a, @5 N) in der Spitze oo, Mit dem fiir

2
Dimensionen <—2 bekannten Sehluff folgt dann das identische Ver-

schwinden von ¢ {(r). Die Teilschar der ganzen Formen in der von den
Reihen & s{v; a), s, N¥) erzeugten linearen Schar stellt offenbar fir

2
die Modulgruppe eine invariante Formensehar dar. Wir stellen damit
zusammenfassend fest:
Satz 4: Die Eisensteinveihen G 5 (v ay, ag, N) sind in v nicht-
Ty

analytisrhe Funktionen. Die Teilschar der ganzen Formen i der von
Y !

Modulgriuppe invaviante Formenschar, die keine wicht identisch verschwin-
dende Spitzenform zur Stufe N enthilt. Wenn N 3F 4, 8, 12, 24, s0 g/t es
en der genannten Formenschar mindestens N linear unabliingige Formen.

Hamburg, Mirz 1937,



