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Die Differentialgleichungen in der Theorie
der elliptischien Modulfunktionen®).

Yon
Hans Maass in Heidelberg,

Einleifung,

1%e Bezichungen der indefiniten guadratischen Formen zu den auto-
morphen Tunkiionen sind durch die eindricksvollen Arbeifen) ) SSRGS
weitgehend geklart worden. Spezielle arithmetische Figenschaften, die «je
indefiniten quadratisehen Formen vor den definiten avszeichnen. fanden ithren
Ausdruek in dem fupktionentheoretiselien Verhalten der von Siecarn einge-
fihvten automorphen Formen,  Ha hadelt sich hierhel vm gewisse nichi-
analytisehe FPuaktionen einer komplexen Varjablen 2 2 44y vom Typus
der snnsruin-Reibe
{n Eiowoa, iy YNypleodiez ¢ d)y-=fowd dy- 10

el

wobed w e @ - 1y zu gelzen wt, Die Kxponenten o, § hiingen nur von dder
Stgnatur der zugeordneten indefiniten quadvatischen Formen ah, Man hat

k13 P H.
() g Py
zu withlen, wenn die reelle Normallorm
Wil b Yo M T — Um

zugrunde gelegh wivd., s ergeben sich im folgenden gewisse formale Ver-
einfucliungen, wenn wir z uned e als unabldingige komplexe Variable bei-
hehalten.  Das eigentliche Operationsgebiet bleibt jedoch die reelle {2, y)-
Halbebene w -z 3m z > 0. Punkie, die nur dureh eine komplexe Variable £
gekenngeichnet werden, sollen dem Bereich w = Z angeharen: L hes ist 2 = £,
o= o sebren. Der Fallb O oo st hier mit einsnschlivfien.

Multipliziert man die Reihe (1) mit 47, so ergibt sich mit &= 2 ~ # der
Formentypus

3

B RS R Yyl Dy ol e
Automorphe Formen dieser Al'l tabe ich gelﬂgenﬂi.n]_l o Wellenformen der
Dimension - & zur Wellenzaht /7 genaonnt, llinen Zusammenhang nwischen
den Wellenformen und den indefintten gquadratischen Formen konnle ich be-
reits vor einigen Jahren {ber die l"ynidimmlg|ei(=hlmgeu der Zetafuvktionen

T ang Dareesson 2um A0 Geburtalage an 24, 9052 gewidhnet,

HoSmasn, O Ler Diddefinite gnadmtische Formen und Modulfunktionen,  Studies
Essays, pres, to {ourawt, New York [958, p, 395 - 406,

2y srrar, O L Indefinite quadratische Formen mnd Fonktionentheorie 1, Math.
Ann, 124, 1754 {1951).
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zu den indefiniten quadratischen Formen ermitteln®). In den Fillen 0 <n-<m.
m=1(2), m =0 (2) wurde hier im Gegensatz zu {2} die Zuordnung

" o = -z& . S = :: fiie =2 (4},
m 1 m 1
o=ty fg# g9 [iir m = 0 (4)

vorgenommen. e Betrachtungen konnten also anf Welenformen der Di-
mension ¢ und -~ 1 beschrinkt werden. Allgemein geniigen Wellenformen dor
Dimension — &, wenn & eine nichi-negative ganz rationale Zahl ist. einem
System von k4- 1 particllen Differentialgleichungen der Ordnung 2k 4- 2.
Diese Differentinigleichungssysteme sind zwar von einfacher Bauart, nssen
sich aber nur in den Fillen & = 0 und 1 befriedigend behandel, so da@ auch
nur fir & — 0 und 1 eine Bezichung zwischen Wellenformen und Digtum wr-
Reihen mit Hilfe der MELLIN-Translormation hergestellt und nach Huoxgschem
Vorbild untersucht werden konnte. )

Fiir die indefiniten quadratischen Formen, die durch i s= = {2] gekenn-
zeielnet sind, gibt es neben (2} noch die Zuordnung

ke

(5) a=-5, f=0.

Gemiill (1) handelt es sich bei diesem Formentypus um gewdhnliche Modual-
formen der Dimengion — m(2, Dieser Tathestand ist leicht einzusehen. wenn
man die Strukiur der Funktionalgleichungen der entsprechenden Zetafunktio-
nen heachiet. Kine erste Klarung dicser etwas merkwiirdigen Verhillinisse
erfolgte durch Srrann!); mit Hilfe gewissor Differentialoperatoren komnte er
im Falle m = n (2) den Formentypus (2) unmittelbar in den Typus (5) Gher-
fithren. Damit war der Weg angezcigt, auf dem ich schlicBlich zu einer syste-
matischen und durcheichtigen Differentialgleichungstheorie gelkommen bin.
Hicrither soll im folgenden berichtet werden. In der neuen Theorie trith der
Formentypus {1} mit gleichberechtigten Exponenten o und f, die beliebige
reelle oder kemplexe Zahlen sein ditrfen, in den Vordergrund ; die Auszeichnung
der Wellenformen ganzzalliger Dimension erwies sich nicht als zweckmifig.

Die ersben Bemiihungen waren darauf zu richten {iir die BisungrriN-Reihen(1)
partielle Differentialgleichungen zu bestimmen, Zugleich mufite eine funktio-
nale Beziehung zwischien den Formentypen (1) zuv verschiedenen Fxpenenten-
systemen o, f hergestells werden. Diese Probleme werden mit Hilfe der
Differentialoperatoren

Ke=(z—w) = i

(2w = o) (2 — ) d(; .

{6) 2 B
Ap= (e =)' =F 0 e o (e w)
hichst einfach gelést. s gild nimlich

K, B (zow; o f) s B (zo0y 00+ 1, f— 1},

AeE (zowio, fy = BE (zw;a L A+1)

7
und demzufolge

(8 (Ap Koalf— 10 Elzw; o M=K At fla— 10 Bz« mn=0u

...... "‘)T&ﬂlﬂs. T5.: Automorphe Funktionen und indefinite quadratische Formen. Sitzgs-
ber, Heidelberg, Akad. Wiss, 1949, Meth.-naturwiss. K., 1. Abh.. 42 5.
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Iline einfache Umrechnung ergibh

/‘\ﬁ, 1 Ka-‘- 4 {’!’f - ]) - Kz"i Aﬁ -'|- ﬁ (O’. - 1)
gg) el ?12( E’;q ‘ P]:,.

7 2
ax® dy 5

. "
Do — iy o (o iy

LA (o ’b)i‘/?).r: (*'{})/r‘j

Die Differentinlgleichungen (8) sind also identisch. Der Fortsehritd gegeniiber

dent fritheren Entwicklungen3) ish hemerkenswort: Wir kénnen wns auf L~

tielle Differentiadgleichungen zweiter Orduung beschriinken.

I8 bezeichne {a, £} die Tincare Bebar der analytischen Punkiionen JRER TN
die in der Halbebene w2 3 2 =0 reguliiv sind une die von dem Differential.
operator () annulliert werden. Zur Abkiirzung werde
(10} Jlzow) S f (S Swyloz+ dy={eaw -+ d) 0 fir f (2 w) o {o, 1}
und reelfe Substitutionen S mit der zweiten Yeile o, d und positiver Deteor.
minante gesetat, Mit

{C z+ d)._z, P logiez |¢if)J (C . ”‘) - e-—ﬁ!ug((;w L)
werden hier digjenigen in der Halbebene Jmz =0 bzw. Surmw < 0 reguliir-
analytischen Funktionen bezeichnet, die man echiilt, wenn man fir log {cz4-d)
bzw. log (cw - d) «ie durch
—a<arglezddina baw, ~gsarg{ow b d) o x

gekennzeichneton Hauptwerte aimmt.,

minante 1 Untor eiter automorphen Form vom Typus {G o, fe} soll nun
eine Funklion f (2, ) mit folgenden Bigenschalten verstanden werden -
1.7 (= ) liegt in der lincaren Sehar {o, ).
2 Wiir alle 8 C G gilt
Flawd | 8=w08)f(zw), |» (8] e 1,

wobei v ein Mulliplikatorsystem zur Grappe G bezeichnet. 1 gehird zar
Dimension § — o im Ste der PirerssoNschen Terminologie 7).

3. Ist o Voo Fixpunlt einer belichigen parabolischen Snbstitution sus G,

8o gilt in der oberen Valbebene (2 recll. y = 0)
flaomw) | A7 =0 (y%) fir 5o
gleichmilliz in & mib einer gewissen Konstanten X,

KEine Rechtfertigung dioses Formenbegriffa liegh in der Transformations.
tmvarianz: Fiir helichige reelle Substitutionen I mit der Determinante I jst
(11 G fovdi b= (LY G Ly, el
wenn {Gro, el wngleich die lineare Schar der Formen des angegebenen
Typus und »f dag mit L transformierte Mull Hikatorsysterm bezeichnet,

b} H A
Aubierdem gilt, wie nicht anders zu erwarten war,
‘ .
K.A4Grow flow} C{Gra-b 1 # - 1 2},
Mg (Gro, ooy C{Gy a1, g+ 1, v},
Isb o (F - )=k 0 baw, B o - 1) 40, 50 wird {G: o, 9} durch K, baw. Ag
sogar umkehrhar cindeutig auf {Gio 4 LA - Lo} baw {G; o — ], J+ 10t

(12)

4 Perenssaw, H,: Zur analytischen Theorie der Grenzkreisgruppen 1. Math, Ann, 115,
2387 (1947).
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abgebildet. Invariant gegeniiber K, und Ay sind nicht die , Binzelgewichte"
g und f, wohl aber die ,,Gewichtssumme® - # und die Restklagsen von o
und 8 mod 1. Im Rahmen dicser Transformationstheorie kinnen die ver-
schiedenartigen Beziehungeu zwischon indefiniten gquadratisehen Formen wnd
automorphen Formen gnt verstanden werden,

Thas Enteresse des Avithmetikers ist vor allers auf die Foumnr-Bntwicklungen
der automorphen Formen in den parabolischen Fixpunkéen gowisser Sub-
atitutionsgruppen G gerichtet. Ist

(é “f)q G, v (}fi) NN e

3o gestatten die Formen f {2z, w) {G; o o) Enbwicklungen der Art
Fleow) = aqu (3o + 8) + by
(13) + (25(1714—}4

Daiin - oxy
4+ X oa,, B 9 oo fosgn (n x)) e @ .

not w0
wobei iiber alle ganz rationalen n 3 — % sumnjert wird. Hierin it

v (log " (1

. . "o R FIE
(4 ) - T T T
{14} e
Wigiaphe)=y > Weome 220502y  (e=£1D.

Mit W, ,, (y) wird wie dblich die von WitiTTAKSR eingefilbrte Liosung der
konfluenten hypergeometrischien Differentialgleichung in reduzicrier Form be.
zeichnet [s. Fubinote %)]. Die Entwicklungskoeffizienten d, und &, verschwinden
im Falle » > 0.

Die HscrEschen Untersuchungen fiber Modulformen und Dirteuner-Reihen®)
lassen sich auf den hier diskutierten Formentypus verallgemeinern. Im ein-
fachsten Ifall crgibt sich folgender Sachverhalt: Vorgegeben seien o, 7 be-
liebig reell oder komplex und p =4 1. Ist pes1, s0 sull nicht zugleich
w= =0 oder | sein. Mit Hilfe dor Manan-Transtormation wivd daun cine
umkelirbar eindentige Beziehung awischen den Formen [ (z, w), die durcl: die
Bedingungen

1. f (= ow) C o fil,

9, f (zow) =0 (g Lir y—~oe, [{zw) =00 ™) fiir -0 mit geeigneten
Konstanlen x,, x, gleichmafig in x,

3f @ Lw = f e w)

4. f ( i » fn) ooy (— b2 ) (zow)
gekennzeichnet sind, und den Paaren analytischer Funktionen g (s}, p (s} her-
gestellt, die folgende Eigenschaften besitzen:

1. ¢ (3) mad y (s} sind meromorphe Funktionen, ie in gewissen Halb-
ebenen durch DiztonneT-Reihen dargestellt werden:

L Goa
E # l -1
W (5-} = L ST (q) = ‘L -
ne i W a—=1 W
5) Macus, O., . . Opprusrriseor: Formeln and Sitdae fiir die spesielien Funktionen
der mathematischen Physik, speziell Kap. 6. Springer-Verlag 1948,
 Hrexe, B.: Uber die Bestimmung Dintontarscher Beihen durch ihre Funktional-
gleichung. Math, Avn. 112, 664640 (1936).
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2. Wird

E) = @) D (500 B () 1 2 T (5 o) (o)
W e =eo e MerLaf - Psan g

ST L (s L ) ﬂzm 1" (s5 B, a)) yr (s)
gesetzd, so sind
1 ¥ ) 1 by
{17y &(s) aﬁ(a(&  — + o -i § - 8) (1 5)) + by ('s + PR —8)
und

, ot 1 ¥ a-—[} 1 ¥
(A8 sy ey (s"(.si--;--;,'—--a—-ﬁ) o Bl é’i)" by q (s* wb e .s)

bei gecigneter Wahl der Konstanten e, und b, ganze Funkiionen von s von
endiichem Geschlecht.
3. @ (s) und w (5) geniigen den Funktionalgleichungen

(19) Eload f—s) =y &l mla B8y pyls).

Iie durch g (s) und g (s} cindeutiy bestimmten Koeffizienten a, und by, sind
die Entwickjungskeeffizienten von f (z, w):

(200 fw)y=ayulyoat 0) byt Y oan W2 n|y: o f sgnn)e2ring

4= 6
SclilieBlich sei noch bemerkt, dal
o fi .
. FRrSe N TP AT (. TS 1
.. — % 2 Ny & -] —
Fsia fy =2 R 2)

ist, wobel F (e, 8, y; &) die hypergeometrisehe Funkiion hezeivhnet.

Die entsprechende Behandlung von Funktionalgleichungssystemen filhirg
zu einem allgemeinen lirgebnis, aus welchem durch Spezialisierung bekannte
Sitze iber Dirmonner-Reihen mit Funktionalgleichungen im Zusammenhang
mitModulformen®), Wellenfunktionen?) und Wellenformen der Dimension - E-")
gewonnen werden kimmen. Zu den Funktionalgleichungssystemen fiir iic Teil-
reihen, die aus den Zetafunldionen der indefiniten quadratischen Kormen®)
dureh  FBinfithrung von Kongruenzbedingungen entstelren, erhilt man nun

“einen cinfachen Zugang, wenn man die von SigagL?) angegebenen Trans-
formationsformeln fir die zugehirigen automorphen Formen verwendet. Zu
cinfachien Formeln gelangt man, wenn man zundichst die durch die Signatue
n, m — n der indefiniten quadreatischen Form bestimmten Gewichte

L] n W —"n
=g Aoy
in zuliissiger Weise geeignet redaziert. BEntweder 146846 sich cine der Zahlen o,
fmod Iin 0 oder k=0 -— f mod 2 in 0 oder ! iiberfiiliren. Der allgemeine

) Maass, H.: Uber oine neue Art von nicht-analytischen astomorphen Funktionen
und ddie Bestimmung Ihsiennerscher Rethen dureh Funktionalgicichungen,  Math.
Ann. 121, 141183 (1940,

%) SimaeL, O Lo Uber die Zetafunktionen indefiniter quadratiseher Tormen | und IL
Math. Z. 43, 682.—708 (1938); 44, BO8—-426 {130},

Meathemativehe Apnalen, 126, 17
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Formelapparat wird so weit entwickelt, dali die Durchfiihrung dieses Yer-
fahrens keine Miihe mehr bereitet. Dach soll die explizite Aufstellung dev
Funktionalgleichungen hier unterbleiben. da sich das Interesse nach der von
SimGEL eingeleiteten Entwicklung von den Zetalunkijonen auf die Modul-
funktionen als das kriftigere analytische Hilfsmittel in der Theorie der in-
definiten quadratischen Formen verlagert hat.

Fs bezcichne M (¢} die Hauptkongruenzuntergruppe der Modulgruppe zur
Stufe @ und » ein im parabolischen Fixpunkt co unverzwoigtes Multiplikator-
system zur Gruppe M (&) und zur Dimension - k= §— o, Mit 3 = O gilt
dann fiir f(z, w) < {M (@) o A, 2} eine Entwickivng der Art (13). Jeder
solchen Form kann also ein Paar von DirichT E1-Reihen

o A R fd-n
@ RS R TR
zugeordnet werden. Ist & ganz rational und » — 1, 86 lafit sich das Problem
der EvreRschen Produktentwicklung mit den von Hecxz?) und Prrrrssont?)
enitwickelten Methoden auch jetzt befriedigend behandeln, wenn man die
lineare Schar {M(@); « B, 1} in Toilscharen gecignet aulspaltet. Hier ist zu
beachten, daB {M (¢); a. 8, 1} endlichen Rang hat, was man mit einer S1BGEL-
schen SchluBweise ahnlich wie fiir Wellenfunktionen?) beweist. Zuniichst hat
man nach dem klassischen Vorhild®) eine Zerlegung der vollen Schar in die
wTeilscharen zum Teilerfumd Charakter ¢, die mit F (¢, x. 6. . fi) bezeichnet
werden sollen, vorzunehmen. Die weitere Zerfdllung wird durch einen neuen
Operator ® hestimmt, der die Bezichungen zwischen Formen und DHRICHLET-
Reihen vereinfacht. Der durch

(23) X [ (e ) = f (— w, - 2)
definierte Operator X bildet {z, £} wmkehrbar eindeutig auf {f, «} und all-
gemein {G; «, A, v} umkehrbar eindeutig auf {G*; f, o, v*} ab, wobei

Gt = ((13 w(l})ul G {{}) _{;) und »¥ i‘::;) _ v(ﬁ(z gfl,)

gesetz b ist. Insbesondere gilt also
“‘-4) X{M{Q):O{v f}sl}j{M(Q)sﬂ7 Xy ]}
Ohne Llinschrinkung der Allgemeinheit darf also k= o — § = 0 angenommen
werden. Die Operatoren K und A mégen auf {«. f} dieselbe Wirkung haben
wie K, As;. Da die Scharen {« 3} nicht elementfremd sind, sind Kf{z )
und A f{z, w) erst dann eindeutig erklirt, wenn genau feststeht, ans welcher
Sehar {2, f} die Funktion f (2, w) ausgewihlt ist. Wir sefzen nun

- F(rg) 3
(25) g == Fla) XAE,
wobei /'{f) endlich, also =0, - 1, - 2,... sein muBl. Mit Hilfe der Relation
K X == — X A ergibt sich leicht 92 = 1. 9 bildet die Teilscharen § (¢, y, ¢ «, §)
auf sich ab. Wir knnen also eine Zerlegung

26) FlpQuf=F e id 0y e f)

%) Hecks, B Uber Modulfunktionsn und die Inzonmcerschen Reihen mit Bungk-
scher Produktontwicklung T und 1. Math. Ann. 114, 128, B16—35F (1937).

1) Perersson, H.: Konstraktion der sitmtlichen Lisungen siner TIEMAnNschen
Funktionalgleichung dureh DintcrLer-Reihen mit BuLirscher Produkdentwicklung T, 11,
T11. Math. Ann. 116, 401—412 (1039); 117, 3964, 277300 (1940/41).
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vornehmen, so dall FY ound § aus Eigenfunktionen des Operators € zum
Eigenwert -3 1 bzw. 1 bestehen., Die Dirtoninr-Reihen {22) unterscheiden
gich nuer um einen konstanten Faktor, wenn die zugehdrige Form f (2 w) in &
ader T liegt. Darin liegt die Bedeutung des ()pﬁmtn]s 0. Auf die Scharen F+
unel - lifls sich die Huckrsche Theorie der 7'-Operatoren ohne besondere
Modifikationen tibertragen. Beziiglich der Runur-Drodukte sind dieselben Re-
sultate 7 erzielen wic im klassischen Fal™ 19 Diecer Hinweis mag hie
geniigen.,

Die vorliegende Differentialgleichurgstheorie kann in heschranktem Um.
fang auf die SrpueLschen Modulfunktéionen verailgemeinert werden. Darither
soli spiter berichtet werden,

§ L. Differentialoperaioren.

Wir unfersuchen hier die formalen Grundregeln fiir dag Rechnen mit
tlen eingefiilirtens Differentialoperatoren. Die Wirkung der Operatoren K. Ag
auf die Hispysrein-Reihen £ {z w0 ) ist leioht festzustellen, da die Ablei-
tungen nach z und w im Bercich der absoluten Konvergenz gliedweise gehildet
werden kénnen. 8o ergeben giclh ohne weiteres die Relationen (7] und (8}
Bei der Umrechnung der Operatoren auf die Variablen

[ H
@ RO EEN
sind die Formeln
" & 1ja .8y 8 1ia . @
(28) az 2 (Ef,z; -t 2)_?;) Fw Z(r)’r + ?'?jy)
zu verwenden, Hs gilt alse
’ o) o2 E
2 PR af 2
(29) & ) Az dw ¥ ( 3 a* { 2y ) ’
.7
Kors ot (2 S (‘6 3
{30y . v p
M B el L B,
folglicl
A K, = (z-u? & iz w 7 o (2 i} 7 R Y
. ) T A Bedw ” HES - BED) i
(31} P 7

2 a4 i
Ke g Ap iz w)? P iz g, Fate W) B = a),

wornus

8 A Koo (-1 = Ko Ag e 1)

e a2 a2 3 (= 8.0 i

(32) 2o an) e aw Az - w) By 1 z - ) dw
o 2% - a i
yz(axi'T ayzzf)’!' (’)1 ﬁ)'(y dp (71[})?/ ay

erhellt. Ia der komplexen Mannigfaltighkeif. der Punkte (z w) bezeichne § «lie

~obere Halbebena®™ w =2, 3mz = 0. {a f) bestebt slso aus den Funktionen

fz ) die in § regulir sind wnd von dem Operator (32) annulliert werden.

X es sich hier um eine elliptische Ui!'['vlml[ialgn,lr‘i{imng spezieller Art handelt,

s ist die Analytizitit von f(z ) in § sicher dann gewdlirleistet, wenn die

Fanktion nach den Variablen 2y ine Reellen zweimal stetig differenzierbar jst,
17*
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Hiltusatz 12 1. Bs ist slefs
(33) Ko{o Mc{a+ LB — Lh Agfa fC{a— 1, f+ 1}

2.0 Fst a(f— 1) k0 baw. B(a— 1) 50, a0 wird {o, i} durch K, bz Ag
wmbehrbar eindeutiy auf {o. 4 1. f — 1} bzew. {0 1, i 4 1} abgebildet. ’

Beweis: Fir [ {o. I} ist
Mot Kyt o (f— 1) f= (Kuor Ag + e 1) f=0.
Wendet man hierauf K, baw. Agan, so ergibt sich

(K Agoah o (B DY K ) = (A Kaa b B la— 1) (Agf) = 0,

K fc{e+ 1, p—1h Agfci{a—1 B+ 1k
demn K, f und A, f sind sicher in § regulir.
Die durch K, bzw. A, vermittelte Abbildung von {u, §} ist im Falle
e{ff— 10 baw, fla- 110 umkehrbar eindeutig, da es eine inverse

also

. . P 1 ] b 1
Abbildung gibt, niimlich - i Ag_q baw, PYT
gich schlieBlich auch. duf} jede Funktion aus {o 1 1, §— 1} baw, {o— [, f1-1}
als Bild einer Funktion aus {o, f} vorkommt.

Kaw 1o Daraps ergibt

1ilissatzs 2: Fiir reelle Substilutionen N = (ff;) it der Defermonante 1 it

(34) {o, B3| & = {a f}.
. * - oy & - .
Beweis: Ks sei 2= Sz, i = &w. Die Operatoren K, Ag..y migen aug
K, Ag_; entstehen, wenn man hierin 2, w durch 2, o ersetzb. Mit Hilfe von
z—w a g A b a

for -+ dy (e +-d)” 8% =(cz+4d) == (cw+a)f 2

£—il =
- EER R

w
ergibt sich dann die Operatorenidentitiit
{35) 7\!;,”1 Roer+dy(cw+dyf = (oz+d) (cw+ d)P Ay K.

Zum Beweis fithren wir die linke Seite von (35} {iber in

s A e .y B
@1“'3+*z*@”é%)(“*‘z“”aa)wz<wh"wu»rdw
= (1 —f4z—w C;Ej;* ’Qiu') (oc + (z—w) ::,:,iz ;}z) (cz-tdy (e w + d).

Die Tdentitit mit der rechten Seite von (35) ist nun leicht zu bestiitigen. Sei
f (2 ) C {o B}, also

(Rpor Kot o (B — 1) £ (2,2) 0.
Hieraus folgt

ez d)F cw+df (A K, +a{f— ) ce+d)y=(cw-kd)Ff(E B)=10

oder
(Apy Kp+aifi— 1)) {f (= w) | 8) =0,

mithin f (2, w) | 8 {o f}; denn f (z w) | 8§ ist in § sicher regulir, Da es zu
der Operation f (2, w) - f (2, w)| § eine inverse gibt, ist {or, P3| 8 mit {«, f}
identisch, q.e.d.
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Hilfsgatz 31 Sei f (2 w) C{o f} und Y= (:’ é) cine veelle Substitulion mat

der Determinanie 1. Dann it

{36) (K, f w8 =K, (@) | &), (Agf(z )| 8w Aplf (z w)] &},

Beweis: Wir aotzen wieder = § 2, = 5 w und finden

(K, f (=, )| 8 == ez + )=~ {cwf d)-A 47 (o«. A+ (E- W) ;g)f {2 @)

e a4 czd 8 “ A
w= oz 4+ dy - ~V{ow 4 d)—F+1 (o: R ) -l d r;z) iz, &)

2 ' PO
i (o’ + {z — ) 87) oo+ dy=7 (cw+ &)= F[{E,8) = K] (z w)|5).
Analog erschlielt man die zweite Relation,
Hilfssatz 4: Sed | (zow) C o, 0} und S == (f’g) cine reelle Swubstitution il
der Determinente 1. Doann i8¢

(37 (X )| S = X (f (2w} S%) mit % ( “ ")

s d}
Beweis: Da die Differentialgleichung
(Apr Koot o (f = D) ] (2, w) = 0

in sich iibergeht, wenn man gleichzeitig o, § durch 8, o und o durch — & er-
setzt, so gilt offenbar

8 X (o} {03

Tamit crgibt sich
(Xftzw)|S=f(-w 28

Y e it {— 2
e ) | O T O I o QR SRR

= X (f (z w)| 8%).

Wilfssatz 52 Bs set S0, — 1, — 2, ... und k= o — ﬁ' ganz ralional =1

Mil 8= f{(ﬁ) X AF st dunn @{o, £} = {o, B} und 0%

Beweis: Nach (38) und Hilfssatz 1 ist

DA = XMoo Mo Xio kg4 E={fVka k}={a AL
Zum Beweis der Relation @ == 1 benotigen wir die Vertauschungaregel
39) KX — XA. '

Wepgen X% =1 ist sie gleichwertig mit X K X = — A, Fivr g (o, ) C{a, f} gilt
nun in der Tat

XKy Xg (e y)= (/’H ?f( g %—a%))g(ﬁ . y)

~(epra(i - 2w == Asg e,
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Damit wird .
r . (13 . A E
B — (F((ii)ﬂ (X AF)2 = (= 1)F ([([,,;)2 Kk A
WEMUIAE
= {'_ l}l‘ (."gi;) Km—l Koc S-S Kﬁ Aa—l Aa"ﬂ coe Aﬁ
I
rmw—lwu—zp“.m({ﬁf:u

wobei beriicksichtigt wurde, daff Kgen Ay, aul die Sehar {f-» 41,
m— L} —») dieselbe Wirkung hat wie der Operator — (B+r)(o— L~ 1)
Wegen 02 = 1 wird {«, f} durch © aul sich abgebildet.

§ 2. Automorphe Formen,
Fir Smz =0, Jmw < 0 und reelle ¢, d 4 0,0 ist

{cz+ e gelogles 4y, (cw -+ d)ﬁ o pfilogiew td)
und

log (c 2+ d) =loglez & d|+iarg{ez +d), -~ w<arg ez | d) = w
log {cw + d) = log |cw + d | + targ (ew 4 ), — 7 = arg (cw - d) <

mit, veellen log |ez + d|, log jew 4 d] gesetzt worden. Offenbar ist

log {cz + d) 4 log (cw -+ d) reell Tar w - =
Folglich treton in den Transformationsformeln, die das Verhalten dor Funk-

tionen
(ez + d) (ew + d)f = (cz + d)*=F - {ez + d) (cw -+ d)?
und (cz -+ )~ # gegeniiber reellen Substitutionen z-» Sz, w-» Sw beschreiben,
dieselben Faktorsysteme of*—# (M, 8) (in der Prrerssonschen Begeichnung 4})
h Gy bv
guf. Sind &, = (
¢, dy
8, = 8, 8, so gilt also

{e, Spz - d)m (6 Spw 4 d)f {ey 2 + dof (e w0 dy) f -

) reelle Substitutionen mit der Determinante 1 und ist

4

wor = 0 (8, Sy) {eg % + dy)* (eg10 + dy)F mit g = ot A
Allgemein kann nun

(41} FLAS, S == a (S 8 {F ] S [ S fir fC L, f}

hewiesen werden.

Es sei G eine Gruppe reeller Substitutionen und £ eine nicht identisch ver-
schwindende Funktion aus {u, f}. Mit gewissen Zahlkoeffizienten v (8) vom
Betrag 1 set
{42} fl8=2(8)] fiir 8¢ G,
Die Formel {(41) ergibt dann

v (8, &) = o (8, 8) v {Sp) v (8y) fir 8, 8,7 G.

Die Zahlwerte v (8) bilden also cin Multiplikatorsystem zur Gruppe G und
zur Dimension §— «. In der {iblichen Weise hestitigh man, dall sich die
transformicrte Funktion f| 4~ nach der Regel

(43) (GlaA-D]8=vd ' (8)f A fir SCAGA™!
| |
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umsetzt. Dabeiist A eine belichige reelle Substitution mit der Determinante 1
wnel

_ A 184,47
44 a—1 A1 8 4 o4 "84,
{#4) 7 {8} =w{ 1)- SA )
Nach Hilfssatz 3 und 4 ist aulerdem
(45) (K. H] 8= v (K, ] (Apf) \ S == (S} A f filr SCG
unel
, . e L 0V (0

(46) (X[} 8 =vF (§) X[ filr S¢ (Uhl) G(O _1)
mit

" b _ a-—b
(47) ” (( rl) ?.:(__c d)'

Wir bestimmen nun die Fourrer-Entwicklungen der in {o, i} gelegenen
periadigehen Funktionen,

Wilfssatz 6: s sei g, (y) e " C{a. B} und g, (y) = O (™) fiir reelles y» =
mil einer gewissen Konstanien K im Folle ¢ 3= 0. Dann ist

o) =au{ypat B +b g y=aW iy a b e fire=+1

mit den durch (14) erklitrien Funktionen. o und b bezeichnen beliebige Kon-
slanten.

Beweis: Im Falle g =0 wird behauptet, daf L ood % (g, o+ ) cin Haupt-
system der Differentialgleichung

(48) ¥y g0 () + e+ B go(y) =

Lilden. Tras ist leicht zu i}esléi%;igen. Sei nun ¢ = + 1. Fir ¢, (y) ergibt sich
dann die Differentialgleichung

(49) gg (e + gl +{le—PNe—y) g (1) =0,

die sich in einfacher Weise auf die Warrraxerache Differentinlgleichung —-
eine spezielle reduzierte Form der kenfluenten hypergeometrischen Diffe-
rentialgleichung -— zuriickfihren 1abt 3. Kamur!t), 2-273 ()] Es gilt
nimlich

b8

gl =y W ((“:z fe “ig— L g y):
wobel W {I, m, y) eine Lisung dder Differentialgleichung
{50} 4P W= (y? —dly+dm? - 1YW

bezeichnet. Diese besitzt das Haupisystem W ., (¥). W {— ) [8.5), 8. 116].
Fiir ¥ - co geht die erste Funktion exponentiell gegen 0 und die zweite
exponenticll gegen co. Mithin ist

i p

(51) ) =ay 2 Weepe a1 20).
Z 3 2

Zur Abkiirzung ist hierfir

{52) g ) = a W (35 o, ﬂa &)

geschrieben worden.

M) Kamer, B.: Differentialgleichungen, Légungen und Lidsungsmethoden I Leipzig
2.
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Wir bestimmen die Wirkungen der Operatoren K, Az X auf die in Hilfs-
satz 6 genannten Punlctionen:

Hillssatz 7: 1. X1 =1. Xu{y. o+ )= % + [3},

XIV(J: Chy ﬂa )(l“‘” H/J ﬁ Ly - C isa (&::":i 1)?
2K 1o Kulpatf=0—Rulyat+fis!
—~ Wiy ot 1, fi 1, g)ele® fiir 6= 1,

apr ied _
Ke Wilys o fioe) eie? { @ (B—1) Wy et 1, B 1, gy 8% fitr gon— 1.
FAgle= o Agu(pa+ fl={a—Nulpat fHHl—1
e [l D)W (gia— 1, B L) s fiir o= 1,
Aﬁ [ (:"f> sy [),: “3) £ = { W (?)’; o — 1, ﬂ + 1, 6) gir e f’&:,?' e= 1.

Beweis: Die behauptete Wirkung von X ist elementar zu priifen, ebenso
die von K, und Ay auf die Punktionen 1, w (3, & + f). Daranf braucht nicht
mehr eingegangen zu werden. Fir die testlichen Transformationsformeln be-
niotigen wir einige Ideitititen. die zwischen den Losungen W (I m. g) dor
WarrragErschen  Differentinlgleichung (50) zut verschicdenen Parameter-
werten £, m bestehen. Zunfichst bestiatigt man leicht, dall

yWllmpyeU—1mIW{Emy

eine Losung vom Typus W { £ 1, m ) ist. Wiblt man speziell W (L m. y)
= Wi () s0 zeigt das asymptotische Verhalten dieser Funktion, dal}
W {{ 4+ 1, m. o) bis auf einen konstanten Falitor mit Wy, 5 (y) identisch ist.
Dieser I*adktor kann mit Hilfe der asymoplotischen Entwicklung
LY R |
Wimty=e 214 £ L1t g4y - o))

= Ly

{8.5). 5. 116] ermittelt werden, wenn man hlerm hinreichend vicle Glieder
beriicksichtigt. So ergibt sich

563) Y Wi (@) — =30 Wim () =—(m*— (€ =1)%) We_1n ()
(54) Y uff, m (?}} “+ (Z o ';f y) H’rl,m (3/) = H.’. 1,m (J)
Damit erhalten wir nun

K, W (y: o fi g)ei®
24

;
— . 8 a 2 i % Pe
N (”’ Ty ('6 BT By)) Y " (‘“;’”?., ""‘"2'?’ 12y
_.m-i-ﬁ‘
oY &waﬁﬂ€fﬂ4@m+
2 3 2
+ e ({g_—zﬁ)_s - y) Wieope a:p-1(2 y)} gles
_xtE f
—y F Wea_pan eap—; Zyrett fir g=1,
. Ty, T
— o {f— D)W puez atper Zures® fir g= 1,
Frgmh et !
{— Wiy, e+ 1, f—1, g) efe® fiir &= I,
Tl Wia b1, f— Lo et fiir g 1,
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A W (5o )i = — XKy X W (g0 fs) o7
=—X Kﬁ W (;y> -ﬁi oy - 6‘) g e

XWiy, f4+HLa—1, - g)e i fir £ = - 1,
"_'{ﬁ(g__ DXW(y f+la~1, —sei=fire—1,

‘ {W{y/; N T LR T )| e”"“’ fir £= - 1,
Blo—8 Wiy, a1 A4 1, g et fiir £ — 1.

][Eifxwtz 8: s ser gl )Tl B g (v 6y = & ”"‘q{ v, iy Q=0
0= 5 = I) und g (@, y) = O (y¥) fir reelles y—a—oo qlmr}wmrﬁaq m 0 E x5 Q@ mit
etner gewissen Konstanten K. Dann it sich g (=, y) in eine Fourirr-Keihe
g = agu(y, o+ f) by

2 |'ﬂ4 x‘ RIS -
" o ifn kel
SR S W( 0 ¥ o, Boegn (n + x)) e €
b g 0) 4
enfwickeln. die fiir veelle a wnd y > O absolut kowvergiert, Die Kooffizienten a,
wnd by verschwinden tm Falle x> 0. Omgekehrt slellt jede golche FouriErredhe
etne Funklion mil den r;mm'n-nfr-“n Figenschaften dar,
Beweis: Es sel g (x y) < {o. f} und g(x 1+ O o) = 27 g (z, ). Dann
gibl es eine Fouripr-Entw 101{11111%}
. Zriln | x) ©
gl gy = N Auppe @ .
o — o
die sicher ahsolut konvergiert, da g (x, ») mindestens zweimal stetig differcn-
zierbar jst. Offenbar ist

p 2-:’!'(-n-}-x)m
Ay uline ¢ < {a. B} fir alle n,
also auch
A ( QJ )ﬂ’e o fa, A} fity n 4 s34 0
mas g in + l y R 2
mit g == 8gn (n + %) und
Appu lo) e B} fiir %+ 2 - 0,

wag nur im Fallo x = 0 miglich ist. Wichst g (= %) gleichmifig in = fiir
¥ — va hidchstens wie eine Potenz von g, 8o gilt dies auch firr die Founrirn-
Koelfizienten

1 e _ aiin 1 »)
An 1 ly) = Qj giz. y)e “ dz.
*
&

Hilfssatz 6 licfert nun

Ag(y) =agu{y, o+ f) -+ b {im Falle » = ()

2'1\72 - x|

Ay pe ) =y 4 W ( 0 i o 1, g {n x)) fir w20

Die Betrachtung ist leicht wmznkehren, wenn man die asympiotische 1inf.-
wicklung

{w— fle ek B ip—ule
(55) Wiy;o fhey~2 * g -2 e fir 4 - o
beachtet.
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Wir wenden uns nun den Formenscharen {G; o, f, v} zu, wobei |v] = 1 sei,
1]

Ohne Einachrinkung der Allgemeinheit kann auch (W 1 B (1)) C G vorausgesetzt

1]
werden, wenn. dies aus beweistechnischen Griinden bequem ist. Die Formen
f e w) C{G; o fi, v} sind durch die folgenden Kigenschaften gekennzeichnet.:

L f (& w) C{en B

2./ w)| 8S=v(9flz w far SCG,

3. Ist oo parabolischer Fixpunkt von 4 G A-! und erzeugh ((i} ?) {mit
¢ > 0) die Gruppe der parabolischen Substitutionen ¢ 4 G A-1 mit dem
Fixpunkt oo, s0 gibt es eine Entwicklung
58)  flaw) A =apu (ot B+ b+

2rlnx

+ ,2: a’-n{x}V( y§0’-sﬁsﬁg¥l(n+}¢))ﬂ o ’
N R0 @

2ai{m | x) -

wobei
471 1Q _. pBaix N
? (Oi)me s b=xn<1
gescetzt ist. .
Die Gleichwertigkeit dieser Bedingungen mit den in der Einleitung for-
mulierten ist mit Hilfe von (43), Hilfssatz 2 und 8 ohne weiteres festzustellen.
Sadz 11 Fiir reelle Substitutionen L mit der Delerminante 1 ist

(G, oo}l L={L"1G L; o f, e1}.

7
Beweis: Sei { (z, w) C{G;a f, v}. Dann ist nach Hilfssatz 2 flzow) | L
C{ey B} und nach (44) (f(x w) [ L) & = 0¥ (S) f (2 w) | L fiir 8C L1G L.

b

Weiter sei co parabolischer Fixpunkt von BI-*GL B erzeuge die

1e
(O 1
Gruppe der parabolischen Substitutionen < BL G L B! mit dem Fix-
punkt co. Wird 4 — B L1 gesotat, so gilt fidr f(z, w)|.A-1 und folglich auch fir

(f (z, w”L)i B o1 -1t f(z, w)|A*1
eine Entwicklung der Art {56). Damit ist
{Gio, f, v} | LG Lo, f, 07}
bewiesen, Hierin ersebzt man L durch L1, sodann G, » durch L3 G L, o*
Dies ergibt
(LG Lo, fooB} L (G, f 1)
oder
{LTYG Lo, o™ C{Gra, 0} | L,
mithin
{Grow vt | L= (L71G Lo, 8, 0"},
Satz 2: 1. Es ist steis
Ko AG o o3 G+ 1, f— 1, v}, Ap{Ga Joof C{Ga— 1, f + 1, v},
2. Ist o (f— 1) 0 baw. fi (o — 1) = 0, s0 wird {G; o, f. v} durch K, bz,

Ap umbehrbar eindeutiy auf G, a1, §— 1 o} bz, {Gie— L g+ 1,9
abgebildet.
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Beweis: Sei f(2.0) C{G; . . »}. Nach Hilfssats 1 liegt dann K, f (z. u)
info--T.8 - 1} und Aﬁf zowy i {o- Lo i B Auch gegeniibor den Suh
stitulionen ans G zeigen die anktionen nach (45} das richtige Verbalten.
Auas (563 folgh schlieBlich, wenn Hiltssatz 3 v 7 beachtet wind,

(Kof Gawid = (1 - floguly o i )+ my bab,

: i o=}
- 23 T y o TR
(.’")7) ‘_}_, £ PR ¥ ( AR - 3 yio - I, ﬁ 1, l) Py ]
[N 1 ) &
Taifn b =)
: -1 2o - oxl r
alff X o, H"(--- A wra1, 3 1. E)u o
oyl Q

(ApflzcmyiAd " = (e Vg iy, o M ag— B,
Exi(n 4 x) "

@) B D X e W (B e o
RS2 1) g
. 2, 5 ' flrfiﬁ.a+:<)
e Xy "’"}j e LBl e @
B xD

Damit ish Teil | von Satz 2 bewiesen. Num ist wie beim Hilfssaty T weiter zu
schliclien.

Stz 32 Ks sei ke o — f gunz rational = 0 und A0, 1, -2, ..,
Dann, ist

0{Gio fo} = {G¥ o 3, 0%}

—1 ‘
S A I ER T B
Beweis: Wegen (46) und Hilfssatz 4 st

(HY) XKiGia, B, o}~ [G* fi, o, v¥).
Satz 2 ergibt also

4G o, s XA (G o, 0} = X{G: f, o v} = {G*; &, 5, 0%},
Wicderholte Anwendung der Formela (57) und (58) fiir 4 == (0 I) ergibt.
Satz d: Die Funktion f(z, ) < {o, 8} gestedte die Fourisk- Entwicklung

2 flowy=ayuly, o | )+ b+ )
"T?(?li—x -
{B60) Y an W (z'T ”J_H" ¥ e f3, sgn (n 4 y)) e 9
Dann ist fir b = 0
K flz ) = (— I}"‘ Il(ﬁ} TR TR ﬁ) S
Z,w) = PiE iy o

Lt TR ) Plo+ B
3 LY 1y b i I i
5 ; (,,1’-_1,( Y e ::v;--l))"’ a b
Raiin t o
LI AP T ) A xr
o o ) L BT EV("T--‘” il W0k B f - by 1) e ©

Bt
2ai{n 4 "

L e TleERIE fLaimopwl b G-
HE) Play (3 - k), r‘;‘((,”’“””( : yioth ok l)c
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wund N
AP f (2, w0) == 1'('1&_%)7&) aguiy, 2+ p)
k—_l‘l. () ‘T‘(’B A+ R) ) ]1(5 -t B}
. % el T T N e AAE R
(62) r (;”:o( D i Z ) Pl kv ok 1)) a0+ L g b
Zaifw ]2}

TE+Ie) g Salntal 7 :
Y TG, %Z,;> St W( o e 12:> f 4k 1) e
Zrinan

+ 5 ag W (Eﬁ’;ﬁ"_"}_ yiow— ke Bty — 1) s @
H4x<{y .
. P L+ 1) I'{m 4 &)
Pie -Quotienten - [ Plats+1)

weile die Werte der analytischen Funktionen

>

usw. stellen in diesen Formeln je-

Pkl Tedh) .

I Pt D USW, &
der Stetle z — u dar,

Mit Hilfe der zweiten Entwicklung in Satz 4 kann pun aunch die Wirkung

des Operators & auf die Fourier-Reihen bestimmt werden, Man braveht nur

)

auf AF j(z, w) mit & = o0 — § den Operator i,gi; X anzuwenden, Der Einfach-

heit halber setwen wir x == 0.
Satz 5: Bs sei k= o — f ganz ralional = 0, j =k 0, —*1, - 2, ... und

o w) s aguly, o+ {) by +

Zxin

63) . -z
{ Y oa, W (2 erlﬂi y; o B, sgn n) 2
s 0 .
die Fourtes-Reihe einer periodischen Funklion aus {a, f}. Dann tst
0 j(z’ w) =
e =) I ()
T B S Gy RTC2) S, Uot SO — Bk
doutat B+ (2 C D pg a0t (1
(64) , o L2xin .
S L () (5”“‘a ) ) 4
. P 2oV g e blje T
X 2t
s 2O P (Bt 1) e T
T e e
Hierin ist ingbesondere
' k;] .
: - Ia) I'(8) .
[i 15 I BT 2T Ao A =
(65) vé;( 1) Fie o) G 47 1) 0 fir k=0(2),

was man direkd bestitigen oder auch aus 8% == 1 folgern kann.

3. Spezielle Typen automorpher Formen.
Y J

 Die Reduktionsformeln von Satz 4 sollen hier spezicll auf solche Formen-
scharen {G; o, f§, v} angewendet werden. die eine Beziehung zu den klagsischen
antomorphen Formen oder den Wellenformen von der Dimension 0 odar — 1
anfweisen, Fs wird aleo voransgeselzt, dap eine der Zahlen o, f, o § ganz
rational ist. I diesen Fillen lassen sich die Wintraksrschen Funktionen auf
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Bessrrsche Funktionen und Exponentialfunkiionen zuriickfithren, Das soll
zunichst gezeigh werden. Nach [uiinote 7), 5, 118 igt

m o d— }
©6) Wiy = / g1}t (; + ‘) it
v
I (m - )
fivy >0, 0 {m+ 2-0 >0 Mith=o— §wird also
A
Wiyia, fe)=y 2 Wi 15129
ke ke—uw—fi - - - sy B ke
{67) 2t S, I R | R
S [t ooy e

ot 3 —k
1“( !*2 i) &

Die Substitution L == y {u — 1) fiithrt aof

Wiy o, fie)
m—lg_’)‘

1— txx » '
2 x a%ﬁf?ﬁs 1 rx:ﬁ.kr _1
zw ke / w1 % (w- 1) # e~ " du
(68) f( 3 )1
. 1228 o
9 ot "
: ot B e ] (o D=1y g g} e vl b gy,
1*( ............... 9 ) I

Ist %% ganz rational z 0, so ergibt sich
Wiy: g+ k f.e)
& L=f- ‘l‘ {3 ) c‘x}
- : Loy o / (2 - 1)t g ¥ Dy
. . B(L—e)\ gy .
(69) ' (ﬁ 4 RO ) v
i

2
- *
I (8) e ¥ .d e yé-—ﬂ }fﬁ—:(?l)

(e + ’“”2:8?) ayt

B TRV R
Vo (2 .f;) ’ /
Cpgy e DT hemtdu s, 61 3],

ok
={(- k2 2 m{.
mit

(70) » K, ()=
fir k=0, 1 also
(71) Viys B o) =

12 Wl g = ”-‘ﬁ?---—;---— yi MKy 1)+ e Ky g (),

wobet
e 1 AR P
w Ky () + (z ,ﬁ) Kpoalyy=— gy Ky 5.9, 8711

“)\VM‘»GN, G NL: A treatise on the theory of Besars, Tunctions. Cambridge 1922,
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beriicksichtigt wurde. Da stets
Wom () = W omly)
ist, so gilé fiir ¢ > O, MRe (o - f 4 ke) < 2 auch

oaf
Wiyie. fie)=9y % Wi 4o 5@y
2 2z
{73) ke L . LB ke ke — s ff
g % y oV oo L ! . ' 2
]‘(_I. ...... - _.q_hﬂ"j M) / ¢ ‘ (H— gy) di.
L - il

Dag Integral hat fiir =0, ¢ = L, fe o < I bekaontlich den Werl /7(1 - o).
Allgemein ergibt sich damit

(74) Wiy o0, 1) = Wiy0, o~ 1) =220,

Wir reduzieren nun die Formenscharen {G; a. fi. vh fir welche o oder
gang rabional ist. Da der Operator X die gegebene Schar nach (58) auf ele-
mentare Art umkehrbar eindeutig auf die Schar {G*; j. «, v*} abbildet,
brauchen wir nur den Fall ganz rationaler f§ darzastellen. Dabei Leriicksich-
tigen wir (74) und Satz 2 4.

Saiz 6: Es sei ff reell, h = |f| eine nabirliche Bahl wad f{z,w} eine awulo-
morphe Form aus (G a, §, v}, die eine FouriBR- Fntuickiung

flo.w) = agu{y, o« + B) -+ be +

. 2t b o)

75 - ain 3l i
(73) Y W (21 in ¥y o fosgn (n - x)) e U

LA 4 Q
gestatie.

1. 1at f =0, so stellt
B 1 1 .
o, I'(k) e + By Pl + B)
L — PR 1 S ER A A

K o) = (ﬁ}o U R T )“" S i M

(76) - o) ﬁ‘ Zﬂz{?f+ #) R
—+ (_' l)h 2 2 2.,1 Ty x G
PEaCITE

eine automorphe Form der Dimension — (o0 -+ 3) zur Gruppe G wnd cum Multi-
plikatorsystem v im klassischen Sinne dar.
2. Ist < (O, 80 awivd
(=)
Al f (z, w) = Tk ag {3, o+ 1)
Pl I T —) o
~ ( P (o‘z‘:;‘)‘_) o+ TR+ 1) by

v )

(77) . ﬁ_ Cxitn .-{-y) .
e 1)”- '(h +- 1)r{,(} 2 . S oae @
( }*) 7 T‘:O

2t fn 4w

Loy —Q__ ........... r
g et B, }_)e

Die Funktion W (y;e, 0, — 1) hiogt mit der ,unvellstindigen Gamma-
Funktion” {s.3), 8. 125] zusammen, ist also keine clementare Transzendente.

w3 an,, W(

oA mel )
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Folglich wird die ansgefihrte Reduktion im allgemeinen keine gewshnliche
antomorphe Form ergeben. Talls f < O ist.

Die Behandlung der Fille o« — f# =0 (1) erfolgt mit Hilfe der Siize 2,
4 und dor Formeln (71). (72}, Wegen der Gleichwertigkeil von o2 und § darf
a— fFz=0a ngonnmmen werden,

Batz 71 Ks sed o-- f gunz valionsd 2 0. Die rrufommp/w Form f(z w)C
(G o, foo} gestait(’ eine Fovrigr-Entuncklung von der in Salz G angegebenen

Art. Wird b = | 2 l gesetat, so stelit
. g B Ak fz, w)

eine aulomorphe Wellenform zue Gruppe G, Dimension 2h 4 ff - d. Wellen-
zabd {4k wnd zum Maltiplikalorsysiem v dar. Es gill

(78) wP AR f (2, ) I,{:h)” g (Heoo - fy P Tl L
bt o) PB4 b .
E{(“i‘o (- i‘w-.:))f'({g—l--v)-w)”“ OV W ! F"} e ),

wobet
Ifir e f=0142): glz w)
[}
)

2 Q fth-d (3 -1 24) v 1
[ L I —f - b .
l/.’[ (2:{ ) 23 et i i LT

Hel- x>0
Z=i(n 4+
%4 x} -

g
y) e ¥

§ - #—h 5
[_in, b E kg, ow
)

2 E(H -+ =
Dol el .
! y'% Kﬁ{_h_%( mimp y) e @ T!

2. ftir oo B 1(2): gz w) -

S A SRR N
2 Vrz ]‘{ﬁ) e — R} ns ><‘,“"0E

2ai(n 4 x}
x

- Zain-p x| Lo n 4 x| 2
5 y% ('[“ﬁ-i-h%-.g-( 'f’:? _____ " )+ [iﬁlll_i( ..... ot )(; ?[)) ¢

Bik—} 2.4
& (Q) -V]” £h I AP e L T

2"; nI(ot—Ia) n;»au
‘“’."i(.{l”!lx) X

1. Za|n-bui - 2o in A x4 Q
P gﬁ (J‘ﬁ-«-m-g-( a ‘?(:3 ! y) ]1ﬂ_”,___12( 7 0 \ y))ﬁ,

§ 4. Aulomarphe Formen und Diricnorr-Reihen.

Auf Gruand der bekannten Potenzreihenentwicklungen der Winrraxkszschen
Funktion [=.%), 8. 116] ist leicht fostzustellen, daf

(719 Wiyio B, e Oy %) fitr reelles y— 0
und gewisse Konstanten & gilt. s reicht z. B., K = fe © } " “) ¢ ; f f -1

zu wihlen. Nach (55} ist anflerdem
(B0} Wiy, o 5, 1) = CHy-Fa by fiir recllen y » oo,
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Die MELLin-Transformisrie von Wy, «, 5, 1):

{81) isio = Wiy )y dy
0

ist also in der Halbebene fe ¢ > K regulir. Mit Hilfe der Darstellung (68)
ergibt sich

_"° = i
Mo fy=2 2 f((;,)) (1= + 1 =L du,
i
e Substitution w == (1 4- #) (1 — ¢)—! fithrt auf
wf FA ) !
Iis;e. =2 * If;) éf w1 — == (1 + o)~ " dv.

Damit ist ein Zusammenhang mit der hypergeometrischen Funktion
1
A boL(] — gyt —a
Fln.bye,z)= Ty e iy [ oLl -~ w) (1l —wz—*de
]

hergestellt. Es folgt nun

ap .
) 2 Pt —a—f 4 .
s f) =2 2 -—‘f?---fzz—j-;i—:_-g)-- B ps prstl-o;— 1)

Beachten wir noch
Flobicin)= (=2~ F(be - asc; 25

go ergibt sich schliefilich

e—f I's) I'(s +1 — o

. R . ‘B) L 1
- 23N> S Tl o o, 4 g 1 - -
(82) Iis;a. =2 st o) I([)’,l ;84 1— o 2),

woraus erheilt, dal I'{s; & ) eine meromorphe Funktion von s ist, die nur
in den Stellen o} # —n und 1 - » (» = natiirliche Zahl} Pole haben kann,

Wir betrachten die Sonderfille. die den spezicllen Formenscharen in § 3
entsprechen. Aus (82) folgt nnmittelbar

(83) I'{g; o, 0) = 2% I'(s).
Im Falle § = « liefert {82) mit
o'W Iie)

]
F (a,, 1—a; .«,,——2) 1("” 1«1)1(0“ ' ”)

5 5

gunichst
sy o, o) = 2“"'[/53 o T@rerl -2

I'\ "’_”_; L ) 1'(; +1- a)
Die LecexprEsche Relation

o= () ()
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ergibt dann

, - Voo 8 L

(84) Pis; o )= oo b 25 ;( p( ALY
| 2 2

Elimindert man aus {72) mit Hilfe von (71) die BesseL-Funktionen, so erhilt
man ie Relation

()

’ ! . P&
]. 27 (ﬁ T 9 )
and damit

W+ B pey gy dy
1]
i

. ' 1 - &
R A R
} 2 (;J 9 )

Fir die Fuuktionen aul der rechten Seite der (Heichung sind die Darstellun-
gen (84) cinzutragen. Entsprechend den Werten g = 4 1 resulfiert:

R T
(85) '[.’zlﬂ g (,(«;1}[(3_ ﬁ') }7 1(;) 1*(‘?";'2" ﬁ))
ss g e 1)

W ) () )

Im folgomden benstigen wir cin einfachios Prinzip. um die Identitit zweler
Funktionen aus {o. f} fostanstellen, Diesem Zweck dient
Hilfssadz ' Bine Punktion glo, ) Cio, B} verschwindet genow donn idén-

tisch, wenn
sg{v.y
g {2 —( ..... gt ))“ 0

Wiy; 14 .2 8) Ay Wiy g L e Wi A8, l}

(s L Lpa g e s p, o).

dx
188,
Beweis: Wir gehen mit dem Potenzreihenansatz
23

b (:l’?, ?/} - .;.\.J; Yn {é'-)') "

Mo
in die DifTerentialgleichuny, der gie. 4) geniigh, und erbalten fiir die Funlk-
tionen ¢, (4} die Relursionsformel

h '

A2y @ D Wt (B )il gy b ygy + (o4 flg, =0
aus der die Behanplung folgt.

Wir wenden uns nun dem Hauplproblem zu.

Salz By Es seien fest gegeben: zwei reelle oder komplewe Zallen o, B, eing
reelle Zahl A > 0. eine natiirliche Zahl q. vine N-rethige guadratische Matriz
{Op0)s deren Ghiadval gleich der Binhetlsmatriz ist. und ganz rationale Zohlen
hpbyo oo by Die Anordnsny sei so geaeihdt, dofi b, =0 {g) fiir po< Found
N = {r;) fitr g = b gilt. Sepdiefilich werde vorausgeselzt, daf} dus Ineare (lei-
ehungssystem

5 G by = 0300 =0 (l=pz N t<is N)

]

vom
waer briwied lishor dst, folls o= 7= O oder 1 und £ > O isf.

Mathematische Annalen, 125, 18
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Wir betrachten nun Funktionensysieme

13 folz ), falm w) o oo, fa (e ),
die folgenden Bedingungen geniigen:
i fo (220} C {on fF} (1<v= N
2, Gleichmdfily in x st
b (2 w) = O (y*) fiir y-roo, fo{z,w) = O(y— ™) fiir y>0 (1 v = N),

wobei sy, %, positive Konslanlen bezeichnen. @, y sind hier vesll anzunchmen,
auflerdem y > .

Zaih,
3. fe (z + ; , W+ ;) =s t f{zw) (I v NY.
11 PP e
4 (-t — ) = i e Xeuhw  Eps N
w1

Jedem Funktionensysiem dieser Art lafit sich mit Hilfe der Mmuris-Trans-
formation ein Funklionensystom
I i l8) @p(8)s o @a 5] yn () apalsls s {s)
mil folgenden Eigenschaften wmkehrbar cindeutiy zuordnen:

1. Die Funktionen @,(s). p,(s) sind meromorph wund lassen sich in gewissen
Halbebenen in DiRIcHLET-Rethen der Art

1 ﬂ';: ! T (t‘;:) - r
(87) P (3) — ;L e A (s) = e k (]‘ =r= Z\a)
meb fg) B az=b () |ﬂ]
n>>0 n<
entwickeln.
2. Wird

£ =[5 ) I ) plo) + (--;;—)5 s o o) ),

no=(gs) (Pt e p—=, 0 Mo p) gl '
~(g5) " (re v, a)—----ﬁ o % Tiss Bt o)

geselzt, so sind

R L ST SR N
GO 1 e P A T YR I R R e B
und
wpy o ) %
k) A {'s(‘.g:l"_...’a'? R R T R B
u ‘5{;’) 1

+v%1cw (488}

bet geez’qnﬁter Wahl der Konstunten al und DY ganze Funklionen von s von

2. D'be Ix onstanten aﬁf‘), bg;*) geniigen den Bedingungen
alfd = B == ) {t < s N).
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4. Die Funkltonen g, (s), v, () genilgen den Funktionalgleichungen

N v
1

‘S;‘{’i -+ ﬂ - '?) - ./_.- Car fv(s’) Tf,u(’l - ﬂ i '9) o ;]G#;- Ho (3) {l = H = N)

Beweis: Tine etwas lingere aber elementare Rechnung zeigt, dafl durch
die Einschrinkungen, die im Falle o = f§ =0 ader 1T gemacht worden sind,
gerade diejenigen Fale ausgeschieden worden sind, in welchen die Kon-
gtanten a0, 1@ durch die Forderungen 1), 2. und 3. nicht mehr eindeutig
bestimmt sind.

Wir gehen von einem Funktionensystem T aus. Den Bedingungen 1., 2.
wned 3. zufolge gibt es Tourier-Botwicklungen der Art

) Brin
' . 2 inf T
flz, wy= oV uly, o+ Sy + 401 3 o W ( Sl s, Aosgn n) e 4
L A . t
n= br {q}
e+

Da der Multiplikator von f, (z w) (v >t} beziiglich der Translation x—+x + f

von 1 versehieden ist, so geniigen die Koelfizienten ai®, 50 jedenfalls den Be-
dingangen II, 3. Setzt man in der Koeflizientenformel
p

1 7 ]
) W ( 2 |n ¥, i, sgn n) = l folz, whe i g
Iy

. & . .- -~ ,_
speziell Y= i {c geeignete positive Konstante), so erhilt man wegen [, 2.:
i
) s O {[n]*r) fiir jn] -» o0
N 4

Bie mit den Koetfizienten a.:” gebildeten Diricurrr-Reihen {87) E{Unvergicren

also in gewissen Halbebenen und stellen dort analytisehe Funktionen dar,
Zur Abkiirzung werde nun

v |
(88) i) = :( )n._,‘i W (2” s g sgn w)
n=b 0y
HE Y
(89 Gy = N =n af,:'iy W ( n}ul i o 3, sgn 71) ,
b 1) v
e
{40) Hily) = Goly) — A" Fol),

o) P = a w oo+ {4 05 4 By (y),

(92} Hiw) = thiy) ~ 4

gesetzt. Nach Hilfssatz 9 ist das System der Transformationsformeln I, 4,
gleichwoertig mit den (Heichungen

. . N
LA O WP S —
f*"(y . y) ¥ =,° ;wf (-1,
Y 1 1 . . ¥ 3/, (2 )
: . N N A sy — £ = Mo L
(837 f‘“( z ' w)( AT )zf—u T i ( dw )x—ﬂ'
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Wie eine einfache Rechnung zeigt, kann hieefiir

1 ¥
Iﬂi (y) — ya + f ‘_‘_, (.'1“. },‘!:i: (y} .
. E 1

=

o1 i .
H“ (m?f‘) =y i L Cur 117 (?!)

(03)

geschrieben werden oder, wenn man auf die ungesternten Funktionen zuriick-
geht,
1 N
Y 3
.'l{f.(f(‘y)‘“ yxﬁﬁ ]c,ulﬁ (7/)

v*i

W
4y )'c,w(n,{;‘) u{y, o+ i+ b(‘j‘?) - u( o} [') i,
1 ,
(94) H, (y\) =— g L Co Hy (4) +

afi{ e f 2, Cus r:f‘) wly, o+ )+ bf")) 4

In bekannier Weise ist nun

(98) &,{s) = fF“ #) ”—‘a‘u* flfﬂ Wy dy -+ f_'ff’,i(i,).?/”‘ tdy,
1 B .

{96} 9, (s) fH ylytldy = /H }/“"*‘fizf/-%fw”#(“;)y—””‘dzl
1

zu bilden. Bcrtlekblthtlht man hms die Transformationsformein (94}, so ergibt
sich nach einigen elemeniarven Integrationen

oo ?\’
Eude) = [Foyy e~ tdy + 2 o F By i gy
1 -l i

@7) all? A ol W
Lo N R (el B R e S A
zv
1, (8) == fH,‘,(‘] v ldy — 3, Mf]f Yy Es bdy -
(:,)— N )
aQ s [} . ay’ R ay )
9 425 Ty T G
bW NP bl

s ET e }}
Mit Hilfe von (88), (89) erhalten wir schiiefiich

. = )
L sy = Y a-g‘}(_}f I'i’(gz"l ¥ Bosge n) yoidy

3 4s b
( ...... | ) X [ Wiy posgnn) g dy
L n""\f; REY |ﬂ' 0
w:}:ﬂ !

= (;n—)s (s 0 fY o) o (;ﬂ )F P s foa) ()
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unil
)],., 6 f (’An‘ ?j (ﬂy — }, %4 ..... ﬂ SM(‘\)
, . 2 ni ) ‘ @ f
M ona [ i ii’( L o fhsanm |y tdy R FE (s
wmh YA e )" Y 4 el
1# =} ’
#41 ) na ]
n y Wiy, o Bosgnm) - dy 4 E, (¢
(2 ") n—b iy it ! ! ‘.}/ y W s o flosgn o)y b 47 7 ()
e PR . ﬁ‘
(h) (5 1500 1) ) (h) Pt bipapds A%, e
( ko d ", Mo ﬁ}) P ()

(2:1)5 B (I ot g1 e, o) 1 ).

Die Funktionen £,(s), 4, (s) haben also die in 1T, 2. angegebene Bedeutung.
Die Bedingungen IL 2. und 4. kinnen mon auf Grund der Darstellungen (7).
(B8} inmittethar geprift werden. Satz 8 ist damit in einer Richiung bewiesen.
Die Umbkahrung ergibt sich in «der iblichen Weise, wenn man von der zu {81)
inversen Transformationsformel

LR

-
99) Vig:on o1 / y=F s o, i) ol
m—fon

gehirigen Gebrauch macht.

Hinsichtlich der spezicllen in § 3 behandelten Formenlypen sei noeh fol-
gendes bomerkd *

L. Es mégen gewihuliche automerphe Formen zugrunde liegen. In diesem
von Wickuf) diskutiorien Fall jst also = 0 und g, (5) = 0 fir alle », Folg-
lich winld

0= () P 0 gl = 2 2 () 1 e,
(100) hols) = (2’7 )“ !(I‘{.s’ Flian . [*(.q,-g_,u)) @ ()
T ()T ) e e,

Die Funktionalgleichungssysteme I1, 4. besagen also dasselboe,
2. Die Formen seion vom Typus der aulomorphen Wellenfunktionen, Dann
ist o = 3, mithin

£, (8) = (2}:7 )8 I8t o o) (pads) - (5))
(104) ‘1: (2) r(s)r(s 2} G 6) + 1, 05).
| o)~ (o) UG ) (o) el

SET o A e e,
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Der Funktionalgleichungstypus ist alse mit dem in 7) angegebenen vergleichbar,
3. Sind die Formen vom Typus der automorphen Wellenformen zur Di-

mension — 1, ist also a = f + 1 und 7 += . so ist eine ebwas lingere Umrech-

nung erforderlich. um zn einem Funktionalgleichungstypus zu gelangen, der
mit dem in %) diskutierten vergleichbar ist. Wird

2(s) (i) ‘r (527 (5 = ) nt + o,
o= () (S - 8 ¢ e - v

gesetzt, so lagsen sich mit Hilfe von (85) und (86) dic Bezichungen

(102)

s
ni0) = g (s~ B - DECE zifz_«z (:(6) = £
(103) 5 g-f—2
i 5o £,{8) == V?m s (s) + (e

ableiten, Man erkennt nun ohne weiteres, daf die Funktionalgleichungen 11, 4.
mit dem Bystemn
i
(104) TR E 1 —8) = D e E(8) NEPES Y
1

v=

aquivalent sind.

& 5. Die Theorie der ' -Operatoren.

Die Veraligemeinerung der Hrereschen Operatorentheorie sut die Formen-
scharen

bietet keine besonderen Schwierigkeiten, so dall wir uns auf einige gruﬁda%itz-
liche Bemerkungen und eine kurze Skizzierung der wesentlichen Gedanken
heschriinkenr kiinnen. Das Interesse ist hier aufl dicjenigen Formenscharen
F(Q, =, 1) gerichtet, die anBer BvuNsTRIN-Reihen noch sog. Spitzenformen ent.
halten. Das sind solche Tormen. die in den parabolisehen Spitzen eines Funda-
mentalbereichs zur Gruppe M () versehwinden, Bosteht namlich § (& o« )
nur aus BisensTrin-Reihen. so sind die den Formen entsprochenden Diriannwr-
Reihen mit L-Rethenprodukten der Art (£, 8, L(s. yd (s —a— J 4 1. x)
linear dquivalent. Die Frage nach den BuLer-Produkten ist damit bereits be-
antwortet. Hinsichtlich der Existenz von Spitzenformen hat man nur liicken-
hafte Kenntnisse. Man weill nur, dafl die ,analytischen Formenseharen™ [in
% (4, o, 0) gelegen] im allgemeinen Spifzenformen enthalten und dnll gewisse
andere Scharen, auf die man von seiten der indefiniten gquadratischen Formen
gefiihirt wird?), sicher keine enthalten.

Damit Operatoren sinnvoll definiert werden kinnen, mwull b= o« — f§ ganz

gind die BisensTein-Reihen

A08) Byl wi fr (@) Q)= X' s k)™= oy w )
m,, =g {0
('m..;n.g};((),u)
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absolut kenvergent und § (4, «. #) Hibt sich in die von den EisenstriN-Reihen
und den Spitzenformen erzeugten Teilscharen E (4, o fiY pw, E(Q, o f)
zerlegen:

(106) T, o (1) = E( o fi) - G(Q o B

. L4 . . . - . .
Wir setzen S, = (Un . wobei n eine zu @ teilerfremde natiirliche Zahl sei,

und hezeichnen mit V, ein volles System von Substitutionen n.ter Ordnung

8= &, (mod §), die sich nicht um einen linken Faktor aus M = M (1) unter-

seheiden, Sodann wird 47 () = ', durch

(107) [Ty =neté=t X f| 8 Fir fCF (o
SCV,

erklart. { hieildt eine Form zitm Teiler £, wenn in der Fourrer-Entwicklung von §

nur selche Bxponenten vorkommen, die mit ) den grilbten gemeinsamen

Teiler £ haben:

(108) flz, w) =

Exint N

2*7 init i Bsgnn e

a' (gt Fpa” ) L aln} n"(' @

o 7)o

Fir die lineare Schar djeser Formen wird ein Operator 7', wobei sich ¢ aus

Primteilern von @ zusammenscint, durch
'

(109) Hﬁ=¢+hlszyﬂ (@ =tt)
iraosd g q

erkliirt, Iie geniigh (9. 4} = 1 anzunchmen. da Tf, im Falle {¢. 1) = 1 jede
Form zum Teiler #in O {iberfithivt. Eine beliebige natirliche Zall m kann ein-
dentig in m = n g zerlegt werden, wenn n den grofiten zu § teilerfremden
Faktor bezeichnet. Wir setzen dann

(110} T = T T
T 4
Die Substitutionen
.
(111) R, M mit 13—_(:’) :;}) (mod Q) (@, 0) ~ 1

definioren cine endliche Gruppe ven Operatoren fiir die Schar § (¢, o fi).
lat;

(112) PR,y (@) f fiir (w, ) = 1,
o heilt [ eine Form zom Charakter y. F i, ¥ ¢, o ) bestehe aus den Formen
zum Teiler ¢ und Charakier y. Wegen

(113} FQ oo f) = {E%(i» 7 & f)

geniigh es, die Teilscharen zum Teiler £ und Charalter y zu betrachten; sie
sind gegeniiber den Operatoren Ty, = T (m) invariant., Besiiglich §(¢, y. €.
@, [} ist

(114) T (mg) A () Md Mo ( w'"(‘i;”“ ) gy drti-1,
« S
Nun ist der Operator
s v
(115) CIRRALIEYY

)
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heranzuziehen, insbesondere also §4 0, - 1, ~ 2, ... vorauszusetzen. Nach
Satz 5 fihrt © die Formenschar zum Tmlm ¢ in sich tiher. Auf Grund von
Fitfesatz 3 tnd 4 ergibb sich leieht die Vertauschharkeit von 8 mit R, und 75,
@ fithrt also aueh die Formenschar zum Charslter y in sich iher. Auflerdem
sind die Teilscharen §* {6 7, ¢ o f) und F {1, y, @ «, ), die sich aus den
Eigenfunktionen < & (¢, y. @, «. f) beziglich € znm Eigenwert + I bzw. — 1
zusammensetzen, invariant gegeniiber den Operatoren 7%, Im folgenden be.
zeichnet ¥ cine beliebige gegeniiber den Operatoren 7%, invariante Teilsehar
aus einer (er Formenscharen

{116) : ' FE=F 1 Qoo i)
Wir betrachten eine Form { C§ mit der Fousisr-Entwicklung (108). i’unn-
reichnend fir @ f = & f gind nach Saty 5 die Beziehungen

n L
(117 {— n) = e @ {n) Tir o0,

@ (0) = L @’ (0), a”{0) = & (- DFa"(0).

Die der Form § zugeordacten Dhrmonnrr-Reihen {22) unterscheiden sich also
wirklich pur um cinen kenstanten Faktor, so daf eine winkehrbar eindeuntige
Zuordaung

= a(n)

(118) (CXORTIC R

far fOCF
bestehit. Das Produki n £ an Stelle von w entspricht der modifizierten Bescich.
. . . . . @0 . "
nung in (108), Die Summationsheschriinkung (-n, z) b l) kinnen wir fallen
G
lassen, wenn wir a(n) = 0 fin (n, f)‘;» I setzen das soll fortan geschehen.

Bezeichnen b {0}, b {0}, b (n) die Entwicklungskoeffizienten der Form {1 1.
so 1406 sich mit Hilfe eines speziellen Reprisentantensystems V),

(119) hiN)= XM a ( i ) yllyde =5 it m = 1, N+,
dim, & d? -
d0
Ty et () gy Y opdyds i FoT,
(120) il
Ly s a (0) 3 y(dyde 1t
dim
d >4

beweisen. Die Formen fe{p =1, 2, ..., %) mit den Entwicklungen
¢ . . 2rind .
(121) fo - a2 (0} ' —"—F 4 w9 (0) + (Zrz\n\t ;

Mot (n) BF g e A, sgn ‘N) I .‘ﬂ-’

)

s

= 0
- . . . .. . g i .

mdgen cine Basis von § bilden. Da § beziiglich 7%, invaviant ist, bestehen

(leichungen

(122} J W s X Ry, ) (150 )

a=1
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mit gewissen ZahlkocfTizienten A,, (). Berechnen wir beiderseits die Ent-
wicklungskoeltizienten, so ergeben sich die sog. Grundgleichungen

b5 ¥ N ’zw 7

(123) Mo (JL) L A E = X ) o ()

dim, N of? = N

>0
filr N0, m=>0, p - L2, .., 2 D Gleiehungen gelten auelt noch fiir
m - ), wenn wir

I

(124) Apa {oomy » 4o (=) Ag, lom) fitr m >0

(8)
setzon, wobel dag obere oder untere Zeichon gciiml soll, je nachdem & in §*

oder §~ Hegt. Das System (123) gestattet eine Aulitsung nach den Agalm}:
man orliidt

®

(125) Am) == (Ay, (m)) = D a*(m) B fisr m 4 0

v=1
mit gewissen konstanten Mabrizen M. Bel geeigneter Definition von A(0)
und A3 (4 stetlen

(126} fow = Aoa () gt == 1 1 15 (0)
9 }1“ Zaint

Ay W ( ¥y osEn n) e ¢

# ! i Q
fir 1 =g, 6 = % Formen dar, die mit den f2 linear dquivalent sind. Fir die
Matrizen A (m) gilt eine zu (114) analoge Multiplikalionsregel. Man benutat
sie, wm fiir die Funktionenmatrix
{127} @ (s }m v /\(m) {mty~
die Buvgrsche Produktentwic lung
{128} D)=t (A(L) - Apyp=3 = gip)prti— =2 A1)~

»

abzuleiten,

B8 bleibt noch das . Hauptachsentheorem®, die Frage nach der simultanen
Transformation der A (») auf’ Diagenalgestait zu behandeln. Nach einer zu
Beginn des Paragraphen gemaehten Bemerkung kann man sich dabet auf die
Scham dor in § gelegenen Spitzeniormen beschrinken. Das entzcheidende
Hiilsmittel ist wieder das Prriussoxsche Metrisiorungsprinzip. Wir erkliiren
ein Bkadarprodulke fiie awei Spitzenformen f, g o MG o, i, #) durch

(129) (f.9) - _H'f{? gt tdady,

wobei B einen E'ml(l(mmné,lllmel(h zue Grappe M {6 bezeichnet. Wieder gili

(E3{)) {:{ | ![7)1 (1 == x(’ﬁ) {f qi 71))1

wenn f uned q Hpitzenformen ¢ {M(@}; o, .1} zum Charakier y bezeichnen
und (o, Q) == List. Die weiteren Uniersuc hun;,vn verlaufen nun vdilig in dern
vm‘gczcich[mtml Bahnoes,

{ Fingegangen am 1. April 1952),



