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Die Primzahien
in der Theorie der Sizamschen Modulfunktionen.

Von
Haxs Maass in Heidelherg.

Die systematische Keforschung der multiplikativen Beriehungen awischen
den Fovrepr-Koelfizienten der elliptischen Modulformen ist zweifellos eine der
fruchtbarsten Leistungen Huoxws'y, Die Zalilentheorie der guacdratischen
Formen wuarde von dieser Seite um neuartige Krkenntnisse bereichert®). deren
arithmetisele Begrimdung erst schre viel spater angebalint wurde®), Es handelt
gich bei dicsen Anwendungen der Heorsschen Theorie vornehmiich wn die
Darstellungsanzahlen von Zahlen durch quadratisehe Formen. Interessiert
man sieh adlgemeiner (e die Darstellungsanzahlen von Formen dureh Formen.
go wird man sul die Breusrschen Moduifimktionen gefithiet wnd vor die Frage
gostelll, ob die von Hrewr begrindete Theorie anf dicsen Funktionentypus
verallgemeinert werden kann, Dald dies in gowissem Umlang maglich ist,
komnte aufl Grand der Untersuchungen von M. Sugawanat) als wahrscheintich
angesehen werden, Gelang thm doch die Verallgemeinerang der ven Huckn
eingefiiiirten Operatoren 77 () undd der Nachweis, daf dic Risnestriv.Reilien
a-ten Grrades fligenfunktionen der verallgemeinerten Operatoren sind. Diege
Tatsache gewinal an Bedeutung, wean inan sich vor Angen hil, dall die Ent.
wicklungskoefTizienten der Bismsereiy-Reihen n-ten Grades n,wh Hirant)
ein multiplikatives Bilduogsgesetz haben,

%5 sol im folgenden gezeigh werden. dafl s unter den Bigentunktionen der
verallgemeinerten Operatoren auBler den WisEwermn- Reiben noch andere Mo-
dulformen n-ten Grades mit multiplikativ - gebildeten Entwicklungskoeffi-
zienten wibt, Der Rahmen, in welchem dieses lrgebnis erscheint, ist eine
Theaorie, die sich zum Ziel setzt, den HrRermschen Operatorenkalkiil in einen
sllgemeineren Zusammenhang einzuordnen. Als Hillamittel stehen hievbei die
verallgemeinerten Opevatoren, die wir mit 7 {m) bezeichnen wollen, wnd ein von
Sieden eingelithrler Fanktioualoperator 0 sur Verfagung.  hildel die Madul-
formen n-ten Grades aol solehe (w-- 1)-ten Greades ab, Bin nenoenswerter
Fortsehritt konnte naticlich erst: dann eezielt wenden, nachdem die Frage ge-
Llart war, welehe Wirlkung @ auf die lineare Schar der Modulformen n-ten
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Vidensle Selal. \’lﬂth yas Medd. 13, 10 (193332 Uher Modulfunktionen nnd die Diriengs-
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Grades vor der Dimension — & hat. Bezeichnen wir diese Schar mit MY, so
gilb, wie kiirzlich mit Hilfe von Pormcarischen Rothen gezeigh werden konntet),

1 MO | =My e k> 2acbl E=0(2),

Tch verwende hier und im folgenden die Operatorenschreibweise, wie sie gich
in der Hroksschen Theorie eingebiirgert hat. Die Voraussetzung &> 27 + 1
kann leider noch nicht enthehrt werden. Sie gewihrleistet dic absolute Kon-
vergenz der Porvcarfischen Reihen, die den einfachsten und zur Zeit auch
einzigen Zugang zur Theorie vermittein. Im Mittelpunkt der Untersuchung
steht eine Regel, die angibt, wie T (m) mit & vertauseht werden kann, [m all.
gemeinsten Fall 1aft sich nur vermuten, dall
@ rmy @~ 3 xd,moa k) Primd” %

B, 4 > 0 :
mit gewissen Zahlkoeftizienten y {d, m, n, £) wrilt. Beweishar ist divse Regel
im Fall m = p (= Drimzall) fir £ > 2 » | 1 mit

(3) x(l>i">??«.~k)"’E
und im Falle n = 2 mit

‘ oy Tl a3
(4) y (d, m, 2, k) = g {dP—3)- S
wobei ¢ (m) die BuLersche Funktion bezeichnet und aflgemein
{5) g, {m) = 'ﬁm%; Odr

gesetzt ish. Tm Primzahlfall (m = p), iber den hier noch kurz berichtet werden

soll, gilt also

(6) T{p) P = O 7 (p) fir E>2n+1.
Auf Grund der in (1) ausgesprochenen Bigenschaft von @ 1&gt sich die

lineare Schar 53}?:5:’) in eine dirckte Summe von Teilscharen so zerlegen:

1) MY = S+ S + -+ B,

daB fir 0=j=nund k>2n+ L E=0(2)
elredle o+ @%”,-’ durch  @"—i  anf MY

umkehrbar eindentig abgebildet wird, Unter D st hier die Menge der Kon-

gtanten zu verstehen. Die angegebene Zerlegung von MM ist zugleich eine
solehe in invariante Teilscharen besiiglich der Operatoren ¥ (p). D. h, es gilt

(8) e [ T (P C &,

Bekanntlich™ gibt es in il eine Basis {1 fan -« oo fg die aus Bigenfunk-
tionen der Operatoren T {m) besteht:

4] 7 (m) == a, {m) |, (v="52 ...,00.

Bei geeigneter Normierung stimmb a, (w) mit dem m-ten Povrigr-Koethi-
8, Maass, H.: {Ther die Darstellung der Modulformen n-tea (rades durch Porncarische
Reihen. Math. Ann. 123, 126—151 {1961},
7y Prrrnsson, H.; Konstruktion der samtlichen Lémngen einer Rimranzachesn
Funktionalgleichung durch Diricurer-Reihen mit EurnErscher Produktentwicklung L
Math. Ann. 116, 401—412 (1534).
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zienten von f, iiberein, Die dureh

o~ {1y ~{m)

(10} gs';(bn e :fw [FRCT Yl C= 31 =12 ....0)

" . . i i) .
erklirten Modulformen g, bilden eine Bagis von Sph - 35:?. Wendet man auf

die definierende Gleichung (18} den Operator 7 (p) an und berlicksichiigt (6)
und {4}, so ergibt sich

g lv @) Pt = (p e (B, P

woraus

{11) g, v (p) = a,(pl g, =1,2,...,0)
g

-erhellt, da die Differenz der beiden Seiten i &hp -+ S¢7 liegt und durel @7 —1
in 0 ithergefithrt wird. Die Fourier-Entwicklung vou g, 1 7 (p} kann explizit
bestimmt wepden, wenn man zur Bildung von 7(») ein geeignetes spezieiles
Reprisentantensystem der SBubstitutionen p-ter Ordoung verwendet, wie es
heretts von Suasawara angegeben wuarde.  Beachtet man, dall die Koeffi-
zienten «, (m) auch Fourigr-Koeffizienten ven g, shd, so erhilt man durch
Vergleich der Fourter-Koeffizienten von g, v (p) und o, (p) g, eine Multi-
plikationsformel (i die Brtwicklungskoeffizienten a, (T) von ¢, der folgenden
Art:

(12) a, (p) @, (1) = My, (T%) a, (1%).
. T

Dabei wird ither endlich viele Bxponentenmatrizen 7%, die aus T umstindlich
aber elemendar zu berechnen sind, summiert. Die Zahlkoeflizienten y, (7'%)
sind von g, unabhinglg. Wihlt man fir T spesiell cine Exponentenmatrix
vom Rang 1, so GG sich (12) als Folgerelation der von Hrore angegebenen

Multiplikationsregel
. N v W iy g
13) 0, () = X a, () d
flinny, My Y
darstellen.
Da unter den {, sicher die Eisensrrin-Reihe ersten Grades vorkommt und

@f{’f} von der Eisunstrin-Reihe n-ten Grades erzengt wird, ao tritt diese auch
unter den g, auf.

Man kann das System der Funktionen gy, ¢o, . . ., ¢,, leicht zu einer Bagis
s T apesinimer - n dal alle Funktionen [ivent i
von R erghnzen: fy, s . . . iy, 50 dall alle Funktionen DKigenfunktionen
der Operatoren T{p) sind:

(14 g TP a0y, (r=1,2,.. . 04}

Jedoch kann die zahlentheoretisehe Natur der Eigenwerte o, (p) Fir » 2> gy mit
den vorliegenden Methoden nicht mehr ergriindet werden,

Eine hefriedigende Darstellung der Theorie der Operatoren v (m) fiir be.
Hebiges wa kann einstweilen nur fir thie Modulformen zweiten Girades gegebon
werden, Abweichungen gegentiber dem Primzahifall zeigen sich nor dann,
wenn e nicht quadratfrel ist, Weitere Hervorhebungen eritbrigen sieh hier,

Hinsichtliel der Bezeichnung sei noeh folgendes bemerkt: Grofle lateini-
sche Buchsetaben stellen nercibige quadratische Matrizen dar. Treten andere
Aeilen- uned Spaltenzablen aul, so wird dies hesonders vermerkt, e oberen
Indiees in 2% sollen anzeigen, dald die Matrix @ ans » Zeilen und s Spalten
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hesteht. Tnshesondere sei 0 = 0D, Fir einspaltige Matrizen reservieren
wir uns kleine deutsche Buchstaben. Gelegentlich werden Matrizen, deren ge-
naue Kenntnis nicht evforderlich ist, durch cinen Stern ersetzt. Eine Matrix 17
heiBt ganz, wenn dic Blemente von U ganz rational sind, Wir nennen 17 uni-
modualar, wenn J eine ganze guadratische Matrix ist, [/~ existiert und eben-
falls ganz ist. Die zu ) transponierte Matrix bezeichnen wir mit @' I wird
als Tinheitsmatrix und ¢ als Nullmatrix verwendet. Schlieflich wird ¢ [T7]-
= U’ @ U fiir beliebige Matrizen @ = ", U - {708 gesetnt.

§ 1. Die Operatoren v (m).

Bs sei §,, der Bereich der symmetrischen komplexen Matrizen 7 = N+iy
mit positivem Imagindrteil: ¥ 7> 0. Wir setzen

08
=4 —
{15) = (___ P ())
und betrachten die reellen Matrizen
. - AR . ) B
(16} - (U’ })) mit o'1o i,

wobei m eine beliebige positive Zahl bezeichnet. Sie definicren eine multi-
plikative Gruppe, die durch die Zuordnung 6 »m aut die multiplikative Gruppe
der positiven Zahlen homomorph abgebildet wird. Zu == 1 gohdren die
gymplektisehen Matrizen. Da ; ----- o stets symplektiseh ist, wird 9, durch die
Substitution
G{Z) = (A7 + By (CZ+ Dy*

in sich iibergefithet. Wir fassen o als Operator der in §, erklirten Funktionen
£ (%) anf und seltzen mit fest gewihltem & = 0 {2). k>0

(17) [0 e =f (e @) 0Z + D=F
Man bestitigt sofort die Regel
(18) P T =5 0|,

Ist die Matrix (16) ganz, so wollen wir ste eine Substitution m-ter Orvduung
pennen. O bezoichne die Menge der Substitutionen m-ter Ordnung. las
geniigt hier, m ganz rational anzunehmmen, da sonst O;;"} leer igt. ng) st mit
der Modulgrappe n-ten Grades M, Dlentisch, Bekannttieh?) zerfatlt O in
endlich viele Linksrestilassen nach M, b o ist

(19 O N M, g

drad i

LA™

fiir ein gowisses endliches Reprisentantensystem V,, der Linksrestiklassen.
Rine Modulform n-ten Grades von der Dimengion — & geniigt der Trans-
formationsformel
(20) TR fir 9 M,
woraus erhelit, dafh die Funktionen f (%) 0 (o V) vor der Auswall des Re-
prisentantensystems Y, nicht abhingen. Da op ein mit V,, gleichwertiges
System durchliuft, wenn ¢ in V,, variiert und o in M,, fest gewihlt wird, so
stimmen die Funktionen [ (£)! g, von der Reihenfolge abgesehen, mit den
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Funktionen f (Z} g iiberein. D, h. der durch

{21) fUy v my = o ) N J{Z) o

TV

erkiirte Gperator v (m) fithet die lincare Schar der Modultormen #-ten Grades
von dder Dimension - & inosich &ber and st vou der Auswahl des Vertroter-
systems V, unabhiingig, Ks geniigl vorerst, zu verlangen, daf der Normiernngs-
faktor ¢, {m) folgende Bedingungen erfidit:

{22) Cop (M1 M0} = e ) oy (g} fHiT (g, my) - T,

o o g P N o

{2 Cp (1) V- fir . > 1, p+ Primzahl,
(24) cyp(m) mmmf =l ey (m) = ok ) (L'd‘z - "") -

- djm

Fesbesondere ist damit ereeicht, dall 7 (m) aul die Modulformen ersten Grades
dicselbe Wirkung hat wie der Hrorssche Operator T (m).

Im [olgenden benbtigen wir speziclle Reprisentantensysteme V,,, wie sie
schon von Stcawarat) angegeben worden sind, Ist D% = U7 D mit unimodu-
tarem 17, o sollen B und D* links assowiiert genannt werden.

Rtz 1 Ex gibt ein Vertrelersystem v, fily die Linksresthlossen der Sub.
stitulionen ww-ter Ovdnung nach M, der folgenden 4t

. A B
(25) rI (” D) .
Daehed durehliinft

1. 1) ein eolles System links nicht assoziierter ganzer Matrizen, so dafi A ¥

i B mit einer ganzen Matrix A gilt,

208 - B ber festem D) oein volles System sypnmetiischer, modwlo 1 nicht
kongruenter Malvizen, so daff B = 8 1) ganz wird.

Beweis: 1. Hs ist 2u zeigen, dall in jeder Linksrestklasse cin Repriisentant
der angegebenen Art liegl, Kine vorgegebene Substitution

A i - {71y
(7 )0

multiplizicren wir von links mit

(/h B_,‘) oML

Dabed geht ¢ in ) A4 Dy Ciiher. Darel geeignete Wahl des symmaetrisehen
und teilerfvemden Pasres ), 1 erveicht man O A 4 D) € =0 00 Wir diiefen
also von vornherein 7 = O aunchmen. Sodann multiplizieren wir 0 von linka

mit
[Ee .
(0 U -*){" My

Nun geht D2 in U=1 D iiber. Bei gecigneter Wahl der unimodularen Matvix 17
stefllt 177 1) den ausgezeichoeten Reprisentanton in der Schar der mit [
inks assoziierten Matrizen dars Bs darf vorausgesetzt werden, dali 77 selber
dieser Beprigentant ist. Schlieflich wird o von links mit

(E' V) oM

(205 B

mudtipligiert,  Jetzt bleibt I fest und B geht in B 1V 1) iiber. 1 stelit eine
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beliebige ganze symmetrische Matvix dar. Bei geeigneter Wahl von ¥V ist also
(B4 VD)yD 1 BD~—'4 V mit dem aunsgezeichneten Vertreter der Rest-
klagse B Dr-1 modulo 1 identisch.

2. Bs ist zu beweisen, dall zwei verschiedene der in Satz 1 genannten Re-
prisentanten ¢ und o* in verschiedenen Linksrestkiassen nach M, liegen, Wiire
A By . (z% I

E S - 1 3 1 i i e
It ((/1 ]))0 mif o, 7);) M,
so kionnte der Reihe nach sofort € =0, 1), = B, B, = 0, alsu o* — q g
sehlossen werden,
Balg 2: Fily leilerfremde my, my ist x (my, my) = 7 () 7 (mg).
Beweis: Die Matrix
(B
= (o Iy

mige ein Verbrefersystem cer Substitutionen wm -ter Ordnung von der
Satz I genannten Art durchlaufen, ebenso

- Ag 1,
Ploon,
ein Verfretersystem der Substitutionen my-ter Ordnung, Fir eine ModulForns
n-ten Grades von der Dimension - k ist dann

FOEY |7 (my) T (g} == (F(Z), 7 (1)) 0T ()
= Cpg (”"‘1} Cuge (M) X/ (.f_d f(Z} '71) |y

g\

= g (mymy) N (2) |0, 0y,

LT

wenn (my, m,) = | und (22) beriicksichtigt wird, s braucht also nur gezeigt
zi werden, dal} die Produkie
(A A, AL B+ B D,
s A

ein Reprasenmn[ezwystem der Substitutionen my, m,-ter Ordnung darsteilen.

1. BEs sei
~ 4, B\ Ay By
G, = = d,
! (o 1))’ 2 (a B,
ein weiteres Paar von Vertretern der Substitutionen m-ter baw. smy-ter Ord-
nung und es sei

G, 6,=poo,, nC M,

Dann ist 0, =5, und o, = 6, z2u beweisen. Puniichst folgt, dali o die Gestalt

_(rrsu-
g = o Uﬂl

hat. Damit ergibt sich D, D,=U-1D D, u{i(‘r f)r‘ Dy~ Dy Dy ' Wegen
A Dl = My F, A Da ==y B, (m,, My) = st (| l)a\ = 1. Ih h. die

U0 und Dy Dyt haben 1f-1lerﬁemde Nmmm m sie liberein-
stimmen, ist [, Dy ' und aus byinmeirwgmmlml auch D, Dy ' ganz. Dy undd
D2 sind also links assoziiert; folglich ist D, = Dy, Ay = A, und !)[ R Ll I
woraus wieder 1), = Dj, A= A und {7 = F zn sel ilc,l.%en iat,
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Nun bleibt noch
Ay By+ By Dy— A, B+ B, Dy+ 8 D, 1,
zu diskulicren. MHiernach ist
A (By- By Dz' = 8D, + B, — B,

also ganz. Multiplizieren wir von links mit D, se erhalten wir m, (ﬁ - B AW
cine Matrix. die gleichfalls ganwz igt. Mithin ist ;moh (H — 13,) H;, ganz;
denn m, unel | [, i sind teilerfremd. Aus Ez Dyl= B, Dyt (1) folgt aber J’J’ =B,
Zugleich mpbt sich (B, — i§) Dy L 9=0 (1), also _{31 = B, Damit ist
# = o unl Gy == ay h(‘ul?‘:t‘n

2. Wir zeigen, dall in jeder Restklasse von Substitutionen wm, my-ter Ord-
nung ein Matrizenprodukt o, g, licgl. Wie bekannt, gibt es in einer vorge-
gebenen Restklasse jodenfalls cinen Beprédsentanten

AR ) , .
g == (() ])) mit ALY =omym, B

s sei F die Diagonalmatrix, die aus den Elementarteilorn von 1) gebildet
wird. Wegen D] == (my mip}® 10t sich # als Produkt von zwel Diagonal-
matrizen schreiben: F-= Fy Fy, 5o dall sich die Elemente von F, aus Prim-
teilern von e, und die F‘l('mon%o von F'y aus Primteilorn von m, zusammen-
setzen. Mit gewissen unimodularen Mabrizen U,V ist {]nnn ])m R r,V,
folglich 4 ¥/ F, F 117 m g I mltr DAV = (my FT Y (my F2 1), Das Pro-
dukt der Matrizen m, F7 ', m, Fy 'ist g ganz, ihre Nenner sind teilerfremd, mithin
sind #m F7 ! und m, Fy ' selber ganz. SchiieBlich ist auch noch iy (F, V)L
ganz. Ba gibt also einen )Jop;';it.f ntanten [, in unserem ausgezeichneten
hvatvm so B Fy Vo= U, 1)y mil oiner unimodularen Mateix {7y gilt. Da auch
my (B 71 gam 1&.1, so folgt analog £, 17, = U, Dy mit unimodularem 1.
Damib ergibl sich D= UF, U, 1}, =0 (*’1 DDy do b, D oand Dy Dy sind
Ei!‘lk!-} assoziieri. Ohpe Einschrinkung der Allgemeinheit darf nunmebr D =
= I} 1)2 und A = Ay Ay angenommen werden. Da die Determinanten 4
zmd ‘]) Fteilorfrenid smrl kdnmen die Kongruenzen

w04y, we=100Y)

durch eine ganze Zahl & hetriedigt werden, ThHe Matrix = A7 B ist demnach
ganz., Beachien wir noch, Jdall

(A, "By by ' =a Ay B DT D, = ?: (B D D
symmetrisel ist, so folgt
2 AT B Byt 8, D,,

wobet B, einen Reprisentanten aug dem fixierten Vertretersystem und §,
eine ganze symmetrische Matrix darstelit, Ersichtlich ist

1 B¥ e A Sy~ (0 — 1) B Dy
52 PR THIT)

Bt ﬂ‘? Ay Sy Al — (e — 1y B D1

symmetriseh. Es gibl also einen spezicllon Vertreter By vind eine ganze sym-
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metrische Matrix &), so daB
B¥ = B, 4 5, D,
wird. Nunmehr ergilst sich
BewB—(x—1)B=d, (s AT By —(z - ) BDy ' 1
= A, (By+ 8y D) + (B* — 4 8,) Dy
= A (By + % D)y + (B, + Sy Dy - A 8)) Dy
= Ay By+ By Dy + 8, D

Da B D—1 um einc ganze symmetrische Matrix abgefindert werden darf, kanm
B = 4, B, -+ By D, angenommen werden. Das hedeutet aber 6 = g, 95, Wenn
0, und 6, die bisherige Bedeutung haben. Damit ist

(26) [ T () T (meg) — [ | 7 Uy o),
also Satz 2 bewiesen.

Die Diskussion der Operatoren 7 (m) ist nunmehr wie in der Hroxeschen
Theorie auf den Primzahlpotenzfall (m == p*) zurlickgefiihrt. Line weitere Re-
duktion ist hier picht méglich, da die v (p*} keiner Rekursionsformel gentigen.
derzufolge sie als Polynome von 7 (p) dargestellt worden kénnen, wie es fiir
die HEcrzschen Operatoren T (p*} zutriftt,

§ 2. Die mefzische Grundiormel der Operatorentheorie.
Bs sei { (%) eine Modulform n-ten Grades, Wiihlen wir speziell
. Z* 1 . . .
(27) Z = o s mit Z¥CH, 1, 200, U= Nuilspalte,
so stells 7 (%) in Abhiingigkeit von Z* eine Madulform (n— I-len Grades und

in Abhingigkeit von z eine solche ersten Grades dar®), Infolgedessen existiert
eine Fourrer-Entwicklung

(28) §(Z) = /ijf‘l (Z*) eBive

mit Modulformen {n — 1)-ten Grades als Koeffizienten. Aus der Reihe der
Funktionaloperatoren

(29) [z B, - f, (5) (v e 0,0,2,..0).

deren Bezichungen zur Operatorentheorie noch untersucht werden milssen
(dies nur als Programm!), greifen wir den ersten hernus. Wir verzichten hier
auf den Index, setzen also @ = @, Die Berechnung von { (23| 9@ kann euf

zwel Welsen vorgenommen werden®). Tst die Fourirr-Entwicklung von [ (Z)
bekannt:

{30) f{&) = E a (T e2miRp(TE)
=4

so folgt sofort

(31) JUZY [ @ = 3 (T} eBri SR 2T,

i

8 Wrrr, E.: Bipe Tdentitit awischen Moduiformen zweiten Grades. Abh. math. Sem.
Univ. Hamburg 14, 323337 (1841).
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wenn

< i A

(32) a ( v U) s (1)

gesetzb wird, Ferner ist

(3 fZ | & = Hm f( )
Ao o2 '

Wir nennen { {Z) cine Spitzenform, wenn
(34) [ ) b
gt Fie Formen O-ten Grades, b, fir Konstanten soll diese Bedingung
immer erfullt sein,
lis seien [ (Z) und g (Z) Modulformes n-ten Grades von der Dimension — &,

#F, bezeichne den von Sraewre® ) angegebenen Fundamentalbereich der Modul-
gruppe M. Unter dem Skalarproduks von f, ¢ verstehen wir den Integralwert.

(35) (fogd [T g 2T H=r () d(Y) e om0

uned !

(36) (f @) =15 fir n=1.

Dabelist Z = X+ 1Y, ¥~ (x,.), ¥ (Y, B = M day,,, d(Y) = 1T dy,,.
P FI=x

Bei der Hllthmg von (f, g) muali zunfiichst vornusgesetal werdeny), dali Lnfwedm
f oder ¢ eine Spitzenform ist. Offenbar wird durch {f. 9) im Bereich der Moclul-
formen cine definite Hermitrsehe Meteik erklirt. Wir kénnen uns also der
Begriffshildungen in metrischen linearen Riumen bedienen, wobei nur zu
beachten ist, dali das Skalarprodukt noch nicht uncingeschrinkt definicrt ist.

) ) . g .
Tn der uearen Schar "U‘( Y aller Modulformen n-ten Grades von der Dimension

— k hezeichne G die Schar der Spitzenformen, &‘le-i.’" gei die Normalschar in
g bezdiglich &0, Mit timn itblichen Orthogonalisierungsverfabren beweist
man, daB eine Bagis von & durch Hinzunahme weiterer Formen, die auf
ui senkrecht stehen, zu ciner Basis von M0 erginzt werrden kaun. Mithin ist

W = wt g,
Eine weitere Zerlegung von 97" kann in folgender Weise vorgenommen
werden:

Satz 8z Die lineare Schar WYY lift sich auf eine und nur cine Weise als
direkle Swmoe

. [¢2] ~l i) ~{n
(37) R e R < R N ¢

darstellen, so dofi
i C { ng o i

= 20

2. eflcay fir »<n,
: 1)

3. Cii",,i Pcel ™" i v,

Beweis: Wir bemerken zuniichst, dall R durch @ wmkehrbar eindeutig
abgebildet wird. Aus
2 @ =0, (oo

folgt nimlich, dall f (Z) in @i liegt und daher aul sich selber senkeecht steht,

was f {Z) = 00 zur Folge hat,



96 Tans Maass:

Tiir # — 0 ist Satz 3 richtig. Sel » > O und bercits bewiesen, dafl )
fitr v < n auf genau eine Art in der angegebenen Weise zerlegt werden kann. Wir
zoigen, dafl dann anch MY cine Zerlegung dor gewimschten Art besitzt. Hs
sei B (v < ») die lincare Schar aller (7)Y, die durch @ in e abge-
Dbildet werden; sie ist durch

B @ - prel Y, B i

gekennzeiehnet. Beachtet man, dab

n—1
VRRE I S e
y=1>0
und daher auch
n—1
) P
ST e 4
g [}

eine direkte Summe isé, s0 erhilt man in

n—1
{: 1R ~ "
%Ekm = 3, @,(& Ry e !
» == 1}
eine Zerlogung, die den Forderungen von Satz 3 geniigh. Die Rindeubighkeit
der Zerlegung ergibt sich ans siner Ranghetrachtung: denn es ist notwendig
65;‘,’, C @5;",), (r<m) wnd @{ﬂ? w @sﬁn).
Durch vollstindige Induktion nach n zeigh man ohne Miihe, dal die Teil-

schar ’6}:3 + (5{,:’1) R 6?,? durch @n—7 (0= v < n} umkehrbar eindeutig

abgebildet wird. Tnsbesondere folgt aus
fy | @nr =10, [(Zycey sofort [ {(Z) = 0.
Ferner ist e 1(_7)”“"4‘1 — 0. Der Beweis ist wieder mit vollgtindiger In-
duktion nach » zu fithren. Tiir v — n st die Behanptung klar: im Falle v < n
it S0 | -2t 1C gr V| pr-n-ril zu heachten. Die lineare Sehar
@5:‘3 | besteht also aus Spitzenformen p-ten Giradoes.
Wir kénnen nun ein Skalarprodukt (f, g) fir zwei beliebige Medulformen

n-ten Grades von der Dimension — k in sinnveller Weise erkliren. Zu tem
Zweck zerlegen wir f, g

bl »
(38) f= 0 07 2 ot e,
= =
was eindeutig moglich ist, und sefzen
i1
(29) (.9)= 2 (90,1 9"
=0

Die rechis stehenden Skalarprodukte aind in der vercinbarien Weise zu be-
pechnen. Ist cine der Formen {, ¢ eine Spitzenform, so ergibt sich wegen
foe gvj‘miﬂ) {r<2m) fir {f,q) der urspritnglich angeseizte Ausdruck (35) baw.
(36). Die durch (39) erkiarte Metrik ist definit. Auvs (, fy = 0 folgt nédmiich
if,| PP, f B ) = o, pdso |1 @ = mithin f, = 0 [ir alle .

Wir wollen nun den Beweis der metrisehen Grimdformel durch einen Hilfs-
gatz vorbereiten (vgi. hierzu®).
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Hilfssatz 12 Es gibt gemetnsame Verfreteraysteme N, il die Links- wnd
Rechisrestilassen von M, in OV

{1y T \
(40 o MMoa o M oaM,
wv, oV,

Beweis: Wir zeigen zuniiehst, dali cin heliehiger Komplex M, o M, < Q7

in ebenso viele Linksreatklassen wic Rechtarestklassen nach M, zerfillt. Sei
B
M, o M, - v MH o0& _Ll i o M,
i 1ol
mit gewissen &, ¢ M, Die Hennmamion feder Zereguong sollen el (-zm nt.-
fremd seins das wird auch im folgenden stets verlangt. Da M, 0 £ = M, p £+
(&, &% C MY mit §F E- 1 M g~ ' My p gleichwertig ist, folgt

[ (Mn-: Mn ’(\‘3_] Mn Q} g
Analog beweist man. dafy s mit dem Tndex von M, mp M, o~ % in M, identisch ist .
=AM M e M, e Ty

Bezeichnet G eine beliehige Untergruppe von M, die mit 5 anch stets — g
enthiilt. so ist der Index (M, 1 G) gleich dem Quotienten aus den symplekti-
achen Inhalten der Fundamentathereiche von G und M,. Daraus folgt nun
# o gy demn My g = TM, p wird dureh Transformation mit g in M g M, p—
iibergefihrs, so dall beide Groppen Fundamentalbereiche mit gleichem rym-
plekiéiselien Inhall haben.

T folgenden st zu beaehten, dali OS,M mit. Q 'mch die tmns[nmi(\z'io Sub-

. - o . . Fd (i

stitution ¢ enthidt. 10 h. Transposition fithet O,, in sich ither: On y - O,

fnshesondere gilt aueh M, — M. Wir zerlegen O in versehiedene Komplexe
4 ¥ i 4 #

M, o M. Da jeder migliche Komplex in einer solehen Zerlegung wirklicl
vorkomnt, kann

O(M) R 2_.‘! (_Mu h M
i

i " b Mii Q: Mn) _2_.‘.?_; N‘.u 7 P\An

angesetzt werden, wohel

Myo, M, b Mot My od M e, My, M, al M

i

angenommetr ist. Mit gewissen &0 M, sl
r
5y 3 e g {7
Mu@i MH ot MHQ; S (1 g {?))
it

Transposition ergibt

?'
0
M, 7 M, = @ Eiioi M,
i
s st also anch

,
[ T— \T 4
N\‘n 2 Mn Tt M'li N
-1

mil gewissen g, 0 M, Adsdann wird

v r
. Y : " \
Mn o an + M, i) MH .L h, il &y +- Mli %r,' i ’,7.; '
H

sd
gl

Mathematisele Annalen. 1 7
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" woraus durch Transposition
r ks
Mn Q;T M, + My, &; M, = )_.;E;; 03 Hij My, - __>_,| 'J‘}-;Tj & ‘5;‘5 A,
i= i3

hervorgeht. Analog ist mit gewissen g, 75;C Ma
# b B
S S v ,
M, o, My, = j;:.leu O thig = %14”4'”” M, = - 1Mﬂf1i i

also
R’ R
VM N
M, o, My, == M, o0y gt == My, gz o1y

Ef L3
. :

: = ?.{-}Jlﬂ%fff:: v; i My “fg‘] 7505 i M
zu schlieBen. Die Produkte
g0 Eige i 00 Mg 55 03 Mij
bilden daher ein Links- und Rechtsrepriisentantensystem der gewiinschien Arb.

- A By . () . 3 1 Do B
o —1 g e — -1
Liegt o ((f D) in O, 8o ist g ol A’)' D.h. og=m2
ist ganz und es gilh auch ayeo =mt. Mit o durehlduft also m o~ ' alle Sub-
stitationen i OV, Setzen wir allgemein o= Vi o* mit Vi 0, so ergibt
Hilfssatz 1
{ut) 1 )
O — MMe=—= YN M, (V’m o)
aldn ¥ (VY
und, wenn man auf
() -
O‘f: ) .»L a Mn
ai ¥

-
die Abbildung o -+ m o~ anwendet,

O 3 Mydma=h = 2 M“(l/;,;{g*—n) .

50V w*CVE,

Hier bezeichnet VY die Menge der Gubstitutionen o, die man erhdlt, wenn ¢
in V,, variiert. Wegen

_
f(Z) o=m * [{Z)]0F
it alao
_ ak
[ @) 7 )= m)ym * 2 [(Z)]o*
ot TV,
== Cppe (M) W0 2 X a7
at (V;n

Wir behalten das sufl Hilfssatz 1 suriickgehende Vertretersystem Vi im fol-
genden bei und wenden uns nun der metrischen Grundformel zu.

Qutz 4: It eine der Modulformen [ (2}, g 2y S eine Spitzenform, so gill
(42) (12 7 (), g (2)) = {f (%3 g (D) T ().

Beweis: Bs sei M, (m) die Hauptkongruenzuntergrappe n-ten Grades zar
Stufe m. Sie besteht aus den Madulsubstitutionen o, die der Kongruenz

{43) a= (g 3;) (m)
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geniigen. g\ﬁ " bezeichine einen Faudamentalbereich von M, () unel g (m) den

Quotienten aus den sympleklischen Tnhalten von 3,, 7 and § & i (m) ist gleich
dem einfachen nder doppelten Todex van M, (m) in M, je nachdem m = 2 oder
m e 2 st :

Bs darf angenommen werden, dali g (Z) eine Spitzenform ist. Man er-
hidlt dana, wenn man die Invarinnzeigenschaften der anftretenden Integranden
heachtet und (41} heriicksichtigt.

A2 7 () g () — [ [ r Gy g {2 | VA==V d (N)d (V)
il "”

B SN AFAR N (B Y h=—a-l gy ¥
(44) g tmy 4 (M/f(*’} 7 im)g (7)1 A (XY ()
T aty
3 n = ‘L j”(?}) ('*(,,u( ) Y E—n- f{(r\)!’!(}}
o (m} w0

Nun kinnen f{(Z3 o™ and ¢ (2} als Modulformen zure Geuppe M, (m) und auch
zur Gruppe 6= UM, () g angesehen werden, Te Fundamentalbereiche beider
Crnppen haben denselben symplektisehen Inhalt und beide Gruppen enthalten
die Kongruenzgruppe M, (m2). die in M, endlichen Index hal. Da o= 1 (F7)
ein Fundamentalhereich von o= 1M, (m} s ist, so liefert eine im Falle » = |
ahgewendete Schlnlweise (siehe T

{F U757 (Y, g {5))
nm‘r m) - ﬁ.k . .
(15) S X [ HE) et g YA a(X)d (),
LA fu,.,'!(‘gi:”))
Frsetzen wir Z dareh a1 (4), so gebt der Tntegrand in
B g (BT o= Ly == (XY d { 1)

fiber, worans

(F4Z) ' (), g (7))

gom "7 ‘\Tf,, .2‘{_”-,)',!'!(2) giz) ot VY= A LX) A ()
46 ‘ . -
( ') - q* fff{ﬂ} y (Z) (??i) iFEon—1g (_{\) (.}.)

e[ [ B g ) ) Y B AKX (1)

erhelit. Die Bxistenz dieses Inteyrals ist pesichert, da alle Integralumfor-
mungen gerechtfertict werden kilnnen, Sie beruht auf der Tatsache, daf
d (Z) |t (m) eine Spitzenform arsteilt, woven wir uns noch unabbingig von
den bisherigen Entwicklangen fiherzeugen wollen, Tret dann kann behauptet
werden, dall das Integral mit (f (Z), ¢ (Z) 17 {m)) identisch ist.
s sei
y (Z) __\4‘ I (-7’) PEERELHIVIFA
Ly
dic Fonmuee-Walwicklhimg von ¢ (Z2). Da g {Z) eine Spitzenform sein soll,
T*
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ist b (T) =0 fiar | 7] = 0. Mit dem in Batz 1 genannben Vertretorsystem wird
dann . o o g
o {Z} i T (m_} = O (:m) 2“" h {T) pRaisp (I h Dby R d Sp( BT A

n dieser Entwicklung sind alle Exponentenmatrizen positiv:
DT A= A TAS.
W '

Dag aber ist fiir Spitzenformen charakteristisch. Satz 4 it nunmelr bewiesen.

Satz &1 Dir Teilscharen in der Zevlegung m = W L@ sind beziiglich
dey Operatoren 7 (m) invariant:

(47) R v (my R, @i o C B

Der Beweis fiir die Schar der Spitzenformen ist schon erbracht. Sei f(Z)C N
und ¢ (Z) eine beliebige Spitzenform ¢ &%, Dann ist nach Satz 4 (f(Z)i7 {m),
g (2)) =0, also f (Z}] 7 (m) CRE”, -

Um die metrische Grundformel auch fiir beliebige Modullormen f (2},
gz < E‘ﬂiﬁ” heweisen zu kénnen, bediirfen wir einer Vertauschungsregel fir @
wnd 7 (). Tm Primzahlfall (m -= p) werden wir spiiter die bisherigen Ergebmisse
mit Hilfe Porvcantischer Reiben erginzen und zom Teil verschirfon kinnen.

§ 3. Die Vertanschungsregel © (p) D=L @2 {p).

Um mit Hilfe der Fourier-Entwickluong einer gegebenen Modulform
fl2) < W die Form J (Z} |7 (m) berechnen zu kénnen, beditrfen wir niherer
Angaben iiber das in Satz 1 genannte Vertretersystem V,,. Man hat zunichst
alle ganzen Matrizen 7} vom Rang # zu betrachien, fitr die m - ! gleichfalls
ganz ist. Bezeichnen wir die der Grofe nach geordneten Elementarieiler von D
mib dy, dy, - . -, 4y, 80 ist D mib eincr Matrix (6, d,) U" links assoziiert. Dabei
ish §,, das K roneckersymbol und U eine unimodnlare Matrix, Damit m [—?
ganz wird, ist d,/m notwendig und hinreichend. Die Blementarteiler 4, ge-
niigen alse den Bedingungen

(48) dyfdyf - [ dpfm A >0

Wir untersuchen, wann rwei Malvizen vom Typus (d,,d.) U’ links assoziiert
gind: Sei

49 (e d,} o v (e ) 177, V unimodular.
Hieraus folgt r?I’M =, {lir alle g, mithin
(50) U-P t I:f i {ap i d’;:.) V {aﬂ-v (IP‘)A. ! *

s sei U, die Gruppe der n-reihigen unimodularen Matrizen, b die Spalte mi$
den Elementen d,, d,, . . ., dy 1und

(51) U () = U (8, ) Un (B d) ™1
Dann ist (50} mit ~
(52) U, b= U, (D)

gleichwertig. Kin volles System links nicht assoziierter ganzer Matrizen I vom
Rang n, fiir welche m D~ 1 ganz ist, wird also von den Matrizen
) ;} H

(53) D= {8 d) U
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gebildet, wenn d = (), dy, .. .. d,) alle dureh 4R8) gekennzeichneten Zeilen
und 7 ein Reprilsentantensystem der Rechisrestilassen von U, (3) in U,
durchliuts, Aug A 5" - B ergibl sich noch

(54) A= (,_sm ;f) o
3

An Stelle von B soll im folgeaden B U/ gesetzt werden, B D~ 1 geht dann
in B, d,)-1 dber. Bei festem d wird ein Reprisentantensystem der B (in
neuer Bezcichnung) dureh folgende Angaben bestimmt:

B=,,
(55) ; ()
€
ho=0) fiw pzr, b, = d,“’ JRPR L6 A (A L N R L L TR
14
Zusammeniassend stellen wir fest _
der Linksiestklossen von M, in

Salz 6: Man erhilt cin Vertrelersystem YV,

{an -
O bestehend aus den Matvizen

. "
G = <A,‘e ¥ dﬂ ) ¥y (U_ Loy ) )
i) (8 d3 o up
sy

wenn,

0o (g, dy, oo dyy alle Zeilen durchlinfl, die dem Bedingungen

dofdyf - o - fdyim, d, >0 il alle y

gendigen,

2. U ein Reprdsentanfensystew der Rechisrestllazsen von U, {0) in U, durch-
Finft,

3. B = (b} alle ganzen Matvizen durchliuft, die den Bedingungen

A
Iy =-d" by Jiir poZw, b, <, fir pz v

geniigen. "
Mit dem in Salz 6 genannten System V wird nun weiter gerechnet. Wir

finden
: =l . ¥ r’).ﬂv ")w\ 7
(56)  fA T = e tm) X fmz U= (D) g (2 gy dg
8, 0. 1 d, 4,

Hierin tragen wiv die Fourier-Ttwicklong
{57) f{/ . _}_}, }(I (f[y) {{‘zzz..‘-;?(l 3
T

ein. K= orgibt sich, wenn ¢ = exp 2 gesetzt wird,

()| T(m) = ep () 3w (T) exp2aiSp (m T[(‘f”)(,
[ 4

58
o (Hzi': ") cxpz:m,%p(T(bdf“‘_)).

w3 ks

ﬁ)x

Die Summe iber B kann berechnel werden. Dabei ist wa beachten, da8
e (1,,) symmetrisch und halbgaoy ist. Wegen

Z ot -
(59) (’1(’)) A et 2 L,
/ s 3

:wcl
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folgt dann mit den in Satz 6 genannten Summationsbedingungen

H. R
{60 Mexp2maiSp (T(b(‘-li-i)) TP oder 0
o g v

je nachdem
/8, filr alle g, df21,, tir alle Paare g, maltge 2> 8
oder cine von diesen Bedingungen verlelzt ist. Wird

fyr = 1l B fiir

gesetat, so dart also die Snmmation ither P in (5%) auf solche Matrizen he-
sehrankt werden, dic in der Gestalt

dysyy sy ooy S

(ﬁ]) - d!.‘?‘n ([2".522 -““'g:“‘zu

dy sy dydne. . dasun

mit halbganzer symmetyischer Mulrix 8 = {g,.) geschrieben werden kbnnen.
Aus (58) ergibt sich damn
Z)

) T ()

n
<oy ) Y (T ( Hat o= k) exp 2 s Sp ('m T t(i:,“’) {11
(62 b, 1, T S 1

iz L‘ b (.Tl) P SptT 2y

Tzl
mil
T
(63) BT = enplm) Yal- T (3 dﬂ_)}) gt ieE
o, i r=7

Qammiert wird hicr iiber diejenigen b, U, welehe den Bedimgungen L.ound 2.
von Satz 6 gendigen und fiir welche rugleich

‘s s disia .t Sin
H ) ' dy fyy tyfas yfag » o thy &y
(64) " T (Bpndd] = e o B

i dne oy Ay Sug o dudun

mit einer halbganzen symmetrischen Matrix & = {s,,} gilt. Die Tormel (63}
stimmt im Spezialfall n = 1 mit einer von Heucks angegehenen iiberein.

Man hiitte sich nun der Aufgabe zuzuwenden, die Entwicklungskoelti-
zienten von f{Z) |t (m) @, 4. h. din Koeffizienten b {1} mit Rang T < n auf
Grund der Gleichungen (63) durch die Fntwicklungskoeffizienten der Formen
f(Z)| D v (md—?), wobel d ganz und 4% ein Teiler von m ist, auszudricken.
7 dem Zweck miifite festgestellt werden, wie oft eine Lixlbganze symmetrische

Matrix T = 0 vom Rang < n unter den Matrizen U (8, )] oder jenen,

die aug diegen durch Transformation mit upimodularen Matrizen hervorgehen,
vorkommet. Das Problem fihet tief in die Elementarteilertheorie und bereitet
erhebliche Schwierigkeiten. Um so bemerkenswerter iat die Tatsache, dafl oa
jedenfalls im Primzahlfall (m = p) mit Hilfe Porncarischer Rethen gelingt,
eine Vertauschungsregel fir 1 (m) und @ zu howeisen,
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Wir beschriinken uns in diesem Parag raphen auf das einfachere Problem,
im Primzahlfall die Koeftizientern von f{Z}|1 (m) @*~ (ohine Poiscarfsche
Reihenj 2u berechnen. Man hat also 7 vom Rang 1 anzusetzen. Wir nehmen
einige Hilfshetrachtungen vorwep.

Bine Mateix € - QU {r = ») heilit primitiv, wenn sie ganz ist, den Rang »
hat und ihre simtlichen Klementarteiler gleich T sind. Die letzfe Bedingung ist
gleichwertig damit, dafl der griiBle gemeinsame Teiler aller rreihigen Unter-
determinanien von ¢) gleich 1 ist, Wir nennen ¢ primitiv module m, wenn ¢
ganz st und der grifite gemcinsame Teiler aller r-reihigen Unterdetermi-
nanpten zu m teilerfremd ist. Offenbar handelt es sieh lnm um cinen Begriff,
der den Restklassen der Matrizen modulo m zukommt. Bei Rc‘slkl.lssvinu;tcr-
suchungen modulo s bravehi rwischen , primitiven Matrizen® und ,,primitiven
Matrizen modulo ' nicht unterschicden zu werden. Dies {olgt aus

Nilfssalz 21 Bs sei ) = @02 (¢ = n) eine primitive Matriz modulo . Dann
gilit es eine primitive Matriz

{65) ¥ = 4 (m).

Beweis: Wir sehlielien mit vollstindiger Tnduktion nach »,

I Bs seir = 1,6 = (g,), also (g1, . -« ., g m) — L Wi diirfen ¢, 4 0 an-
nehroen. In der Zerlegung ¢, = gt g¢ moge sich ¢} aus Primteilern von m zu-
sammensetzen, wihrend g7, m teilerfremd geien. Wir lisen die Kongruenzen

qgit=q,(m), ¢f = 1) farai> 1.
Dann ist

(G @5 o oo ) e 1

Denn andernfulls gibe es eine Primzahl ¢ mit plgy, plo¥ (G > 1), also p b g,
folglich ply, daher pfm und pjg; (£ 2= 1), was nicht sein kann,

2. s seb > I und die Behauptung richtig fiir Matrizen mit weniger als »
Spalten, ) entstehe aus ¢ durch Strcichen der letzten Spalte, die wir mit g
hezeichnen wollen. Th die roreibigen Unterdeterminanten von ) ganzzahlige
Linearkombinationen der (r — 1yreihigen Unterdeterminanten von €}, sind,
so isb auch ¢ primitiv modulo m. Hs gibt also eine primitive Matrix
Q7 = ¢ (m). Wir bestimmen nun unimodulare Matrizen U7, V, a0 daf

Uy = (Z) , E= Er—1

wird und rechnen mit ciner zuniichst belichigen ganzen Spalte v ven v — ]
Elementen (n = Nullspalte)

UQ( )= U@t o g =werv.verv+ va) .

Bei Ug= (;) a eine Spalte von v — 1 Elementen; dann wird v = — Fa ge-

vt v (1)) = ().
Vo B
o (n’ I) == (f) [1) (o)

wird, B bestehe aos den Elementen 4, by, 0oL by Ly g D fl(‘r- gr'fiﬁm gemein-
same Teiler aller rorethigen U ]H(‘il](‘{f‘ln‘]i]hi%li(‘n von € nach Vor anssetzung

setzt, 8o dafl

also
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zn nt teilerfremd ist, so folgt
(B by o gy} = 1
Nach 1. gibt os also cine primitive Spalte

* = ().

Eny Vot
* o 1
? (O h*) (n’ I)

primitiv und es gilt ersichtiich

Tann ist

¥ = () (m}, . TRCREN

Wir nennen zwei Matrizen 77 und @877 (= n) modulo m rechts asso-
zitert, wenn sie ganz sind und wenn es cine ganze Matviz WO mit @y = ¢, W (n)

Hilfssaln 31 Be gei p eine Prim-
zaid. Rin wolles Syslem modulo p
primitiver wnd rechis nicht assomier-

b ter Mulrizen QU0 wird dargestelll
: : durch dic Muotrizen mit nebenstehen-
01, dem  Deselzungsschema, das in fol-
. : gender Weise auszufiillen ist: Tn die
Y901 : ersten Zeilen der r-Kéistchen sind
: - Nullen 2 sefzen mit Awsniline der
00 03 vechten Endstellen; hier ist jeweils 1

cinzuselzen. Dhe dibrigen Stellen in
den Kistchen sind wnabhingiy von-
vinander mit den Zahlen cines festen
Restaystems module p auszufiilen.
withrend  auferhalb  der  Kistchen
nur Nullen 2w setzen sind. Tragen
die ersten Zeilen der v Kdsichen
in der wollen Maobriz die Indices
Py Vay o« oy By, S0 180

Lsgom <y <l - <1 1

--------------- Dmgekehrt ist anch jedes derariige
Bystem  zuzulassen. FKinen 2w ¥,
Yoy« o ¥, gehbrigen Beprisenlanten

hezeichnen wir nel (g,<l|;2“.x'r

Der Beweis dieses Hilfssatzes ist elementar; denn das Bechnen maodulo ¢
bedeutet Rechnen im Primkérper zur Charakteristik p. Die Rechtsmulti-
plilation mit Matrizen W, deren Determinante zu p teilerfremul ist, ist daher
mit den elementaren Spaltenoperstionen (iiber dem Primkdrper) dguivalent,
Die Zeilen lassen sich nacheinander in der angegebenen Weise ausriumen,
wenn man mit der ersten bheginnt. Das Verfahren filhrt zu einem module P
eindeutig bestimmien Reprisentanten.

Wir wenden ung nun dem Primzahlfall o = p ze. Die mit den Blementen
dy=dy=--=d,=1,dp1=dppo=""-=dy=7p gebildete Spalte soll mit b,
bezeichnes werden. i 7 sind die Werte 0, 1, 2, .. ., n mbglich. In den Fiillew
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ra= O umd st U (b o UL BB 0 <y <o g0 Desteht UL (D)) aug den uni-
modularen Matvizen

2
Dic unimoduateren Matrimen 8700 midgen in derselben Rechisrestklasse von
U, (b3 liegen. Wind 77 (@ B). &7 = () By mit @ - 000 (- Qi gesetzt.,
so folat

. o= ..
(i ¥, 7
= ( %) (\p) mit. {0 R

(e I ()
it ciner ganzen \thn\ W, deren Determinante W) durch p nicht teilbar
ist. D h, 6 und (,) sinel morhdo poreehts assozitert. Brginzt mian umgekehrt
awel primtitive Matrizen 4. F,_) die mndade p reahis sssosiiert sind, in der ange-
gebenen Weise zu unimodedaren Matsizen, so Legen diese in derselben Reehts-
resticlasse von U, (b} Tin Repriigentantensystem {7 der Rechisrestklassen
von U, () ethilt man also. wenn man ein Repriisentantensystem primiii\'(‘r
Matrizen Q. die modulo p rechis nieht assoziiert sind, bestimmib wnd jede
Matrix ¢ auf genau cine Weise v einer unimodularen Matrix 07 = () Ir’) er-
ginzt. Dic in Hilfssatz 3 aulgeliihrien Matrizen

Q Qoo

atellen ein Rystem der gewilinschten Avt dar. Dieses wivd im folgenden ver-
wendet:

. U K fiir #= 0,50,

(66) TN @ B) fiw 0 <v <o
Wir setzen nun genercll

{67) « (:rl }(l)) iy, b (“ " ) = b (U} mil. O =00 =1

e mit festem ganzen ¢
b
T, = .

Pon 0
Die crste Zeile von § bestelie nus den Blementen w,, wg, ..., w,. Be ist also
(58) Hy == ity s s e gt ) far O <lv <m0 > 1,

Eh

ty = Lty o My ee o, - 00 Tl O<Te<m, oy s 1 oder 7o (b om,

Wi erhalten

. I ot .
(G9) o (D, 40 - " (o, u, d, i}

wndl milssen

. ! ’ .
(70} " w2, A, i, 8, (st 2z 7)
mil

(7]) "-');A,u. == 2 "'xp.r.a- = 0 (I)

erfiilfen.  Gleichwertig damit ist pite, e g2 1,200 00 Als einzige Be.
dingung verbleibt demupach e Bese Immklm;z anf

Dy Zm, v ] im Fall  pit.
Unter den angegebepen Vorpussclanngen isk

(72) a(:ﬂﬁf(wdﬂ)ramm

wenn 1w den grishien gemeinsamen Teilee der Zahlen

targ vy oy .
SHTERETE begeichinet,
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Hierfiir kann anch

" t 2
(73) we g dy, gy, oy A3
genommen werden. Man stellt leicht fest, dafl

(2 dy, g dy, o i, i) = {

ist, woraus

1 fir r=mn und O <r<n, ¢=1,
p fir r=0 und O<r<n, w1l

I’
(1) w17 fitr r=mn und OG<<r<n, =1,

. tp fir r=0 uwnd OGZr<n, »>1
erhellt,
In einer Matrix €, , .., sind 72— 5 — vy — 0 =9 — ?{72_ B, Stellen,

die unabhingig von einander mit den Zahlen eines festen Restsystems medwdo p
ansgefillt werden kénnen., TFolglich gibt es im Falle 0 <<+ < n

rir— 1)
THo e — o

P 2
Matrizen vom Typus C‘)‘") . SeblieBlich ist noch

RAURELE

2

(75) 77 L pe g

=1

wird,

{n4- 1} i1y
LA By~ e T
(8 b =cop(p) X Ne(w)p * £
F= 0T
afw-- 1)
5 —— —nk i
= Cpy (P) (a (tp)p % +a ('P ))
w1 , (it 1—kin—7)— ,,'ff,(,”_*f Lo x4 D
‘e @ X L e)p * 2
vk Qy, Ya.oo ¥y
i_l(n; ‘!) —nk ! ‘
= e ) @t p) P val
i
. w— 1 ..n‘("' }l) O T R e
+ tay () X Y aw)p *® s '
¥y 1l lameng.. . sufgn
LA #—1
copatpp (LY N ke
rorl Byl N ER
& ”(”;Z,}l ok k-1 — "_(”Z_ Do k- g—1
+ ey (P) @ (-%; # P +
n—1
Fl Y D L
=2 Pl e vr_'S_n

In der letzten Klammer kann das erste Giied in die Doppelsumme mit »=n
einbezogen werden, Ersetzt man hier noch vy, vy, vp durch vy, vg, ooy
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wnel nun oy — I durel 7, so erhiilt man Ubereingtimmung mit der vorletzten
Klammer. Wir finden
wina 3

(77 hity = ep{pyp * M'(“'{”’) + "(;)f""‘)

: o .
S+ N _.\.* prE— v ey
7 ?{:-,«(.,.{vrs'n

‘ eemk P ’
R T ! .“L(I‘\-"}'J"“ 1 (r{. {t py + a( )p‘* )

cup (YU E I Ty (rr. {E) -+ rf( ) i ')
v 2 »
nach (23 und {24) also
(78) hinye N u.(”’) dh=,
dit,n

woliel iither alle gemeingamen positiven Teiler von ) p summiert wird. Auf
der rechiten Seite der Gleichuuy steht, wie schon Huern gezeigt hat, der t-te
Fourigr-KRoeffizient der Modulform §{Z2) [ @7~ 1z (p). Es gilt also

Sakz 7o Fir jede Prinzall pdsf o {p) v -1 = @in—ty (),

§ b Die Vertausehungsregel 2 (p) @ =D vip).

Wir stellen zundchat einige Ergebuisse iiber Pormvcanfische Rethen zu-
ganmmen. Hs handelt gich um ie Reiben
(7“) g (Z T) = e (Z /‘f!) . _‘L‘ PLERE IV STA T4 SN
#{% -
F primitiv

e (1)

i .. TN L , , A
Dabei ist T . (Ol (})H’ I ¥ ownimodular, T8 >0, P P08 (T) die An-

zathl der Binheiten von 7 iin Falle s = 0 und 1 im Falle £ = 0. Verstehen wir

oD

unter A, die Gruppe der Madulsubatititionen (4 b) mit, ' = O aa bezeichnet
5y ein Reprisentantensysten: der Linksrestklussen von Ay in M,

(80} M, = N A

o0 %
Die Reihen g (Z, I') konvergicren fir & 2> n 45 - 1. Wie hisher soll & im
folgenwlen stets gerade vorausgesetzt wernden.

In &) konnte gezeigh werden:

‘ f‘r' (}
Satu 82 (n) Fir 7 (3] T0 0 k2 n st 1 i
: i Hir s =n
81 7,1y = ’
(81) g (7, 1) {q{/k 7%) fiir &< n.

Ll eailstehen 2%, 0% aqus LA durel, Stredchen der letzlen Zeile und Spolie,
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(b} Fiir edne Spizenform f{7) ¢ Gy und k> n+ 54 1 st

(/2. (7, T))

2 ol A B R B eom n ; v
CeTea(TYIT 2 x v (4w P I — fiir s
=lea(1 :

0 fiir 8w,
Dabei bezetchnet o (1) den Fovurier-Koeflizienten von f(Z) zur Erponenten.
madrix T

{c}) Im Falle k> 2n 4 1, s =a stell g {Z.T) senkrvecht auf allen Spilzen-

formen, deren Fowurrer-Koeffizient zwr Eaponentenmatrix 1 verschwindet,

. - o - a R T . + .
g (Z, T ist dureh diese Eigenschaft in &4 bis auf vinen konstanten Faklor oin-
deutly bestimmd,

Hieraus ergab sich:

Salz 9: (@) Pir k> 2n-+ 1 wied R durch @ wmkehrbar eindevtig auf
M abgebildel.

{b) Tm Falle k> 2n 4 | wird G von den Reihen g{Z, T mit s = n und
RN von den Reihen g (Z, T) mit s < n erzengl.,

Fiir 8atz 3 ergibt sich auf Grond von Sats 3 {a} und Satz % (a) mit, Hilfe
vollstindiger Induktion nach s leicht i‘o gynde Verschirfung:

Satz 10: /st k \: 2 'n + 1, 50 wird @ (v = n) von den Reihen g (7 'y mit
s= v erzeugt und & eyl (v<n) dureh @ wmkehrbar eindentiy auf €57 abye-
bildet: Sy | @ = €L

Unter der I)LC‘slulmumnte ATy von T verstehen wir 1, wenn 7' = O ist,

T 0) [¥V], V animodular,

und die Determinante T, sonst, wenn 7 .-=(0 o

T” 0 ist. Fernev sel 8, = 1 und §, = 2 fiir s > (1,
%ata 8 (b) gestattet nun folgende Vmailgmneim‘rung:
Satg 11: Fiir k> 25 - 1 und f (2)C S et

{H{Z). 92, T))

FEI o, sl BEHD P
ATy E e w2 BRI

{ fiir s ==1,

{ fiir  g=bw.

(82) =

Dabei ist a (1) der Entwicklungskoeffizient von [ (Z) zur Exponentenmatriz T

Beweis: Da die Teilscharen uﬁ i Cm, .. 6?’; paarweise orthogonal sind,
so folgt ans ¢ (2, 1) C Cg Y jedenfally die Behauptung fir s & ». hn Falle
&= 1 ist nach (39)

(20, g2, TY) = ([ () 422, g (7. 7Y P,

lsb s (3 S0 ('lh‘ili man ciEo algey cbenr' mer-! cm[' Gllm(i der l)(itlen Aussagen
bl

Sats l] fuht%.. sofort zu einer Vua.llgmnem.mung vonh ‘:nL’LZ 8 (e):




Primzablen and Sioersehe Modulfnkiionen. Ky

Batz 123 Tn Falle &> 2w+ 1 stehl g (7, 1Y senkrechl o wf allen Formen der
I E - .. . .
Sehar S deren Povnier. K neffizient zir Boeponentenmatric T verschwindet,
Drereh dieso Biyensehaft ist g (%, Py in S0 bis o uf einew Lonstanien Faltor ein-
dentiy bestimmi.
Wir untersuchen num die Wirkimy des Operators + tm} anl die Polscarg.
sehea Rethen. Nach (79) erhsli man

. ; Cnf fm) ¥ SR T IR LR
. gAY vy = o) 3 g2 A Dy g
{H'g) ’ £ (f') Forimitiv Q‘E‘_‘Su -
“C Vo

Dic Produkte g o durchlauten ein Reprisentantensysiem der Linksrestklassen
. ~fm . . sk . .

von Ay in O W Bezeichne ein belichiges Repriigentantonsystem dieser Art.,

Dinm st also

. - eat{im v ma e p
(84} g (4, Ty (m) - ’:’ ;' ) 2N s
£ {7 Pyrimiliv 7y,
unsl
{hey )
(85) Ora = N Aya.
m’_’Wm

Wir wollen nun seigen, dall in (831 o mit. 6 vertaaselt werden kann, wenn V
das in Sadz 1 genannte Vertrelorsystom beseiclnet.

T

Satz 132 Duwrchlinfl g ein helieliges Vertretersystem S, der Linksrestklassen
von Ay in M, wnd o das speziclle in Satz | genannte Verlreleraysiem ¥, der Links.

. n . . . :
vesthlnssen von M, in O so crhdlt man in den Produlblen o ¢ ein Fertreler

ur

-y - m
system W, der Linksrestblassen von, Ay in O,
Bewcis: 1. Wir gehen von einer helichigen Substitation

ARy )
fieop

aus und bestimmen unimodulare Matrizen I7, ¥ =0, daf

wird, Mit (f = U8 stellt (=102, (/=1 D offenbar ein teilorfremedes svmmetri-
sehes Matrizenpaar dar. Es gibl dans einen sindeutig hestimmten Vertroter
0 ¢ S dessen aweile Matrizenzeidle mit 65000 €0 11 links assoziierd ist, In.

folgedessen ist
A4 0 ()
% 1 Ay
TP (n .,')z) <O

Wenn nun 2 p= % = w g, wobei o cinen Vertreter aus V. und o eine Modul-
substitution bozeichnet, so {olgt aus der speziellen Gestalt von 7 o= 1 und g,
dald or bereits in Ay liogt. 7 und g p gehéren also derselben Linksrestklasse
veu A, an,

2. Die aus den Vortretern 4, 5 und g, § gebildeten Produkie o p und 55
migen in derselben Linksrestklasse von A, liegen. Dann sind die nweiten
Matrizenzeilen von p nned § Jinks assoziiert. Folulich ist p — 7, also auch a = .

Iy folgenden mioge o das in Satz 6 hesehrichene Vertretersystem Vo, slureh-
laufen. Troeh solf nun 77 =1 an Stelle von &7 geschrieben worden. Das hat zar
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Folge, dali ¥/ sin Vertretersystem der Techtsrestklassen von U (D) in U,
durchliufs, wobei U, (b) darch Transposition aller Matrizen aus U, (b) entstelit.
Sp bezeichne das von SrpeEL?) angegebene System der Substitutionen

A, 0 By O
OF OGOV VO EQ
{86) ¢=\¢,0n0 (O - :) wnil (O E)’
GO0k

wobel
1. C®, D ein volles System links nicht assoziierter teilerfremder gymmetri-

geher Paare mit ‘iC‘“i::;: g durchlanft nnd jedes Pasy (. D, atf genan eine
Weise zu einer Modulsubstitution

AB BO -
(C'o Dv) <M,

2. Rind) pin volles System vechts nicht assoziierter primitiver Mabrizen
durehliufs und jede Matrix B anf genau pine Weise zn ciner unimoduelaven
Matrix V == (R *) ergiinzt wird,

a9, {alle Pahlen 1,2,3, ..., % durehliuft.

erginzt wird,

Der Fall p = (ﬁ g) goll durch ¢ = 0 gekennzeichnet sein.

8ei (0, D) die zweite Matrizenzeile von o o; dann gilt
» O
(87) |CZ+ D= ( v ‘EL)? Oy 7 LRY -+ Dy I7E
ye 1
Tst ¢ == 0, go tritt hier kein Determinantenfaktor ani, Reschiet man noch

'su' _ , bw ),(
() ol

(88 Sp(7, (0 () [P)= S [m 740 (2)
g0 ergibt sich
®) 9 DT

e(T) F olv,elh

_ent yipyy v w114, -
s (I F3 \

TR T CulnB o=t

enk (M), TS Y @nisnTELPD 6 g

« | Cy 2 LR] + Dy |~¥ exp 2ui Sp (m 7, (0 (Z) [U (9‘”.‘:) P

d,

4T (\95,"') [P]) .

Wir beschriinken ung nun auf den Primzahifall m = p, Fssel by die Qpalte
mit den Elementen

(90) dy =iy o=dy= 1, dyp o= dhwn 0= dy = p
and

ﬁ (34
o) P, = (‘ " )

An Stelle von b wird nun fiber & von 0 big » summierd.
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U durchliuft ein Vertretersystem der Rechtsrestklassen von Us (B in
Uy wobei Uy, (B,) die Grappe der wnimodularen Substitutionen

(92) ‘ W == (: i)) (P) mit O e =R

bezeiehnet, Mit ciner oben angegebonen ScliluBweise zeigh man: Kin Ver-
tretersystem der gewiinsehten Art
erhiilt man, indem man sieh ein go-
eignetes Bystem primitiver Matrizen

= QU h versehalfth und jede Log . . ... ... 000
Matrix dieses Systems aufl genau _ o T o
eine Weise zu einer unimodularen Lo ... _oo0!

Matrix U - (x ) ergiinzt, Bin ge-
eigneles  System  erbiilt man  in
den Matrizen mit nebenstehencem
Besetzungssehema, das in folgender
Weise auszufiillen ist: In die letzten
Zeilen der n — b Kistehen sind Nul-
fen zu setzen mit Ausnabme der
linken Endstelten; hier ist jewcils 1
einzutragen. Die iibrigen Stellen in

den Kiéstehen sind mml;lmu;,]g Vort- : 100,
einander mit den Zahlen eines festen ' ' :
Restsystems modulo p auszufislien, ' Jo°

withrend  aullerhalh der Kistehen
nur Nullen zi setzen sind, Tragen _
die letaten Zeilen der n — & Kist- | ’ 1
chen in der vollen Matrix die Indices
Py Voy o ooy Py 8O I8h

= 1 < Pyl Wy R
Umgekehrt ist anch jedes derartige System zuznlassen. Rinen zu Ty ey, Mg
gehiitigen  Repriisentanten bezeichnen wir mit (1),,.1,‘2, ]m folgenden
aoll afzo
A fiie A=—0,n
(93) i " T
e (r?,.l,,____,.n_h} fiir D<h<n

R

genommen werden.
Wir erhatten damit

g2, )7 (p) =

P (7 IS , A .
AR} by 3y \ \ y =Bk
(T} s i P o 7
Froeg, , ., 7o h T
1Te e —h

WAL+ Dy Fesp2 i Spln Ty (o () U R, PIE Ty (BF) (P,

Zur Bere{;]mung von g (4, Tyt (p) @ fithren wir den in (33) beschriebenen
Gr'm)?.i'tlmf,qa.ng aus. Mit ciner in %) anseinandergesetzten Methode 180t sich
zeigen, dall dicser Grenzithergang in der wnendlichen Reihe (04} gliedweise
vorgenommen werden kann. Wir fiiheen die Grenzwertherechnung mit

B3

(94)

95 7o (770N g g 20
{93) A OIS B Yoe 1 A

aus. Enthile dic letate Zeile von R cine von 0 verschiedene Zahl, so gilt, wie
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in &) bewiesen wurde.
lim | Gy Z [R] + 13y oo

At 0
Folglich darf
(96) R (””"
- u’)
angenommen werden, Dies hat ¢ <7n zur Folge. R¥isl wicder primitiv. Bs giltnun
(97) [Cy 2[R+ Dy| =€y 2% 1R | 4 Dy
Rine einfache Bechnung ergibl ferner
gy feF EE
(98) GRS G
mit
4,0 By O
OEOOVVE O
® . T *
(99) "= le, 00 (0 v 1)’ )
000E

Die Matrizen Ay, By, Cg, Dy sind hier so zu exgiinzen. da$ eine Modulsubstitution
(n — 1)-ten Grades herauskommt, Ywischen p* wund Oy, 1y, B* besteht also
ein analoger Zusammenhang wie zwischen g wd O, Dy,
Wir untersuchen nwn den Hxponenten in (%), Wird p(#) =X, + i),
gesetat, so folgt nach (98)
Hm Sp (p T, Y, (U Fy PJ) = oy
A—r o
wenn die letzte Zeile von U Fy PP von 0 verschiedene Zahlen enthitit. Diesc
Fille kinnen gleichfalls ausgeschioden werden. Auf Grund des Besctzungs.
achemas der Matrizen @ kann miihelos erreicht werden, dafl die lelzte Zeile
von IJ aus den Zahlen
0,0,...,0,1 oder 1,0,..., (121]
Lesteht, je naehidem 1y, _p =1 oder w_p <7 ist. Wir dirfen demnach
u U* "
(1 n’) fiir 1y < R,
*
(Z' 1]‘) fiir wy_p=n oder h=n

setzen. Bosteht die letzte Zeile von U Fy 7 ans Nullen, so bedentet dies also,
dald

(100) U=
l

i
. {P*) flir 1y < #,
P=1p )
(u’) fit wy_p=mn oildor h=2n
iat. Insbesondere darf also auch ¢ <7 # angenommen werden, Die Magrix P*
ist wieder primitiv.
Wir fithren noch folgende Bezeichnungen cin:
U* = (x %),
(102} Q% - Em—La—Fh fiir wp—p <2, .
B {Q*(n*i» n=1-8 fiir pp.p=n oler Jw=a.
Tiir A < n entstehe bf aus b, durch Sipeichen des letzten Klements, analog
FE aus F, durch Streichen der letzien Zeite und Spalte. Die Matrizen U*
durchlaufen wieder gewisse Rechtsreprisentantensysteme. Dies wird zam

(101)
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Ansdruck gebracht durelr

Lo Up oy = MU UL (8% fir h<n,
Ho) [T e fitn 1) fiir B

- Babei ish
(104) k- {b‘f‘f oy fitt yy_p <,
oF [T T

Eine cinfache Rechnung fieferd,

. U P
(105) ve e (U0 )
mit
(106) e {:}i] Fm Pnopln oder he—om
F fur v _p-n
itnel

Q0T Kp(p T2 (2 () LU 1, Pl Spp T (0% (%)) [U7% F* P,

Der zweite Bestandieil des Txponenten in {03) wird &hnliel behandelt., Sei

by b
J( {‘” ];i) fir o a<n oder h=n,
2 y

nr, v
" () e
Dann Cindet man

(109) Bp (T (BE) TP = Sp{T, (I P [ 17*]).
Wir atetlen fost, daly die Reibenglioder van (84) mit einem von O versehiode men
Grenzwert von 4 iiherhaupt nicht abhiingen. K= ergibt sich

(W0 (7, 7) v () @

(108}

. . -

e l‘,,;iy'(:l)) “ <) !211 é‘d» i )'?}—'(N*n’l)k e
) s
e(1) I)Q, SRR L e T

w | Oy 2% [ R¥] -4—J'iﬂ| Fexp2aiSp (y) Ty (o (%) [LAF* P+ 4 T (B F¥) [P*])

L
— Cak (?}) \ﬂ‘ \ v \ L n""' T \ ¥
Y (J‘r} L Ll [
.73— 1 4 Al 30— Ay 1‘* b“ E\ s ), Dy 1*

¥y fy I

® |C A5 [R*] -0, - Lek])ﬁnt\p(p T (o*(ZR) [URFE . P*] 4 Tl(.B*F?f_;)[P*])

I’ (n-- Rk %

,,i -
et (g ™ 3 oy ﬂ\' ¥ VbR oy
- E(Il} L nn
Py Gl 1~ iy P B by €= 0 Cor Dy i
W, gy o o B B

¥ | Cy 2% [R*¥] + D W Fexp2 i Sp (-p Ty (o*(ZF) [UFE P¥] - T, (B*F5) [P*])

Die Reihe n;ﬁlm(lm hiingen von den UraBen By, by, 8, 10 nicht ab, so dall die
Summation fiber by, by baw, by, b, 18 sofort ausgelithrt werden kann, Aus
Satw 6 eolnimmt man

by =l =0, 0sb, <d, 0= bu. < 4, fiir alle ».
Daraus folgt \
b h21 ‘ im Falle a5 < m,
(111)
' - gt — kb
"-:: . L=t im Falle r,_p = n.

Matbematlselie Anmalen, ~ H
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Man bestitigt leicht

\ u B b/ . .
(112) L=yt im Falle v — 7.
Trsetzt man in dem ersten Summenkomplex vou {110}, in welehem ither b von

1 bis » summiort wird, & dureh B - 1, s0 lassen gich die beiden Suommen-
komplexe zusammenfassen. Man erhilt

() ¢Z,0lzme

n—1 B L

___.Eit”éf” (L pn k) 3 > DS
e(T) BT gt Gm - L— R IV BF £ou D, 1t

W pm = 1=k 7% [R*] - Do~ F
® exp 2 i Sp (’p T, (* (Z¥) [U* F} P*| + 1 (B* ) fl’*_l) fiir s<n

Dies ist unsere Aunsgangsreihe (94), jedoch gebildet far n — 1 an Stelle von .
Aunch der Normierungsfaktor stimmt nach (23}, Dazu kommt noch

{114) gz, Tripp @ =19 fiir s w.
Fir T == (Z}l 2 und & <7 » folgt aus (113)
(115) (7T | () B — g (25 T |7 (),

wobei 7% aus 7' durch Streichen dew letzten Zeile wnd Spalte hervorgehi.
Satz § (a) ergibt schliefilich
(116) g (5, DT p) @ =g (1) PT@).
Das Hauptergebnis dieses Paragraphen folgt nun aus Satz 9 {(b):
Satz 14; Piir jede Primzahl p und k> 2n+ 1 st 7 () D= D T{p).
Wiederholte Anwendung dieser Regel liefert
(117} ' T (p) @7 =D (p) fiir » << n.
Um dieser Beziehung anch noch fir v == » einen Sinn zu geben, soll far be-
liebiges m und eine beliebige Konstante f (== Form O-ten Grades)
(118) Flrtmy = ooz (m) ] mit  egp (m) = X dF !
d
vereinbart werden. i
Sei g (2) eine beliebige Modulform ersten Cirades mit dem konstanten
EKoeffizicgnten a (0). Wie Hroxe gezeigt hat, ist dann cop {m) a (0) der kon-
stante Koeffizient voun g (2)| v (m). Wir kénnen also

(1; - g tim @ =g &P im fir g (z) g’
notieren. Inshesondere folgh nun auch
(120) 7 (p) D* = D" 1 (p).

Wir merken noch an, daf {22) und (23) auch noch fiir n = 0 bzw, n = 1 gelten.

§ 5. Eigenfunktionen,
Aus der chen bewiesenen Vertauschungsregel ergeben sich wichtige Higen-
schaften fiir die Modulformen n-ten Grades.
Satz 15: Die linearen Scharen &Y sind invuriant beziiglich der Operatoren
o{p), wenn k> 2n 4+ 1 und p Primzahl i3t

(21) P\ T () &Y.
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Deweig: Fiir n=1 folgh die Behauptung aus Satz 5. Sei no> 1 und Satz 15
vichtig fir #— 1 an Stelle von 7. Dann ist nach Satz 10 und Satz 14 fiir el

oy —1y . ~1y,
el @ - g oel iy

) ity
Ciw & (py - @D ip) =0 T (py P,
ot

also & H e L (p); denn heide Schaven liegen nach Satz 5 in NP wnd N5
wird durch @ umkehrbar eindeutig abgebildet. Der ansgelassene Fall ¢« n
wird dureh Satz 5 erledigt.

Aul Girind der mitgeteilten Sitze kane die von H, Prrsrssos 9 ange-
gebene Formed

(122) gEmitiy =gk p)
miihelos verallgemeinert werden. Die Formel gilt fiir beliebige natiirliche
Zablen p, ¢. Wir heschriinken vns darauf, fir p und ¢ Primzshlen zu nehmen.
AuBerdem werde k> 20 4 | voramsgesetzt. Bezeichnet T, eine ganze sym-
melrische Matrix 2 0 vom Rang 1 mif der Digkriminante p, so gift

g & T3P =gz ) analog g{Z, T) D%~ g (z q),
folglich naech Satz 7

{g (Zs Tp) iT (QJ - g (Z> 714!) |7: (]))) ! (Imd] = .

Da die Differenz der Formen in der Klammer der Schar @;f? angehért und diese
durch @7t umkehrbar eindentig abgebildet wird, ist nun

(123) g Z. T vl =g (2, T)iv(p)
zu schlielen.
Batz 16y Ks sei k> 2n 4 1, p eine Primzakl, f(Z), 9(Z) ein Paar von Mo-
dulformen aus ML, Dann. ist
(124} @) |7 (2} g (D)) = ([ {2), g (Z}| v (p)).
Beweis: Sei

y'!v ﬂv . i
f(zy= ;L( MrANEV AR L“ g, (%) mit §,(2), 9,(Z)C &,
=i P

Nach Satz 15 ist dann auch
LAZY T ), g, (Z) T (p) < &R

Wiederholte Anwendung von Satz 4. der anch noch fir =0 gilt, und Satz 14
ergibt dann

(F@ |z (ph o) - _‘:U (1, (D) |1 (p) D72, g, (Z) | Pn-ry

= XD D (), g, (ZY )
0

¥
it

= ‘1“0 (f (B D7y g, (B | & ()

i)
= XU, @10, g, | ) 2

= (%), 9(2) | ().

1) Pererssor, I.: Uber cine Metrisierung der ganzen Modulformen. Jher. dtsch.
Math.-Ver. 49, 4975 (1939).

82:
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Qatz 17: Istk > 2 4+ 1, s0 gibl es in &fy eine Busis [ (). [y (), - i (2),
die aws Eigenfunklionen der Operatoren T (p) besteht:

(125} fo 2 7 () = (03 [ ()
Dabei bezeichnet p cine beliebige Primzali,

Beweis; Wir withlen in @3;.",.) eine nermierte Ovthogonalbasis g, (2} (r =
= 1,2, ...,7) md bestimmen die Darstellungsmatrizen A {p) = (A, (p)) der
Operatoren 7 (p) hezinglich dieser Basis. Aus

g, ()| T () = 3 Dy (9) 9, ()

folgt dann mit Hilfe von Sate 16, daB dic Matrizen A (p} hermibisch sined.
Nach Satz 2 sind sie vertauschbar, sie kiunen also mit Hilfe einer unitéren
Transformation simultan anf Diagonalgestalt transformiert werden, Ide trans-
formierte Basis besteht dann auvs Ejgenfunktionen der Operatoren 1 (p).

Sind a (7) die Fovrier-Koeffizienten einer Modulform el st 7= (7(;’ 3)
Ty = TW, w0 wird a (1) = a (T,) gesetzt. '

Gtz 18: Ist k> 2n+ |, so lapt sich in G4+ G eine Baxix [y (2).
fa (Z)s - - fe (7) mil jolgenden Figenschaften finden:

1) Hsist f,(Z)| 7 (p) = @, (P) fu (Zy fiir alle Primaahlen p.

2) Die Eigenwerte a,, (p) sind Fourink-Koefjizienten von f, (Z).

3y Wenn [(Z)C &l -+ e und f(B) |7}~ alp)] (@) fiiy alle frim-
sahlen p gilt, dann ist f(Z) = ¢ |, (Z) fiir ein gewisses p wnd etne gretgnete Kon-
slante c.

Beweis: Die Existenz einer Basis [, (Z), fp (B ooy fo (2Y mit dex Higen-
schaft 1} folgt bereits aus Satz 17. Nach Satz. 7 wind dann

(o (Y1 @ =) [7 () = a, (p) fu ()] gn=t;
d. h. die Formen ersten Grades f, (Z) | @*~} sind Tigenfunktionen der Huoie-
schen Operatoren 7' (p). Da die T (p) bereits den vollen Ring der Huossschen
Operatoren erzeugen, ist auch
(fo (Z) L D= Y) 7 (m) = @, () [ AN Ao fiir alle .
Bei geeigneter Normierung der Farmen [, {Z)}| ¢~ 1 sind die Bigenwerte a,, (m)
Tourter-Koeffizienten von j, (Z) @71 also anch von f, (Z) selbst. Die
Figenschaft 2) ist also realisierbar. Ist [ (Z)C i 1 ey Rigenfunktion der
Qperatoren T {p), 80 folg$ zuniichst wieder
(F 2y | =) |7 (m) = @ (m) | (7)1 671,
anf Grund der Hecoxuschen Theorie also
F8) @t = o (2] 97
fiir ein gewisses p und eine geeignete Konstante . Da &Fg + &y darel:
@n—? umkehrbar eindeutig auf am? abgebildet wird, folgt nun f(Zy==cf,(Z).
q.e. .
Satz 19: Fs sei k2> 2n -+ 1. Dann gidt es — je_machdem k= 2 (12) oder

R . : , k . "
= 2 {12) ist — in Gl 1 e genau [f‘)—i +1 hzmi IEWL verschirdene Formen
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7Y, deven Formen.Koeffizienten o {17 der folgenden Mwltiplikationsformel
HORiiifen

(U26) () a(T) - e () ;’a(; TU (3, d,) |) Jrdn e
BT ! ‘ vl

Ihe Sumnoalionshedingungen sind hiev dieselben wie in Formel (83), wenn mon
dovt w=opownd T = T selal. p bezcichnet etne Primzabl. INe so gekenn-
zetchnelen Formen f{2) stad Lnear wunabhingig.

Beweis: Gendigen e Fouripr-Roeftfizienten o (7} von f(2) der ange-
gebenen Multiphkationsformed, go ist nach Herkunft dieser Tormel klar, daf
FEY ripy - adp) f(Z) fir alle Primzallen p gilt. Umgekehrt folgt hicrans
wieder die Multiplikationstormel. The restlichen Behauptungen ergeben sich
aus Satz 18,

& 6. Die Operatsrentheorie der Moduiformen zweiten Grades,

Der Aufwand, der bereits i Primzahlfall m = p erforderlich ist, um ein-
fache Vertauschungsregeln fir die Operatoren zu bekommen, herechtigh kaum
zu Heffuungen aufl eine befriedigende Brledigung des allgemeinen Fulles, in
welehem s, v, £ keiner Beschrinkung unterliegen. Wir wollen nun noch den
Fall n = 2 ohne weitere Einschrinkung fiir s vl & behandedln. Der Reich.
tum der Theorie an allgemeinen Bezichungen wird dabei etwas besser zur
Geltung kommen.

1 s

TN N (P iR
(127) {2y = N a(T)edrifnids
Tz0
cine Modulform mweiten Grades, Thie Koeffizienten der Entwicklung

: ; ) = N () g2 iR0TE

{128) 2y (m) qa‘btne i8p(T7)

T
kénnen mit Hilfe von (83) berechnel werden, Dor Fall # -+ 2 gestattet in der
Darstellung einige Vereinfachungen, Mit

(129) A g dy=gd, m - ghd 8- (l’} ;’)
geht (63) in ‘
(130 DT} = eap (m) N ” a (I;IJ v *‘-"fri) gl dyt o *

gl -
£

ither.  Hinsichtlich der Summation izt folgendes zu bemerken: Bei vorge-
gebenem o durchlinft 17 ein volles Svstem von unimodularen Matrizen, so
dafl die ersten Spalten aller I7 module d vechts nicht assoziiert sind und

2

(131) TS, = ( f‘) mit gy ==, = 24 = 0 (1)

3, d 8,

T N TR A A A S » I o {3 ot
gilt. Iite 77 - ((” ergibt sich, wenn U7 = Y .‘)) gosatet wird,

T oy aa) L fgb (vt oy g dpE
”(h g T ‘k"*’i) ”(M (ya i m(z*)_ S e

denn eos ist

(P y dd B2y (g, O A)F = (. A2
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Wir erhalten nun

- b (e, dy?
(132} bty =eap(m)y Y o (5"(,2 r;) )g (g2 dy! ¥

Fhd =m
Ir
mit der Summationsbeschrinkung

byt _ 2tyd 16

=0 =)

Diese Forderung ergibt sich aus (131): sie kanu durch die folgende ersetzt
werden:

(133} Rit, hodft {y, d)

Es darf und eoll vorausgesetzt werden, dall der linke untere Koeffizient von 7

steta d teilt: p/d. Sind ndmlich «, ¥ teilerfremd vorgegeben, so sind die Be-
dingungen

(Ed) =1, y &=y () mit gy, o (y, d)
Ioshar und es gilt A
(o, 72) = L. /ey (z‘) E(i)g(d.) mit o o d

. : - . o .
Jede unimodulare Matriz {7, mit der ersten Spalte ( ‘) kann nun bei der

Summation in {132) an die Steile von U = (; f) teeten. Die Voraussetzung
y/fd ist also in der Tat unwesentlich,

Wir bezeichnen mit ¢, (¢) die Anzahl der Restklassen o modulo d mit
(e, y, dy = 1, fiir welche die Spalten m' maodulo d rechts nicht assoziiert sind.

Die Teilerfremdheit ven o und y kann nachtriglich durch eine Anderung von o
innerhatb soiner Restllasse erreicht werden, Aus (132} folgt mit y =, d = rs

‘ N nl ,
(134) b (t) = cap (1) . .,‘..; i ({;n,’)?) gus (1) g (gt r st R,
Tt ot

Bs genilgh, wie wir spiter schen werden, wenn wir nun den Primzahl-
potenzfall m = p* weiter diskuticren. Zundchst ist
. B filr o= 0.
135 k() = _
(135) P (PY) {rp {p*) fir pz=l, vz
zu beweisen. Die Behauptung ist klar fiir g = 0. Im Falle g > @ ist leicht
festzustellen, daB o = ' (p*), (¢, p) = | notwendig und hinreichend fiir die
Losbarkeit der Kongruenz
o a
_ . fat e
(5)=()s 0rt

ist. Man erhiilt demnach ein volles System modulo peo 7 pechis nicht asso-

P @ . N
ziterter Spalten vem Tyypus M), wenn man ¢ ein primes Bestsystem modulo

p* durchlanfen 1aB8¢. Die Anzahl dieser Reprisentanten ist ¢ (p"), wie hehauptet
wurde.

Unter der Voraussetzung m = p¥ ist in (134) entweder r ein Teiler von s
ader & ein echter Teiler von r. Dementsprechend nehmen wir eine Zerlegung
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ven (134) in zwei Teilsummen vor. In die erste Teilswmme nehmen wir die
Glieder mit ¢ == » g und in die mweite Teilsomme die mit ¥ — s q. g > 1 aul;

-1 g | |
b{l) = eap (™) .2.4 a1 ( I ol Ty ) g (g2 72 q)l v,i_
ghrigoapt thrg
hft, hait

. i .y o
e () N« ({f S)z) Gy (S ) g {2 2t F

sty ptt

{136} 471 At
Py
S IR ] L X el 7t
st B 2 ale e 2
B
. . _ . 2 —k
b (N Xl Parg (5 q) g (g% 82 g —F.
et ppts— 2 ¢ i g pt —

g
Wir ersetaen die SBummationshichstaben r, 7 dureh =, b, um die Summen in
folgender Weise vercinigen zu kiinen:

AR 4

e 3 ~ s E

zr (7Y N Ly “( i ) »
atpt hiipts— 41

R B e e

il
. 4 z\_{ Tstq ({' (]) f}i” g 2 q 1)53 —2E (82 q)l 7.&9%
{ | 37) piyipPa—Ep— 1 f
s egp (pt) B 2h N 2k— 9 ¥ a_( 3o
g2t Bt e
% {.-L' Feqg () g’ —F 4 X e lsg)gt *1
agih Halpts— 21 '

Der Wert der geschweiften Klammer kann mit ilfe von (135) leicht ermiticlt
werden. Buoch ist mnichst eine Fallunterseheidung erforderlich,
Fall s = |:

{y=Xolg g5y A O R

ath aipte— 2p-1
AU I E L 2)
G piaip’ts Byl

Fall g = 1:

aik pap

(1t e — 2
e Bk 2 T -
A
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Man erhdlé damit

b)) 0t Uty Y
R | —

(138)
. ]
g LS t) =

' ey
s 30
Hierin ist noch
-1 i P‘Z—Ar
o () e i D[ VT gERY e gt oo
car (") = P ( P I | e T b
Ayt —P
sinzutragen. Bine weitere Vereinfachuug ersielt man mit Hilfe der Teiler-
smmen

a¢ g, (my = M7,
{139) y i

die gich im Primzablpotenzlall einfach summieren lassen:

1 fa b byr
¥, {}ju) e v N
P — ;l:’
Nach gehériger Zusammenfassung ergibt sich schliefilich
] '
, . T, alp 8 \ a2y

(140) b)) = 3 ik 8. * 2 - ) Mo ( P ;3 f)m: -1,

Rzﬂj}u L (p") .’J,‘Uﬂ"s’ 2,‘} 4

Bekanntlich ist
v (ih" )m:- f
rts 5o
der {-te Forring-Kocffizient der Modulform {{Z), 7 (pt 2. Hs besteht
also die Identitit
f@)ir ()@
, ) Mo (P* d 2 .
Y@t ) Bt () @ ).

T
dzipt w—a (P

(141)

Da @ (m), o, (m} and 7 {m) ,,multiplikativ hinsichtlich Teilerfremdheit sind,
kann die Formel (141} sofort anf belichige m an Stelle von p* libertragen
werden. Man erhilh das folgende Resultal:

Sals 200 Fiir jede Form f{Z) < My ist

F(Z)]|7 (m) P

glmd-®
(142) = ¥ g {d2k—#) T2 " )f (Z)1 1 md 3.
{ifm a_y {m)

Die in § 5 fitr den Primgahlfall m = p formulierten Sitze lassen sich im Falle
#-= 2 ohne Kinschrinkung fiir & beweisen und zugleich auf beliebige m ver-
allgemeinern. Das soll nun ausgefithrt werden.

Satz 2L: Der Operator @ bildet die linearen Schaven @® und S wmkehrbar
eindeutig auf Ei.'& bz, Gfg ab,

Beweis: Fiir k> 5 folgt die Behanptung aus Satz 10. Die iibrigen Fille
werden durch cinen Satz von SiearL erledigh (siche %), demzufolge MG von
der Eispxsriin-Reihe g {Z, 0) (sic konvergiert noch!) eracugt wird und MG
nur die Null enthiilt.,
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Satz 221 Div Hneaven Scharen S (n

Operaforen v ()

02y sind anvariend bezitglich der

i mye 2
Beweis: Fiir die Schar der Spitzenformen (¢ = 2) wurde die Behauptung
in Satz 5 .umuek]nuvimn. Sed ¢ <7 2 und _f(/)(' Ef; Prann ist nach Satz 21
Zy| s i folglieh [ (Zy b7 imd 3 o &) for A, Nun ergibt (142}
j(Z) T {m) o “(” Beachtet: man noeh, dafl nach 8atz 6§ (7)) v (m) in
‘Jiﬁf) - Cf;?, 4 \JH hegi’-. einer Sehar, die dureh @0 naeh Satz 21 umkehrbar
eindeulig abgebildet wird, 2o folgt in der Tat f(2) | 1 (n) = S0
Satz 28: Fiir [ (4). g (%) ¢ Wy 2 sl
U2 T omheg () (). g (B) i o).

Bewels: Sei

5

(1) = X 1B g (B~ N g, () mit |, (2). g, () c S

PR o i)
Naeh Satz 15 ist daaom auwch
I AZY T (m), g (2 ) o @2
Demnacely gilt

‘.'i

(D) [x (m)og (Z)) = : ;_,(f,, (Zylx (m) B2ov, g (BY 12,

Nach Sats 4 sl
{fo (Z} | 1 (m), gy (Z)) = (f2 (2}, g2 (%) | T ()
zu schiieflen, {142) ergibt
{(f ) [z (m) @, gy (2} | &)

()“- .
Vo di’,k----fi - ""_ (f) T (?H !i”"z). g (Z (]}
i !
dm Tp
" . U‘___.‘{m 4 2 E . .
- ;L o (2R Kﬁ 2 - (h(Zyi D, g (Zy D (e d )
HEm -2

(h (B Dgy (Z) T {m) D).
Ehbenso st
(fo (Z) 7 (m) D2 g, (7)) = ([ (£) D2 g t2) 7 (m) DY)
zu beweison. I)ah(rt st za beaehien. dald (F42) sufolge (114 anch mit 62 an
Stelle vou @ wxel Sata 4 auch nnr‘h figr n = 0 gilé. Nunmehir ergibt gich
(f (£) 17 (m). g (7)) = (f ZY| D2 g, (7) T m) PR

(f (/’} g (ZYiT (m), q. e.dl

Batz 24 Tet f () C &5 v <0 2 w0 gill f{2)Ix (w1 {my) = F{Z) |7 (my) T (ny)
fiir b()l?e’fngﬁ Ty, Mg,
Beweis: Da die zu beweisende Vertauschungsregel fiie beliehige Modal.

formen ersten Grades gilt, so lefort Satz 20 cinerseibs
P2 | (md T (myy @ — J(Z 1 my) 7 () O
andererseits ist
£ T ) T G f (2 By gy W 2 2

Nach Batz 21 folgt nan die Gleichheit der beiden Formen,
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Satz 261 Inder linearen Sechar Gf% + @ﬂ gibt us eine Basis fi (Z), [y [C/3 -
f o (&) mil folgenden Bigenschaften:
1. Fiir alle m ist {, (Z) | T (m) = o, (m) f, (%)
9. Bezeichnen w, (1} Tourrier-Koeffizienten von [, (7), 50 sl
a, {m) = 3 o (d2F—3) Tz (n47) a, (md=?)
“e .t;qu m_glmy FT '
3. Wenn {(Z)C G2 1 63 und [(Z)| v (m)= x(m) [ () fir alle m gilt,
dann ist { (Z) = ¢ [, (@) fiir cin gewisses y wnd vine geetgnele Konstante ¢
Reweig: Die Hxistenz einer Basia von C“v;ﬁ 4 Eﬁ mit der Higenschaft I,
ergibt sich mit der PrreRssonschen Methede, die auch schon SBatz 17 licferte.
Nach Satz 20 folgt nun
)|t ) @ = X ()

w2m Mg ()

Gp..alm o-*

)"f,u {Z} I (p T ("n' d“'z) = OC]A (:m'} ;{11 (Z)L(‘h

Da diese Beziehung fir alle m gilt, so kann mit vollstandiger Induktion nach
der Anzah! der Primzahlen, aus denen sich m zusammensetzat,
f_u (Z) ‘ V1 (s} = e {m) ju (Z) 5\ @
geschlossen werden, Wir denken ung nun [, (Z) so normiert, dal} a, (m)
Fourrer-Koeffizienten von f, (Z)| @, also auch von f, (#) darstellen. Die
Formen f, (Z) | @ sind dann bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt, Wir
erhalten noch
L md = Yo 2R3y
WD T @ = M@ R
unl dzm}it d.en angegebenen Wert von «, (m). e Uheg'legl:mgen zeigen auch,
daB 3. richtig ist.
; 7
Satz 26: /n 65\-21); + @H qibt es

- ge’rz.mt,[ ----- k] 41 bz-u;'i k

g g {0 =)

a, m d=2) f, (Z) ] ¢

je nachdem k7= 2 (12) oder I == 2 {12) st
ia iz] verschiedene. Formen [{Z), deren TFovrizr-Keeffi-
zienten a (1) der folgenden Formel geniigen:

N i‘.”.:—ﬁ I P A= alT
(Iéﬁnq (f ) Ty g () ('n‘?? § ) a ( }
= Qg g (7}1) L‘ i ( -{i_ T % {7 :S".}) g (gz rn[,m .’-:’
" .’u% - b

Die Summationsbedingungen sind hier dieselhen wie in Formel (1307, The s0
yekennzeichneten Formen f (7) sind linear ynabhingly.

Beweis: Die angegebene Koeffizientenformel bringt zum Ausdroek, dali
f(Z) eine normierte Bigenfunktion aller Operatoren 7 (m) ist. Nun folgt afles
aus Satz 25.

Fs wird noch einiger Anstrengungen bediirfon. nm die aligemeine Theorie
aul den Stand derjenigen zum Grad 1 oder 2 zu bringen. Von den Prohlemen,
dlie hier nicht erértert worden sind, erscheint mir die Frage niach der avithmeli-
sohen Natur der Higenwerte jener Bigenfunktionen, die dureh @2=1 auf 0
abgebildet werden, eines besonderen Tnteresses wert. Neue Cestchtspunkie
wird man beim Ausbau der Theorie von seiten der Funkiionaloperatoren {2¢)
fiir » > 0 erhoffen kimnen.

{ Bingegungen g T April i951.)




