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Uber die Darstellung der Modulformen n-ten Grades
durch Poincarésche Reihen.

Von
. Haxs Maass in Heidelberg.

Man verdankd H. Prrezsson die BErkenntnis, dall die PoiscanrBischen
Reihen

(L gopla dy= e

.
die linenre Schar der (ganzen) Modulformen ersten Grades von der Dimension
—kik> 2, k=0{2)) erzeugen!). Dabei durchlauft L = (: Z
Svstem von Modulsubstitutionen ersten Grades mit nicht assoziierten zweiten
Zeilen {e, ). Zwei Zetlen {e, dy und (¢*, d%) heillen assoziiert, wenn ¢ d% —
e d e® = 6 st Dieser Parstellungssatz st weitgehender Veraligemeinerungen
fihig. Tn sinngemiiier Fassung gilt er fiir alle nach dem Prinzip dor Quer-
summation gebildeten Toiwcargschen Reihen?). Die gnnze Tragweite der
Pererssonschen Ansitze zeigh sich jedoch erst in der Anwendbarkeit aaf
Funktionen in mehreren Verindertichen )9,

Bei dieser Sachlage war s naheliegend, die Prrerssonschen Methoden anf
die Sreaerschen Modulformen anzuwenden, Wenn aueh grondsitzlich fest-
stand, wic man hier zu einemn Darstellungssats kommen muflle, so waren im
einzelnen doch noch erhebliche Sehwierigkeiten zociiberwinden, Nach wicder-
holten Bemiihungen gelang es schiicBlich, die PrrerssoNschen Hrgebnisse
iiber Potrcakische Reihen por Modulgruppe ersten Grades in angemessener
Form auf die Modulgrippe n-ten Grades zu iibertragen, Diese Theorie soll
im folgenden dargestellt werden, Zum besseren Verstidndnis wind eine kurze
Ubersicht vorausgeschicks,

Bekanntlich?) gestattet jede Modulform n-ten Grades von der Dimension
— k eine Fourierentwicklung der Art
(2) d ok (Z) :L‘ a (T) B‘Ani.‘a‘p(’?’.’l)

)
wobei iiher alle halbganzen nicht-negativen symmetrischen Matrizen T = 7'

2z {fh(z) 3

ez d)” (= 0,1.2,.. )

) ein vollstindiges

E

{n)

summiert, swird, 72w 27
%y Prrrrsson, H.o Uber cine Metrigierung der ganzen Modulformen.  Jdber. dbsch.
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Matrix mit posilivem Tmagindrteil. Wendet man das Verfahren der Quer-
summation aul diesen Eatwicklungstypus an, so erhilt man die Poincand-
schen Reihen
Zai¥p(TalZ Ly —k .
(3) ,(]_x-(Z, T) — L‘C i 8p(Tay ))=(jrz, o I (7 = .
o .

Die Summation ist hier iiber ein vollstindiges Svstem van Modulsubstitationen

n-ten Grades
_AB
T=lon

zu erstrecken, die verschiedene Reilienglieder ergeben. Die Konvergenz der
Pormncarischen Reihen (3) wied nach bewihriem Verfahr en®) unter Verwen.
dtmg von Begriffshildungen der symplektisehen Geometrie?) bewicsen. Es
sel X 41V die Zerlegung von Z in Real nnd Dmagindrteil. s wird dann
festgestellt, dall die Reibhen (3) in jedem abgeschiossenen endlichen Teilbereich
des Z-Gebhistes Y > 0 absolut wnd gleichmiilig konvergieren, sobald

2 > 1, n- b b Rang s
4) k= Min (2 #, I Rang T)

ist, Ob diese Bedingung verbesgerd werden kann, miillte noch besonders unier.
gsucht werden.  Alg Spezialfall erhilt man noch die von H. Braus®) ange-
gebane Konvergenzbedingung lir die Nisensteinreihen (T = ).

Auf Grimd der angegehenen Konvergenzverhiilinisse ergibt sich einerseits
die Regularitit der Porveanfischen Reihen nls ¥Yunktionen der z,, (< ») in
dem Clebiel ¥ = (0, andererseits die fitr Moduliormen eharakierigtische Trins.
formationsformel

5) goilo (B),T) = |CZ 1 DM gy (2, 7).

Dabei bezeichnet (€, 13) wieder die zweite Matrizenzeile der Substitution g,
Um zu beweisen, daB g_p(Z, T) cine Modulform darstellt, brascht nur noch
die Beschriinktheit der Porncarischen Reibe in dem von STRGEL®) ange-
gebenen Fundamentalbercich der Modulgruppe — wirv bezeichnen ihn mit §, -
gezeigh wu werden. Gleichwerbig damit ist, dafl g (4, ) in eine Fovrier-
reihe der Art (2) entwickelt werden kann, lm Falle n = 1 lag Lier keine be-
sondere Schwierigkeit vor, da sich mit Hilfe eines Prrusssonschen Hilfs.
satzes®) in ¥, soforé ecine von z nnabhingige konvergente Majorante fiir
g_p (2, 1) angeben liell. Dieser Hilfssats Hilit sich zwar in der erforderlichen
Weige verallgemeivern und liefert fiir die Eiscnstetnreihen die gleichmillige
Konvergenz in §,,; doch kann im Falle 7'+ 0 auf diesem oder dhnlichemn
Wege keine von Z unabhiingige konvergente Majorante fir g_, (Z, T in %,
gewonnen werden. Der allgemeine Fall wird nun so erledigt, dall mit Hile
des Metrisiarungsh1|:egm]s

(6) (h(Z), g (%)) = fie Z) YT TR Xy d (T,

8) Prinrsson, I.: Uber den Bercich absoluter Konvergenz der Porscanéschen Reihen,
Acta math. 80, 23 (F048).

Diese Untersuchungen waren Gegenstand eines Vortrags, den Herr Persrsson be-
reits 1941 in Hoidolbow Ielt, konnten also in *) schon hf\liioiwie‘htégt worden,

) Brgewn, € L. ‘wzziplm‘lw geometry, Amer. b, Math, 65, 1 (1943), — Maass, H.:
[Fber eine Metr xk im SieaEschen Halbramm, Math., Ann. 118, 312 {19425,

Y Brauw, H.: Konvergenz verallgemcinertor Fisunsternscher Reihen. Math. 7. 44,
387 (1939).

% Siehe %), 5. 32, Hilfssndr 4
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wobei d (XY= Tl dw,, d (V)2 1 dy,, ist, unmittelbar gezcigt wird, daf in
JIConT] Rl
der Fourirr-Reihe von g, (2, T) nure selehe Koeffizienien von Null ver-
sulieden sein kilnnen, die zu niché-negativen Kxponen{enmatrizen gehdren,
Die suszofithrenden Inlogmhamﬂz;znmwun ergeben zugleich feigenden Tat-
bestand: Verschwinden in der Forntum Bntwicklung (2) der Modulform g_ . (2)
alle Koeflizienten a (T mit 17" — 0 — Formen mit dieser Eigenschaft sollen
Spitzenformen genannt werden — | soexistiert das Integral (8) fitr & (Z) g (7,
giZ)=g (2. 71) Wir Bezeiehnen os als das Skalarprodukt der beiden Modul-
formen. Die Berechnung ergilb,

(") (- {B), g p (Z.1))

RIS nip 1) Wil 41 »

o — Tk Y .

Toa{mylrt ot Ta ot (a2 !.l.l’(l; nl ’);‘m-i'f';;.n,
=T et 2 i

0 fiir 7' =0,

Hierin ist o (7) der Fourtpe-Koeffizlent der Spitzenform g 3 (Z) zur Ex-
ponentenmatrix 7 oand & (7 im Fatle 7' > 0 die Anzalib der unimadularen
[ = U5 mie ' [1] = 7. Die Relation (7} ist als die Grundformel der matri-
schen Formentheorie angusprechen, Tm Falle s | hat v in der Grand-
formel cin ansreichendes Hilfsmittel zam Beweis des Darsbellongssatzes; im
einzelnen st hier festzustellen, dall eine gegebene Modulform mit ililfe von
g (2. 0] anf eine Spitzenform reduziert werden kann und dal} cine Spitzen-
form, die auf allen Poivcanrsehen Reihen g, (2, 8} mit £ = 0 senkeeceht stebt,
identiseh verschwindet,  SellieBlich mud noeh beachiet werden, dall diese
Reihen fiir £ > 0 selbst Spitaenformen darstellen, Tm allgermeinen Fall (n = 1)
sind nun wwei Aufgaben zu Iosen, Man hat unter den Poixeanrischen Reilen
g 7T ii(‘i(‘%lil&_\{_‘ll ausfindig zu machen, die mit Sicherheit Spitzenformen
darstetlen, wnl ferner wu zeigen, dald eine gegebene Modulform mit Hilfe der
fibrigen Reilien anfl eine Spitzenform redugiert werden kann, Sodann TG
sioh der IJ«zzkiolltmg%\tz mit Hille der Grandformel wic im Falle # = | be-
weisen,

H[nl?uni'm'men kimnen allgemein wie folgt charalterisiorh werden: Setzt

man A - (” ) At e RO 3 000 = Nullspalte und bestimmit nian fiip

cine vorgegebene Modulform w-ten Grades g (%) den Grenzwert,

(8) o ATy Aimyg e (7))

b
so erbalt mun, wie Breernl®) gezeigt hat, eine Modulform (» — P)-ten Urades.
Wir setzen
{9) . gor (7% = (g (Z)).

Auf Grimed der Sigeruschen Untersuchungen ist sofort festzustelen. dal die
Spitzenformen g_p (Z) dweh @ g (7)) -+ ¢ gekennzeichnet sind. Es liegt
nunmehr nahe, afle Porxeanischen Beiben der funktionalen Operation @
au unterwerfen. Fine lesondere Uherlogung ist evforderlicl, wm einen ghed.
weisen Grenzithergang ty sintlichen Reilen zu rechifortizgen. Man erkennt
schliefilich, dali five 4", 4 0

Py {2 1)) =0

ist, withrend die Formen O {y (4201 mit 7 0 0 in ilver Gesamtheit mit
0*
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dem vollen System der Poincaréschen Reihen (n - 1)-ten Grades itherein-
stimmen. Durch vollstindige Tnduktion nach = ;elm;gj man nun sofort zum
Ziel. Bs durf angenommen werden, dali der Darstellungssatz fiir Formen
(% — Iy-ten Grades richtiy ist. Sodann a8t sich cine bahe,blg_,e Form n-len
Grades mit Hilfe der Reihen g—; (Z, 1) mit | T = 0 aul eine Spitzenform
reduzieren. Die Darstellbarkeit der Sintnntm men durch dic Reihen g . (2, T)
mit | 7' = 0 ist nun wie im Falle n — 1 einzusehen.

Auf die metrische Kennzeichnung der PorNaartschen Reihen sei hier noch
hingewiesen, l§s gelien analoge Aussagen wie im Falle n=1; sie kénnen
aus der Grundformel gewonnen werden.

Im folgenden bezeichnet:

M,, die Modulgruppe n-ten Grades,

$, den Bereich der komplexen symmetrischen Matrizen % = Z™ mit posi-
tivemn Imagindrteil T,

%, den SmarLschen Fundamentalbercich von M, in §,,

&, den Bereich der nach MryRowskl reduzierten positiven symmetrischen

Matrizen ¥ = ¥,

B, den Bereich der module | reduzierten reellen symmetrischen Matrizen

X = X7
Setazt man_ Z=X 1Y, X=(x,), ¥ (yu.) so bedeutet

X9, o X = X' (transponierte Matrix), — '/, = x,, = ¥/, fir alle g, o
YCR,: Y> 0, ¥ [0.)2 #e. fir p=1,2,...,n und alle Spalten g, ang
ganzen Zahlen gy, g,. .. .. .Gy, VO denen g, gui1. ..., g, teilerlremd =
wiihlen sind, y.,‘,. 1= 0 fir w =102, = E‘

von Musiulsubstlfutmnen - ten Gmdeb, Y ¢ .i s J( e %ﬂ‘

§ 1. Hilfshetrachtnngen.

Wir verallgemeinern zunichst den Prrerssonschen Hilfssatz®). Wenn
auch im folgenden kein Gebrauch davon gemacht wird, so bleibt dach ein
gewisses Interesse an diesem Satz im Hinblick auf die F1sEnrs sTeINschen Reihen
bestehen.

Milfssatz 1: Hssed Z= X +4 F s:v,,. Sp (X XY= my, Sp (Y1) = my
Dann ist
{10) : abs (M Z 4 D)z eabs (02 4 D}

fir alle zweiten Matrizenzetlen (O D) reeller symeplektischer Makrizen mit ciner
naur von n, m,, my abhingigen positiven Konstanten ¢

Beweis: 1) Fs sel O <A 54,2

...... ~< },. Die Elemente der reellen
Matrizen

R < ), A = (s, (= m)

mogen den Gleichungen s,, = A, 7, genligen. Rezeichnen wir mit 1y, Uy, - . o, Ty

. b W {7, THE .
die Spaltenvektoren von ™ and mit &, &, .. ., &, die von S ), so gilt

(11} {/}-n——m 41 ‘ln B oA }“M)WZ gg;l. 3 i
(v =1,2

’S'U
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Bekanntlich ist nimlich

.
53’.:;,!.”?(47;:

| =
A\ . |
]'1‘5 ll\ - e X ' - |
TEonl -y dmn e, 0. To W
T TN B P 2
AN i p| 2.0 0 .
. (o gy - Ay ) | . ‘ ,
: R
a7 P
P8 1...8,m |2
&g ‘ L. i
"’f-l bt U | ! B
TZe < Sl By

woraus (11) sofort folgt.
2} s aei ¥ oo Y 0, 7= P el Wir iransformieren ¥ mit
Hilte ciner orthogonalen Matrix W auf Diagonalgesiale.

VW e D5 D~ (8, A0 0 = = Ay A,

and setzen T ] — & -
Dann ist,

= ().

,n
R i {;‘ (- ‘ii)q.‘ Fpw = ;-,x 2’ L/ o

abs (14 2 J )5 = ads {8 & 7 I)"}2 = abs (¢} LK) ¥V

Y B

Bezeichnen wir die Spaltenvektoren von § wnd § mit q,, Ogs - o oy (1, bzw,

81, %5, ..., 8, und setzen noch q, = 5 T 80 ergibt sich mit Hilfe von {11)

I
(t), (12 + Ei =1 B %‘ “‘_J‘ l'[,:} Q;,A,E

= | oy iy

”
‘ . | X
= ] D Y (A, 0 Il | 9
LR <y,
N )
’—>[ i .L (}4: vid An)_ .4‘_; 9:} bl
v | By el ey
mithin
o
oo T [ ' o
abs (T VP Vg Ml d )t N S Sy |-
P 1y < < pty ! '

Wenn Sp (T 3y=imy ist, so gibt es fir alle eharakteristischen Wurzeln A;
von Y oeine positive nur von my abhiingige untere Selranke. Fir ein geeig.
netes posikives g — g {n, #1,) 184 also

(;11 Ay ol
und daher
H
abs (T4 i Yz el (1 Y
e i

T B
worsas
{12y abs (4 1 ¥y e epabe (41 )

erhelit
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3) Sel Sp (X X)=my und 8= 87 = § reell. Dann liegt X i einem
festen Wiirfel und nachs) gibt es eine positive Konstante & — g, (n, m,), 80
dal
(13) abs (X 4+ 8+ i D) =g, nbs (544 E)
wird.

4) Hilfssatz 1 ist nun sofort beweishbar mit der Kinschrinkung
Dann wird

abs{X i Vb Mz=cabs({ B+ &) mit 8= OV

behauptet. Da 8 symmetrisch ist, so folgh dies aus (12) und (13) mit
T=X+4 & und ¢= ¢ g,

Tst (€, D) die zweite Matrizenzeile einer beliebigen symplektischen Ma.
trix, so kann |D S+ Ui nicht identisch in & verschwinden, wenn & eine
symmetrische Matrix bezeiclmet, da auch (1. -- 7) die zweile Madrizenzeile
einer qympiekt]sohen Matrix und folglich | D Z - O &= O ist fiir 2§, Wir
bestimmen nun eine Folge veeller symmetrischer Matrizen 8, mit

lim 8y = € wnd | DS+ O 0.

k0o
‘Wie schon gezeight wurde, ist
aba {((D S+ OV Z -+ DYz eabs (DS, + Oy 1 - DY,
wenn Z die Voraussetzungen von Hilfssalz | erfillt. Durch Grenziibergang
k= co erhilt man nun die allgemeine Behauptung.

Die Voraussetzungen von Hilfssatz | sind fiir gewisse m; und m, sicher
dann erfiillt, wenn Z in 3%, variiert.

Tn den folgenden Hilfshetrachtungen verwenden wir den Abstandshegrift

der symplektischen Geometrie. . h. wir legen die metrische Fundament: alform
(14) ds® = Sp (Y 1d V)24 Sp(¥—1d A
zugrunde. Den in dieser Metrik gemessenen Abstand zsweier Punkte Z, Z% ¢ §,
bezeichnen wir mit s {Z, Z*).

Pilfssalz 2: Ks sed 2, 2% 9,,. THe Matvizen 7, 77 migen aus 7 bz, 7%

durch Streichen dev lelzten w-- v Zeilen und Spalien entstehen, so daff Z, wnd Z7
alse 9, angehiren. Dann ist

{15} CRVA A R R A AN

Beweis: Da dic geodiitisehen Linien in der symptektischen {leometrie cin.
deutig bestimmi sind, braucht nur

(16} Sp(Y ' d YR+ Sp(Y 1 dXP=8p(Y, ' d )P+ 8p(¥,-1d X2
gezeigt zu werclen. Dabei ist
*
Z = (‘ij *)g L= 2= X 4171,
Wir wiihlen im Y-llaum folgende Parameterdarstellung
A A Y ON[(E Y
i Y=(0 )= ) (6 &)

Zeilen- und Bpaltenzahien simtlicher Matrizen sind durch digjenigen von ¥
und Y; eindeutig festgelegt. Offenbar ist ¥ 0 mit ¥ = 0, ¥y O gleich-
wertig. Man bestitigt leicht




Maodgltormen u-ten Grades und Poiscanrische Heihen, 13}

fy ol y —lrpe sy —1
po o (I ST

und findet nach einer Eageren, aber clementaren Technung
(8) Sp (¥ 1d YpPE=8p{IT 4P {(F'd T, 270 P ¥od V).
Wihlt man speziell d ¥ = d X und setzt
s ergeben sich fie d Vi, d ¥y, d 1 die Gleichungen

dX, =d%¥,,

AdXy=d Y, V+ Y, dV,

AX,=d Yok d VPV VA VY d V4 d ¥ [V,
hie durch

dV = ¥ dX,— ¥rtd X, V,
d Yy d Xy - d Xy [V]--dXo V— V" dAX,
gelist werden, (18) gelt somit in
(19} Sp(F-1d XpP = 8p{{¥;"dX®+
AT X, YV X (P = Yo d XLV T d X
L2V Xy Yo VA X, PN (d X, —d X, V)
dber. Auf Grund der Darsteliungen (18) und (19) ist

Sp(Y-'d ¥YP= 8p(Yytd V2 und Sp(Y—1d XpPzSp(riaX)e
festyustellen. {16 folgl e dareh Addition dieser Ungleichungen,

Hiltssatz 3: Es aed Z.2%C D, s (2252 0. Die Matvizen 7, — X, 4+ 0 T,
und ZF -~ X¥ 4 2 ¥Y migen aus Z bue. 2% durch Streichen der letzten n— r
Zeden und Spallen. entstehen.  Donn. isl
Lo Rp(ry Py

ke

=L Sy, T
my T OHp (Y ™y

O g

(20)

T

mil gewtssen positiven nur von o ound noabbidngigen Konstanten m wnd my.
Beweis: Wegen Hilfssatz 2 bedentet es keine Einschridnkung der Allge.

meinheil, wenn 2= wangenommen wirdd, Set £ X -7 Y A% - X% 05 1R
Mit Hilfe ciner ovthogonalen Matreix W transformieren wie 3% auf Dingonal-
geatalt:

}‘* 1” ] == I)E ]) = ()V,u fjt{l‘)' /-;A = U
und setzen

Fo A XYW D X b d T

AN VA SO N B L Vb i 2

Da s (%, 7%) gegenitber symplektischen Substitulionen invariant ist, gilt

S(Z 7% s (A L% = s (4,0 )5 0
Z liegt also in einer abgesehlossenen endlichen Panktmenge von §,. Fiir ein
geeignetes my — iy, {0) gilt inlolgedessen
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Beachtet man

= | P[5 Dot = ¥l ¥y,

so ergibt sich dic eine der Behauptungen,

Offenbar ist augh my = 8p (Y} fiir cin gewisses positives m, — my (o). Wird
noeh ¥ [W]=H= (k,,) gesetst, so st 8p (¥} = Sp (H), Sp (Y*) = o {D?)
und daher

= B Pw Sp (7 Spi¥
myz Sp(F) = 5 Bew . Bp{H) _ Bpil)

Sl T osel o Sp(TH
Sply#)
zu schlieffen. Aus Grinden der Symimetrie dartanch m; = Rp (D) angenommert

werden, Damit ist Hilfasatz 3 bewiesen.
Wir berechnen noch einige Integrale. Zur Abkiirzung werde

d{¥y= 1T dy,,

FI-=
gesetzt,
Hilfssalz 4: Es set | () auf dem Halbstrabl yz= O reell und sletig. Dann sl
M o "5 .
f ff (YDIYF d(Xy="y v, [fly * dy fir s+ =0
0
e
mit einer gewissen positiven Konslanten v,
Beweis: Wir setzen
Jia, y) = [P0 YPEd(T) fir 0 <ax=y
1 c i,
a5 | Y]
and finden mit einem reelfen 9 im Int.erva.]] Oodb= |
........... If’l o lim fly+ oAy (v 04y 5 f [(;
ey Ayt Y
o ysli'Es iy
Nach Mixgowske ) ist
w1
(22} |r ) 'f d (Y) = Y 2
vek
1¥isw

mit einer gewissen positiven Konstanten »,. Damit ergilit sich

71 n+ 1
__?_‘.{%’_3_‘.’_)_ =, f (i) ¥ ﬁlif“ ; {{?f + Ay 5 y e ! }
41 v, f IS n;{
“““ 5 U ,
also
Jla,t) = 2] e 3 l dy.

F

Dieses Integral hat fiir a0 einen Grenzwert, falls s + == > 0 ist. Der

Girenzitbergang a -+ (¢ liefert also die in Hillesatz 4 angegel)em Integralformel.

10)7 rMiNI(()WHKi, H.: Gesammelte Abhandlungen, Bd. 2, 8. 80, 1911,
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Wir heben zwei Spezialfilie hepvor., fly) =1 ergibt
nt 1
(23) [ fivpd(ry. "t "7 i s

i ?"l’l
ey 2 bnep 1

Ferner wird | () = e= 27" (g 0, o 0) gesetat und der Gronzitbergang £ 20
vollzogen. Die Variablensubstitution i = y* liihry auf das bekannte Gamroa.
integral nnd liefert,

& R O |
. o alv]E s . n - I .8 n 31 - -
(24) ':C“[ e aly] | Yed (1) = 5, n ! (o‘ -+ 5, ) @ 2%
R ]
fira>0, 00 g4 2 1 ' = b,

§ 2. Poinearésche Kejhen.

Es sel 7' = 7' eine hallganze nicht-negative symmetrische Matrix, A (7))
bezeichne die Gruppe der Mudulsubstitutionen n-ten Grades, die von der

CGlestalt,
vsu! T T
(0 U,,;) mit. 7' [V1=171

sitel, Wir bestimmen ein beliehiges Reprisentantensystem § {7 der Links-
restklassen von A(T) in M, und setzen fiir b = 0 {2

(25) T {Z‘ 77) s ‘.\—/l PEEIRT IS AT ¢43) ;(’rZ + ])‘w ,{-=
aC ST

wobel (U 0 die gweite Matrizenzeile von a hezeichien mage. Offenbar dndert
sich das allgemcine Glied dieser Beihe nicht, wenn man g mit einer Subeti-
tution ans A (7 von links multipliziert; d. h. g_ . (Z, 7 hangt von der Ans-
wahl des Repriisentantensystems § (T) nicht ab. Maltipliziert. man dic Sub-
stitutionen aus S{T}-von rechis mit einer Modulsubstitution. so erhilt man
ein mit 5 (7)) gleichwertiges System. Nunmehr kann festgestelit werden, dal}
sich g_ ¢ (Z, ') formal (d. h. ohne Riicksicht anf Konvergenz) gegeniiher den
Modulsubstitutionen wie eine Modullorm der Dimension - & verhilt, Wir
zeigen, dal sich g4 (Z, 7 nicht dindert. wenn man T it einer unimodularen
Matrix transformieet:

{26) orlZ TV = g_p (2, T) fiar nnimodulare 17,
Dic Gruppe A (7 [F]) besteht ans den Modulsubstitutionen der Art

4 PR |
(’O’ St ) mit (T [V]) [T,) = T [V],

1r—1
v

Dies bedeutet, wenn {7 = |7 LRI e N 4 g, Fund

o, sty o osp—! oo -
0 (()I ! U’:" ])9 b (() U*) mit T = 7.

gesetnt wird,

Mithin ist
s AT Ve ' = A(T),
also

eS(T V)= S (T,
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woraus in der Tat (26} geschlossen werden kann. Hab T den Rang r, so kann
durch geeignete Wahl einer unimodularen Matrix V
T, 0
1 I',T . 1 i[!' — 7((,-) = 1
T E ] (” o) 1 3
erreicht werden. Um die Konvergenz der Porxcarischen Reihe (20) zu be-
weisen, darf also gemill (26) von vornherein

{27) l{l? h (Z}! 3) i rl,‘l o ',[““1;.3 ::’ ‘)

angenommen werden,  Das soll im folgenden geschehien. Setzen wir in ent-

gprechender Zerlegung
(7 (U U?,)
‘ U, U,

so ist T {7 =T mit 4y [T) = Ty, Uy= O gleichwerlig.
Unter A, soll nun die Grupype derjenigen Motulsubstitutionen verstanden
werden, die in der Form

— -

(28) T= (g g fl) wit, 7 - ( " g) E= B

dargestellt werden kénnen. Offenbar ist A, cine Untergruppe von A (T}, ks
st loicht festzustellen, daB der Index von A, in A (T} im Falle r = 0 gleiels 1
ist und im Falle r = 0 mit der Anzahl der Automorphismen von T, 4. i, der
Anzahl der imimodularen T7, iibereinstimmt, die 7% in sich transformieren. Wir
hozeichnen diese Auzahl mit ¢ (75) wnd sefzen # (T,) =1 im Falle = 0. S,
gei ein vollstindiges Vertretersystem der Linksresthlassen vou A, in M,
Offenbar ist dann

{29) g_k {Z: T) - i L‘ pRa i Bp{Ta{Eh) ‘(\' Z - 1)]—!{ .

£ (1) s,
Fin spezielles Vertretersystem S, erhilt man in den Trodukten g, wobei
unabhiingig von einander ¢ ein Vertretersystem S, und p ein vollstandiges
System von Vertretern der Lirksrestklassen vou A, in A, darchlaufen. Durch-
liuft €) alle primitiven Matrizen vom Typus ¢ und ergiinzt man jede auf
genan eine Weise zu einer unimoduiaren Matrix

(¢

(ro
2=\ U”")

gerade ein Vertretersystem der gewiinschien Art. Damit erhilt man noch

(30) gop (B Ty = — b X s (5 - DIE
£ (j 1) G S,
G primitiv

so durchliautt

Um fiir A, eiven einfachen Tundamentalbereich zu bestimmen, bedienen
wir uns der Parameterdarstellung (17). Die Substitution (25) filhrt Z in
Uz & oalso Xin UX 4+ §und ¥ in

v (e B 6 - G le )
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ither. Die Anwendung von 1 suf Z hewirkt also die Brsetzungen

N-DDXI =8, VULV,

Yor ¥y, Yo U, Y, 1),
Dabei ist & eine beliebige ganze svinmetrisehe Matrix, Uy eine beliehige ganze
Matris wned I, eins helichige onimodulare Mateis, Im Ranm der Matrizen
Froe (n,,) hezeichne B, o r den modulo 1 reduzierten Boreiel

Yesmw, 2 Yy (= 020 0 v=1.2 . . n r).
Offenbar stellt der durch
31 Xo®,, Vo, ., Y08,

erkliirte Z-Bereich in §, cinen Fundamentalbereich von A, dar; wir bezeichnen
ik mit &,,

v
Die zu (29) gehérige mit [V 2 mulliplizierte Betragreihe lautet
v
1 , P stV Oy T s
{32) h_y (2,7 gy e, e BESTY Ty n
& (1 1) r_f‘(L:dSr e

wenn zur Abkiivaung o (7) - Z, = X, | L ¥, gesetzb wird. Wir beweisen ihre
Konvergens,

s sei Z,¢ 8, fesl gewithlt. Um Z, bestimunen wir eine symplektische
Kugel S, vom Badius 1, 0 und wiihlen g 50 klein dal sty und o (8,) (2 beliehig
aus M) sur dann Purkte gemcinsam haben, wenn o (Za) — Zy ist. e, sei die
Anzabl dicser o0 Z wnd Z* seien willkiirliche Punkle sus My Offenbar st

S 4% 2, also aweh s {5 (£), o (Z%)) =0 0.

Im fiir die Reihen h_y, (7%, T) cine von 2% unabhingige konvergente Majo-
racte zu bekommen, bediirfen wir noch einiger Abschiitzungen: dabei wird
$(Z, Z%) < o voransgesetwt. ¥, entsiche aus ¥ durch Streichen deor letzien
=71 Zeilen wid Spalten. Dann st

Sp (T ¥ = Sp(T, 1),

Wir bestimmen eine veelle Matvix B = R g0, dal} Fye R R wird, Bezeich-
nen 1, vy, .o 1 die Spallenvektoren von B und {y ity das Minimum bzw,
Maximum der qundratischen Forn 7, [ anl @ r-= 1, 50 gilt
,
DITENA I AN A P S
A
. ,
AT E gy X =y Sp ¥
=l ¥ e 1
r ¥
2Tl Mot = gy Sp Y,
L A |

alao

iy H}) ( }’]) H]) (r]ﬂ y) = Ha Hp (}'1)‘

analog

th Sp )
folglich nach Ililfasatz 3
Sp T Y* am Sp (T F) mib m - Hy

Jiy iy

Sp (T ¥+

o Bp {ITY.
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In dieser Darstellung kénnen ¥ und Y* dureh die Imaginirteile von
o (Z)=X,+i ¥, und ¢ {Z%) = X& + i Y7 ersetzt werden; man erhiill
Sp (T YyyzmBp{l Y,).
SchlieBlich liefert Hilfssatz 3 noch
k & k
| V4% < MY, % mit M =my2.

Fiir das allgemeine Reihenglied von #_ (2%, T) ergibt sich damit die Ab-
schiitzung
r

k
g 2a Sp('jﬁ’y:;-) ‘ Y:l 5 = M e 2rmBp(TY ) ‘ Ya:“_z X
Diese Ungleichung gilt fiir alle Z < §; folglich kann die rechie Seite durch
den iiber &, erstreckten Integralmittelwert erselzal werden:
k k
SEIATD |y w g Mg e Sy 5T
o ek,

YAy

Dabei ist
Jo= [ [ ¥ l=m (X ) d (Y= [ [1¥[7" 1 d (X)d(T)
ko, IR,
der gegenither Modulsubstitutionen invariante symplektische Inhalt von $, nud
d(Xy="Hdx,,, d(TV)=IHdy,,.
- H=r
Wir erhalten somit
f;—n B

hwk(z*, T)g ; M’ L. .emﬁ.-rm}ip(g'j'c)%Yo% d(XU) (L’-(YU)
Jy

. BUANKRPET .

D X e IOy B0 d ().
0G5, £Ca (k)
Jede Kugel o (]y) kann in endlich viele punktfremde mefibare Teilbereiche
zerlegt werden:
o () = B L B -4 B0

so daf jeder Teilbereich B auy indquivalenten Punkten beziglich A, be-
ateht; denn o (§,) hat mit nur endlich viclen dee Fandamentalbereiche, dic
aus S, durch Anwendung von Substitutionen aus A, hervorgehien, Punkte
gemeinsam. Zu P bestimmen wir in &, den beziiglich A, dquivalenten Be-
reich 57, Da der Tntegrand

*
emzamsn (T |y T g (X)) d(T)

gegeniiber den Substilutionen aus A, invariant ist, so folgt aus (33)
&€

. k

- ‘M"i e "v [ f- p— 2rm8p{d ) |Yi77

2B . (7] At At ' ’
Joe {T'y) a i, v=1 ZQ?‘S:.)

Frn

(34) h_ 125, 1) LX) ar,

Wir zeigen, dall ein vorgegebener Punkt Z ¢ &, hichstens ¢2 verschiedernen
9 angehéren kann. Gleichwertig hiermit sind die beidon Forderungen:

1. In jeder Kugel o {&,) liegen hichstens e, verschiedene Punkte, die mit Z
beziiglich A, dquivalent sind.

2, Es gibi hichstens e, verschiedene g ¢ §,, so dali o (§,) mindestens einen
mit Z beziiglich A, dquivalenten Punkt enthillt.
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Diese Anssagen lassen sich wic folgh beweisen. Bs seien e R T
schiedene Substitutionen S, und Z,,, Z,,, ..  Zys, verschiedens Punkte
7, (Z), 7,7 A, und 8,2 L liralle p, v, Da alle

| .. . R
Kugeln 7., o, (%) den Punkt Z gemeinsam haben, st

Ca, (). Ferner sei 2

e ™

e | e - e |
Tur O o) = 111 oy (Zy) oder Tuy Gy 5= T11 Oy o,

wobel o eine von den e, Subsiitutionen bezeichnet, die 7y Testlassen, Man
erkennt nun. dall o, hiichstens ¢, verschiedene Linkerestklassen von A, in
M, repriisentieren kann, Mithin ist ¢ = ey Auberdem sind hei festem ot die
Substitutionen 7, auf e, Moulichkeilen beschrinkt, so dall auch 8, e
gilt, q.e.

Bekanntlich gilit os unter den zu 7, dquivalenten Punkten o (Zg) = Xpp +
+# Ty, einen, v welehem | ¥y | einen maximalen Wert hat. Nach Hilfssatz 3
gibt es dann aueh eine von o unabhiingige Schranke fir | Yo wenn Z in einer
der Kugeln o (3, liegt. Da | ¥ gegenither den Substitutionen aus A, invariant
ist, kann £ s0 bestimmt werden, dall der dureh

Loz, |¥l=t
gegehene Bereich alle ?fi") enthilt. Aus dem Bisherigen geht heevor, dal dieser
Bereich an foeder Stolle dureh die Gesamtheit aller ?{f,"} hachstens V,:;’-i'uf']l iiher-
decid wird, worans

” F o
Mo e T g
For ATy L (e
v AT N

erhellt. I8 bleibt zu untersuchen, wann das Integral

(B5) k(4T o1

&
. . oy 5 ==l . -
(B6)  Fem T t)= [of ey BT a0
2CE | Far
existiert.
Im allgemeinen Fall (0 < » < #) fihren wir an Stelle von 3 die durch (17
I

gegebenen Matrizen ¥, ¥y, " ein. Man hestitigt leicht, dafi die Formeln

(37} (¥ =¥, |7, und d(F) = Vor=rd (Yyd (V) d (1)
gelton, wenn A {1} 1 da,,
o

geselzt wird und wenn d (V). d (V) wie d (¥} erkliart werden. Nach (31
wird nun
(3%} FAP CITY A
k

- e LTl =) I ; .
= .f ek—:l.vr'mh;»(_!l.].‘}El,-lg T a " d(z\)f’(l)d( _[)d'(}z)

X, W, ,_, '

N R
Phlya (=1

v
AL TSI A - b
- i

s A(Y)d (Y,
R AT .
o r e fir 0 <y <n.

Die Integration iiber ¥, kann mit Hilfe von (23) ausgeliihrt werden und ergilit
(3% B T8 =
’ ___A"—n———-r'J [ e 1
mer * Feee [ RamsniT by 4Ty

=y Py
Bt v — | ¥,

fiir ke=n- v 1, U<y <n,
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Nach der von SIEGEL!) mitgeteilten Formel
n 1

(40)  [feSIOYLT 2 d () =
G '

=)

—a 0 D@y} (s )i

fir ¥ = Y(m, T = ), 0, 5> w— 1

2
erhilt man schlieBilich

1) FemT,H-=
ya #or-—1 oy
am T TE Ifnp(__.?_?_é )

fiir k>n+47-+1, Oor<n.

In den Grenzfillen {(r =1, n) treten an Stelle von (38) div folgenden
Formein:

. 1
GR) oo — ) [1ET T A dr)
Xow, Fok,
s
. ‘ ,u‘{;i"—"—] . a1 5--..;.4_
N chﬁ*j | ! ! d{¥)= ke — 1 b
A
MEL fir r=0, k= mn4 1,
.
A |
(38 Fy(mT.H= [ g taasnr VY Yy E T oy Ay
k 1 S | )
rem, ¥ S
T4 )
= [_r c..,EmnH;i(_’i‘l”)i}f?_?:mnii (Z(Y)
¥ >0
nin kow
— {2 7 m) 1 f’(--“ ---- 5 )
N 2

fiir r=a, k> 2n.

Tamit ist bewiesen, daft dic Porvcarfschen Reihen g_p (Z, 1) fiir £ > Min
(2w, 7w+ r4 1) in einer Kugelumgebnng eines jeden Punktes Z, ¢ $,, absolab
und gleichmiifig konvergieren. Infolgedessen konvergieren die Reihien al-
golut in §, und gleichmitlig in jedem abgeschlossenen endlichen Teithereich
von $,. g (4, T) ist also eine regulive Finktion der nnabhiingigen Blemente
vou %, wenn Z in §, variiert. Da wir uns auf Modullormen goracder Dimension
beschrinken, so kinnen wir im folgenden die Forderung k== Min (20,5471 1)
durch k= n 4 7 4 1 ersetzen: denn beide Ungleichungen besagen i Falle
E=0(2) dasselbe.

T soli nun bewiesen werden. dalh die Poincagfischen Rethen in FfoURIER-
Rejhen der Art (2) entwickelt werden kinnen. Da g_y (2, T sich gegeniiber
den Modulsubstitutionen Z-+Z 4 & (8§ = & ganz) wie eine Modulferm ver-
hilt, aleo invariant und als Funktion der unabhiingigen Elemente von Z
©,, reguléir ist, so gibt es jedenfalls cine Fourimr-Entwickiung

“; SreurL, (W L. Uber die analytische Theoris der quadratiechen Formen, Asm. of
Math. 36, 527 {1935}, Hilfssatz 37.
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(42) gt (z T) _ T‘TT P (r]r’ 770) 2w EBp LY

wobel dtber alle halbganzen symmetrisclien Ty summiert wird. Man braucht
also nur zu zeigen, daB o (7, 1) = 0 ist, wenn Ty nicht = 0 ist,
Wiltssuiz Bz Bine fir 7 ¢ 9y, erblivte komplexwertige Funkiion b (Z4) s#i in
jedem anefilitren abgesehlossenen Teilbereicl, von 8, im Rievanxschen Sinpe
ndegrievbar, verholle sich gegendibier den Modulsubstitutionen wie eine Hodulform:
. 4 B
F e g
WMo ()~ (CF &+ DFRZ) fir o= Q?D).Mﬂ
und grwgige der Abschitzung
1
abs b (Z) = Me=mIVln fip 73

wobet m, M positive Konstanten bezeichnen. Ferner sei T die dureh (27} erkliirte
Matriz. Dava ist mit 8y = 1 wnd 8, — 2 filr v > 0

O [ By e BB Y X g ()
(43 e _
) e (T [ [ W) g (B, ) |V E=1 0 (X) d ()
22T,

fitr k= Min (2,24 v 13 Ih R es wird die Existenz wnd Gleichheit der
Integrale hehoau plet.

Beweis: (Jemi8 Vorausseiznng ist

k & 1 t
Vi A ¥ 2o—miv|w = M, e mIT T i 7o T

abs it (7).
. . . - . u .
Wenn g =, gesetzt und die positive Konstante M, geeiznet gewihlt wird.
Wendet man aul % {(CF) eine Modulsubstitution an, so #ndert sich
A
abs & (%) {112 nicht und 37| wird sicher nicht geiBer. Demnach ist
E T
abs A {Z) (¥ 2 = MooV w fiy F o D
Wir zeigen nan, dal3
] - S8 E) (Y k-
AA(Z) o 280 Q2 [y fon

iiher &, absolut integrierbar ist. Dasist sicher dann dep Fall, wenn das Integral

: ¥

(44) (,rk (Ti~ m]) — [‘ . { pom 2w BuP Ve m ¥ | 0 | )f 4
zoee,

) A

existiort.  Wir fithren hier wieder dic Parameterdarstellung (17} ein.  Be-
achtet man (31) undd (37), 5o erhiilt man
Gy (T my) C

{A. = f BB Ty e 1 0 |1 | }/'1|
Foon, Vyirs, _, ‘

—f—1

.
B d{Y)d (Y,

.
sl
4 I}

2

Die Tntegrafion ither ¥, kann mit Thlfe von (24) ansgelihet werden. Es
ergiht sich im allzemeinen Fall 0 .0y o p
AR - e 1Y

- sl —r - 1} . e — 1 e — 1))
O (T = T T p (G sy

oo femBrsnMln Y L2 gy fiie ke ondor 4 1
Foon

y
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nach {40) also

(45) rir—1) T m e
T U T (---“ - ) fiar k0o r b L
M

Dazn treten die Grenzfille

1
@5 G (T my) = [ [emmiTIn (Y
ros, '
nin - 1) RS
— ,2 _._1,1" _[ (
1 &
. N . . _— . - T .
{4_5”) * Gk (7‘1_‘ m‘;} — { ! a—%a Sp(TYy—m (Vi 5‘_1' | 4 d ( )-)
T
. - B =
= {f emf—.’.?rﬁ;\(.’f'}']; '}7! 1 d (Y}
il
nin — 1y At S R ,
o T 9 :T} —y "{’\ ..... o Inr (g; — ‘n e ;r)
v 2

fir remn, b= 2n,
Damit ist die Existenz des Integrals

46 H W= [fh (Z) e—2rispTO Ly [k-v =1 d (X} d (Y)
zce, |
AN

fir k> Min (2 n, n + 7+ 1) bewiesen und zugleich sind die folgenden Um.
formungen dieses Integrals gerechtfertigt.

Nach (28) enthalt Ay mit 7 auch — 7, withrend A, fiir r > 0 von den beiden
Modulsubstitutionen 7 und — 7 hiichstens vine enthilb. Wir diirfen also an-
pehmen, da S, im Falle v > O mit o auch — o enthills. Bildet man die Ver-
einigung aller o ({%,) (o beliebig aus 5,), so erhilt man einen einfacl bzw.
doppelt tiberdeckten Tundamentalbereich von A,, jo nachdem »= 0 oder
r= 0 ist. Da der Integrand von (46) gegeniiber den Substitutionen aus A,
invariant ist, kann (48) in

- ;r 2 f[ hd)e 2aitplTA) YRty (X)d (1)
nC:Sr ZCa(F,)
g » f"'j' hio (%)) e—‘-érriSh(’l‘?(mf))i}Tik Oz D!—ki(jfz..i_ ])1~£"‘Y:wn—}
e s A (X)d (1)
= __I 7 2;1 f f‘ h {Z) cv~2>':if'§p(fl‘71[_’/,-)) ‘(17; : “‘ -k | ¥ \ikﬂn_l d (_(\:} d (Y)
67‘ ﬂcsr Z-‘Cf\"n i

@7 Hy (I h)

1

ibergefithrt werden. Dabei ish Jo=1, 6, 2 firr=10 und (€7, D) die zweite
Matrizenzeile von ¢. Vertauschung der Summation mit der Integration er-
gibt nach {29}
sy ook = STl a2y )Y A X)), e,
BTy,
Im folgenden bendtigen wir eine Parameterdarstellung der Determinanten-
fliche |T'| = konstant. Eine solche wird dhureh
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¥ i
¢ -
(49 Yo (m’ Wi—1 . -1 'm})
geliefert. Dabei ist w eine positive reefle Zall, W -1 2 () = 0 und

= {,) eine Spalte von »n — 1 beliehigen veellen /dieu. Man stelll leicht
fest, daf [V = w und

#iw b1y
(50 di{¥y—u_ * (er e [ ]) b (07 d (o) du
mif,
AWy =TT dw,,. 4wy 11 dau,
ist, el "
108 ged nun
(51 Spid* ¥y <o, Trooq,, 7% halbganz und symmetriscels.

Fiie ¥ I sei = a* W= % und o= 0%, Da V* in W, legt, kann u,
bokannllwh 5) w0 be @!zmmt wertden, rhald fiir u 3wy, X B, stota

u
Xd e TROE,

il s Dedentet keine Einschrinkung der Allgemeinheit, wenn wir voraus-
sctzen, fdall F* ein innerer Puankt von § ist. Dann gile aber aueh noeh fae
eine volle Uingehang B von (11* m*) i (W 1) Ranm Sp (7% F) <0 und

N4 @ VO, wenn woz g, (F, w)ow, Ao

iab. Wir kinnen anpelimen, dnll 8 melbar und abgeschlossen ist; dann hat
B einen positiven Tnlialt:

Fool d (B d ) == 10,

{ flv', niCH
Ferner lifit sich cine positive Konstante § so bestitnmen, dal}

Bp (Pt ¥)z - 28u fior {I¥, m)C B
gilt. Fiie cin hinreichend kieines gy == 0 st dann aueh
d Sp{Y)= du fir (W, wjc B,

Wir setzen nun

[ 3TN R ) ey g, (W, ) 0, X W,
ME -,

fiir alle anderen Panlete o 3%,

und

(52) h{o ()~ [CZ 1 5L (Z) fiie 2¢ 5,0 - (;", 0l M,

Die Funktion A (Z) ist damit in £, irt, Man stellt leieht fest, dafl (52)
nicht nur in %, sondern gang §, qu I*m Y = st

", i

H}) ( )’) = T ["‘iyll UET I =y |Y| "

uied daher
i
(53) abs b (7Z) 2 a =208 Via
fitv 2%, Anf ki (Z) ist also 1lilfssatz 5 anwendbar. Tnshesondere ist damit
gezeigt, dall
(54) STy g p (2T) ¥ ==t q(Xyd (¥}
Boy 3y

Mathematische Annaton. 193, in
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existiert. Beachtet man

@ (I, %) =258 o[ g (7,10 6= SRS 0 (X),
yom,
go geht (54) her in

I", R j' Gz (Z;T‘) {32""'. SpLTF Xy 2ad, Rp ) | ¥ k—u—1 . (‘\’ ) P ( }*)
uz g, {0, W) 1D

X< n

— (fp, T*) [ o [ g S SplT Y ~2ad HptYy Y ket ( y) .

(;’;x e B ‘
W Hy
Das letzte Integral ist noch unten durch

. . nin+ 1) - . ; ;

o] e2etugnt—n= 1k 2T -t =1 () d (W) d (o) dn
(I, ) o B

U2 U
w foe (WIS W o] J (W) () gjl‘ p2rdmgn (““' "; ] )"' d
(I, ) B Hy

abgeschiitzt. Das Integral tiber u divergiert: das Integral tiber W, 1w hat
einen positiven Wert. Es mufl also « (7', T%) = ) seln.

Sei T, nicht = 0. Dann gibt es eine positive Matrix Yo mit Sp (T Y <0,
Wirselzen 7%= T, [[7-1], T#= ¥, [U'| ({7 unimodular), so dali Sp (Y -
— Sp (T, ¥y) <0 mnd bei geeigneter Wahl von U auch ¥*( §t, gilt. Unter
der Voraussetzung (51), die nun erfiillt isl, konnten wir aher o (¥, T*) =0
schliefen. Aus g i (Z (U], 1) = g4 (6. 7Y Tolgt andererscits w (7, 17%) -
w o (T, To) unk damit a (2, T =0, q. e o

Zusammenfassend kinnen wir folgendes feststellen:

Rang v wnd k=0(2), k> n+ v -+ 1. Dann stellt
g & {Z, gv} . ‘L‘ p2EiB(Told) 1} 7 A ])I—R
a C5(1) '
eine Moduljorm der Dimension — k dor. Dabei ist (C, I die zweite Mairizen-
zetle von o,

Wie aus den Untersuchungen®) hervorgeht, sind fir eine Spitzenform
g_i (Z) die Voranssctzungen von Hilfssatz 5 erfiillt. Bezeichnet a (1) den
FouriEr-Koeffizienten von g_; (Z) zur Exponentenmatrix 7', so kann
unter Verwendung der Bezeichnung (6 nach (43) und {40)

e (1) (g2 (2), -1 (£, 1)) =
= 4, [‘ . ,!“ g_plfye 28T E) ] (X p— AT ST ‘ }..r‘k.w =140 (F)

zce,
2a (1) [ o f g dmSpEy Flhoa—ld (V)
- o ¥ood
] 2ty nz” -k HMH‘; ; (4 :zt)"{n; e [7 _1‘(}{ - 2‘ i‘) fiir |1 = 0,
0 o fir T'= 0

geschlossen werden. Damit st die Cirondformel {7} bewiesen.
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§ 3. Brer Darstellungssaiz.

Wir wollen nen den durely (9} erklirten Funktional-Operator @ anf ddie
Porvecartschen Reihen anwenden. Um den erforderlichen Grenzprozel durch-
zufithren, selzen wir
e b (EE - -

(55} Z- o miE 2 Sy 2 0 B0 - Nullspalte.,

z
dede Modulform ¢, (Z) der Dimension — k, insbesondere also auch g+ {Z, T
stellt nach 1. Wirr!?) bei festem 2% iz eine Modulform ersten Crades von
der Dimension — & dar. Wir bringen die Abhiingigkeit vou = in besonderer
Woise zum Ausdruck, indem wir bei fest gewihliem 7

(56) P g kAT
setzen, Nei

AR o
_— ({ H) cS(T).

Man stelll leicht fest, daB A Z 4 J in 2 Tinear st undd dall die 7 1 ersten
Spalten dieser Matrix von z nicht abhiingen. Khensoist (€72 .. .])/((_.’Z 4 In—t
in z linear, wobel jedoeh die letzie Zeile von 2 nicht abhingt, Infolgedessen
it |77 4 Do (Z) in 2 linear. Beriicksichtigen wir noch. dall auch A+ D
= ¢z d gitt mit Koellizienten ¢, d, die von z unabhingis sind, so ergibt sich

(57) Sp(Pa(zy) -l

ez i

. . o i - wh
mib etter von z unabhiingigen Mateix 1, - ( ;
L}

(%) SmL, e fir 22 9.

). Offenbar: st

Wir zerlegen die Porwcardsche Reihe g (7, 7: die nun in der Glestalt
< 2ail ke
(59) piz)= N &P g gy
SR

erscheint, in Teilreihen. G bezeichne die Gruppe der Modulsibstitutionen

. Ry K fitr (e, v} = (n, m),
6 — Boeathoh, =10t
(60) T, (U 1«)) mit (ks Dy, 1o fiir (1, ¥) == (. 1),

Offenbar isi 7, = If;‘ also G zykliseh. Wendet man ¥, auf % an, go bleiht Z*
fest wnd 2 gehit in z - £ Gher,

Ein vollstiindiges System von Modulsnbstitutionens p, die versehicdene
Komplexe A {7 p G evgeben, bescichnen wir mit §* Dic ganze nicht-nega-
tive Zahl #, crzeuge den Modul der Bxponenten £, fiir welche

oo V=01 o LA (T
gitt. Sodann ist
ATpr,=A(T)pr, mit p=yq (7,)
gleichwertig, 105 ergibt sich
M= YA oeG= Y Y A(T)or,
FEeA 2 T5F Dmod Py

) Wiry, B Bive 1dentitat zwischen MednHormen zweiten Grades. Al math.
S, Univ. Hamburg 14, 323 (1941).

[0*
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Die hier anftretesden Produkée p 7, definieren algo ein System 5 (7). Man
{iberzeugt sich leicht davon, daf sich die Funktionen

{61) m, (4} = P2 iSp(TetEN 2 Z - DI-Fmil o = (?, ﬁ) M,
nach der Formel
ne IFter o Ty ik v i Ak -
{62) w, (7 (Z)) = U 24 DiF g, (4) mibT -~ 5 oMy,
' b
umsetzen. Speziell fir 7= 7, erhilt man
{63) STRETD oy d) T P e P e 2 4 dy) T,
I . - -
wenn L, = (f:{;;) angenommen wird, (59) geht damit in
(64) s yr 2wil, (2 PRP RTINS
P {Z) d o & “Te (Cf z ('F.) ) o (Pa {z)
5% tmod ??Q p 5
iiber, wenn
asy § o RTik, et . —k ab
(65) 1, () = & @ fe{z iy + Ay mit L=,y

trf;:l t,
gesetzt wird.
Da bei jeder Wahl von 2C §, stets ¢z 4 d = 0 ist, so ist entweder ¢ = 0
d . . . . Lo
oder JIm ez 0. Wir zeigen, dal} ¢ =0 mit 2,> 0 gleichwertig ist. Beachtel
man, dafi dag allgemeine Glied der Reihe (68) nur von der Resthklasse von
modulo #, abhiingt, so folgt insbesondere

. . A N I A Y
p2FiBy (et my) il @ (CF T Bl il
ez d
Der Ansdruck anf der linken Seite dieser Gleichung st keine meromerphe
Funktiocn von z, wenn zugleich ¢ == 0 und u, > 0 ist. 2 > 0 zieht also ¢ = 0

. L ; . .
nach sich. Tst ¢ = 0, dann ist , eine reclle nicht-negative Zahl; denn es ist
P 2

az -k . . - N
shets g = 0 fir 2 ;. Tufelgedessen haben alle Glieder der Reilie (65)
denselben von Null verschiedenen Betrag, Wegen der Konvergenz der Reibe
diirfen dann nur endlich viele Glieder auftreten: . b es it 1, 0.
Nunmehr ist gleichmiBig fiir alle x in einem Streifen abs » = m

©6) lim g )= 3 lime" T et o+ dy* (t=x+1y)

P tmod wg Y 00
heweighar. Iis geniigh natiirlich, den Tall 2, = 0, d. h. ¢ =1z hetrachten.
Dann ist aber
abs ’ie“ PGB e )+ d,)_k} =& Fabs e (34 1) 4 ci}_k

fiir alle z in einem gegehenen Streifen abs ® 5 m, y = § = 0 und eine geeignete
nur von m, & abhingige Konstante ¢ > 0. Dios folgh aus Finl,(z rhz0
und der mit

ahe (6 (2 ¢ 8+ d) 2 eabs {e @4 )+ d)

gleichwertigen Ungleichung
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NE Ik PR S [ » f} d o g
abs |y F gl EE alby .lz | vl T p gt g =0,
die anf Grund des Purarssovschen Hilfssatzes?) bestitigt. werden kann, falls

&= & (m, §) > O geeignet gewihlt wird, 7y {z) hat also eine von z imabhingige

konvergente Majorante, wenn z in dem gegebenen Streifen variiert, Mithin
gith (66), soleen

Baih (26 (

ez t) b dy E

lim ¢
g
existiort, was wir vorerst vorausseizen wollen. Spiiler werden wir diesen
srenzywvert berechnen.
Es bleibt noch
(67) lim g (z)= N lim ¢, (%)

Y = B CS* e

T

zu zeigen. ¢ (2) und g, (2) stellen eindeutige Funktionen van &= #2742 dar:

=g eh 2, 0= g, ()

Stesind in < abs & o« 1 vegualir und haben in & = 0 hebbare Singularititen®’.
Dies folgt Gitr y {2) nes der Bescheiinktheit der Pomvcarischen Reile g .0 (2, T
in &, und fitr x 8) aus (66). Da die Porveardsehe Reihe oy (£, 1, wie
i § 2 gezeigh wurde, in jedem abgeschlossenen endlichen Teilbereich von De
absolut und gleichmiBiy konvergiert, go konvergiert

210 =3 7,00

pC S

inshesonctere in jedem Kreisring 0 <& £ abs ¢ = L — ¢ gleichmi fiig. Auf Grund
der Cavienvschen Tntegralformel ist dann leieht

(=2 x(0)
pCEY

zu verifizieren. Damit ist (67) bewiesen.
In nnserer urspringlichen Bezeichnung kann anf Grand vou {66} unel (B7)
folgender Tathestand formulierl werden: Existiert der Grenzwert

(68) line 7RI g gy

o0
wobei Z durel (55) gegeben und 2 - x4 7 y gesetzt ist, und konvergiers die
Reihe
(69)

& lim 27T :(_.’Z -+ DiF
aCH(F) pesr oo
absolut, 5o stellt sie
{10 lim gy (Z, 7)o~ D (y_i (2, 1))
. ¥
dar.

Wir herechnen (68), Dabei soll die Darstellung (30} zugrunde gelegt werden,
wobei kiinftig /2= POvr an Stelle von ¢ geschrieben werden soll. Kin volles
Repriisentantensysiom 5, der Linksrestklagzen von A, in M, kann nach
Srea£L?) in folgender Weise gewonnen werdon -

{Co Dy} durchinufe e volles system Hoks njeht assoziierter teilorfremder
symmelrischer Mateigenpnare it 4 = (39 10 ek

{21 dureblaute ein volles System rechts nicht assoziicrier primitiver Ma-
frizen ¢ = ()09,
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. . . . Ay By L ) . .
Man erginze (', I, #u einer Modulsubstitution £,° ") ¢ M., ¢ zu einer uni-
& o p : 0

g )
modularen Matrix 7 == (), B} vnd setze ’

Ag O 4. B
A= (o fﬂ) v, A= (0 0) v
. Oy . —_— 1,0 B
U= (c) 0) U, D (0 ;«) vt

(4R
T e D

mit B = E» -9, Schliefilich hat s alle ganzen Zahlen des Tnfervalls [ =
zin durchlaufen. Dem so bestimmten System von Moeduisubstitutionen ist
noch die Rinheitssubstitution hinguzufiigen. Fir diese ist der Rang & von {7
gleich 0, Man erhidt dann

() g e (2 M= L ¥ meim@zry
£ f'l !) P prnnih\
] " - T . Con
ooy A & A @B, Z1Q) L Dy

s— 1 Pprimitiv { D)
{Q}

wobel 7" von der speziellen Gestalt (27) angenommen ist.

Im folgenden verstehen wir unter £ die Matrix (63). Wir setzen noch
Z* = X* + i 1% und bezeichnen mit q,, 0y - . . O lic Spaltenvektoren der
Matrix § = {g,,) (e =1, 2, .. nrv= 1,2, .. . s). Ferner seien a5 Qs v e OF
die Spaltenvektoren der Ma‘mx o die ans (,) durch Streichen der I(‘l?icn
Zeile entsteht. Nach?®) (Formel (32}) ist

abs (0 Z+ D)= Y [Q)] fir s> (.

Da wir annehmen dirfen, dafl Y [§] im Mmvwowskizehen Sinoe reduziert
ish, 8o kann mit ciner gecigneten positiven Konstanlen ¢,

Y 1@l 2 e JT Y [ = e 1T (Y* [qF1+ v i)
v— v}

geschlossen werden. Unter der Vorausselzung (9,0, Qg - - - et T, 0,00, 0)
folgt ersichitlich lim | ¥ [Q]l = oo, also
[
Him 27 i8p{Tia (D) 1D

¥+ oo

27+ DImE= 0,

Es geniigt alse, wenn wir im folgenden s = (G oder s> 0 unddann (g, 9 - - Tgd
= (0,9,...,0) annchmen. Hieraus folgt insbesondere 5 <n; denn ¢ ist
primitiv. Ferner ist anch @ primitiv. Wir erledigen zundchst den Fatl s = 0.

s geien Py, Py, ..o o bawopl pa, . o pf die Spaltenvektoren von PP — {p.)
(p=T12,....n; v=1,2,.. . 7) bzw, derjenigen Matrix P¥, dic sus P durch
Streichen der letzten Zeile entsteht. Mit einer nur von 77 abhiingigen positiven
Konstanten ¢, ist dann

Sp{TL Y [Pz e Sp (V[P ey XY ]

v =

.
= zL (V* 9%+ o pavhs
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also
(72) lim p2a 80T Z PN — ),

P 260

WENL {(Ppy, Puae <o Do) s (0,000, 0) dst. T Falle {p,. pow - -

(0,0, -, 0} bingegen st ¢ < n, da P2 primitiv ist, und
%) GZRESPELE P 22 i SIS E% | Pe]

was vou z gar nicht mehr abhingt. 7'* ist hier selber primitiv.

“ 'Pnr) =

Wirbnben jetzt noch den Wall T =0 s <o mib (g, gym, © 0 3 @) o= (0,0, 0)
zu behandeln. Q% werde durels B¥ su einer unimodulaven Matrix (%, B#)

ergiinzt.  Wir iirfon dann

. (Iﬂ’:‘n)
HI

setzen. DPabeiist i eine Spalte vonon — 1 Nublen i v/ eine Zetle vonn —

Nullen. Eine elementare Rechnnng lielert
o)y = AT L I
CAAGENQ) - By g Q2R (O T 4 Dy, O 07 By
i ( RZQ L ) ( 0 . K )
AgZHF] + By Ay Q¥ 2% R w0
A AN ART 2] 13

n . i 2
COEETQE| 4 Dy Oy F 7% BE
0, E, n
', i, 1

I z

- (’7* (4%, n)

g1

Dabei stellt. g% eine Modulgubstitution (n — 1)-ten Grades dar, die mit {07, I},
§¥} ersichtdich in demselben Zusammenhang stehi, wic o mit {0, D)), {1 Sel

# A® B T ES T
0* o (g ) o 175 = (% RP),

A0 B
*_. # LI £ S " ot |
A% = (U E)l » B (r: ()) U !

40 P, 0
e Y IE L S D 1
¢ (0 0) b=, n (0 F) %

mit & = E*—¢~ 1 Ferner gilt

Dann ist also

|CZ 4 D= (O 2 0] + Dyl = (G254 Dy = (% 2% 5 D*],

Eine einfache Betrachtung, ahnlich wie sie oben schon durchgefiihed ist, er-

gibt nim
(74 Hm 28T Y 8 I =% ey,

Y

wenn (.pnsv Pegs ™77 pnr) = (ur . ”} ist. Im Falle (P11 Paas ~

= (0, 0, - - -, (4} ist jedoch

) 'Pnr) =

(75 pRa i Sp T a BV D Lt I b 2w i SR T WD) L Fw . )% ¥

was von 2 nicht mehr abhingt.
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Wir steilen nunmelr fest: Damit ¢in Glied der Poincargschen Reihe (71)
bel dem Grenziibergang y -+ co einen von Null verschiedenen Limes ergibd, st

(76) rolar, 8 <l m, G = ((r‘) ) = (': )fn = Nulizeile)

notwendig. Sind dicse Bedingungen erfiillt, so hiingt das betreffende Reiben-
ghiedd von z nicht mehr ab. Auaf Grand der Bemerkungen, die in berug auf
(68}, {69), (70) gemacht wurden, ergibt sich foigendes Resultat:

{77) limg_ (2, T)e= O fir r=n,
#—> oo
(78) ]iIH d_i (Z. T) = _E' ] 2-'! rfz:riﬁp(’blz*[ju])
P oo £ (ql) I primitiv
1 I §
T, * K V' pRadspT st (I[P i Zx L * |k
TR 2 i D ‘

) Lk
g=1 P*pranitiv (7, D4}
w0y _
fiir + << 0.
Wir formulieren <das Ergebnis in
. s T,0 i
Satz 3: Esser T= ((J‘ 0), = T, = O und halbganz. Ferner sev k> n

e 1, k=0 (2 Dann st

0 fiir ¢ =n,
7¢ 2T =
(79 . Py 2, 1) = {g w12%, TFY fir v <m,

wenn LF und T* aus Z bxw. ' durch Streichen der letzten Zeile und Spolte
hervorgehen,

Es sei & die lineare Schar der Spitzenformen n-ten Grades von der Di-
mengion — &k und RE? die Normalsehar bezfiglich &% in der 8char alier Mo-
dulformen. N besteht ang den Modulformen ¢ (), die auf allen Spitzen-

formen h_y (2) < ) senkrecht stelien:

(F—r (Z), b p (D)) = O

Wir beweisen nun den Darstellungssatz in der folgenden scharfen Fassnng:

Satz 31 Essei k> 2n- 1,k = 0(2). Dann i<t die von den Reihenyg_ 1 {(Z, T)
mit Rang T = n ereeugte Iznorr?(' Schar mil \_,,—," identisch, withrend ‘}“ Y aile
Reihen g_; (J, Ty it Rang T <2 n wmfafit wnd von diesen crzengl wird. Jede
Modulform n-ten Grades van der Dimension — k gestatiet eing eindeutige Dar-
stellung der Art g_p (Z) + h_p 42 mil g_ {Z) ¢ R und by (Z) C =y

Beweis: Fiir Modulformen ersten Grades ist der Satz bekannt!). Wir be-
weisen ihn fiir Modulformen n-ten Grades unter der Voraussetzung, dall er
fir solche (-~ Ti-ten Grades. gilt. Auf die Nennung der Dimension konnen
wir verzichten, da sie in jedem Falle — k ist.

Nach Satz 2 lassen sich die Matrisen 2, T, - -, 7', vom Rang <n so
bestimmen, dal} die Formen (»— I-ten Grades '

d) (g—ﬂ? (Za T1))7 (l’ {.q—-k (Zk T-.z})’ A (I) (.q-ﬂ' (Z* ﬂ”u))

die lineare Schar aller Modulformen (n — 1)-ten Grades erzeugen. Sei f_; (4)
eine gegebene Modulform #i-ten Grades, Do ist
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(s0) Doy () X o B gy (7, 7))

o I
mit gewissen konstanten Koeffizienten ¢, Offenbar stellt

‘ :
(s1) e = Y (2T

EESIE |
vine Spitzenform dar.,

Die von den Reihen g_ . (7, 7) mit Rang T = n erzeugle lineare Schar T
ist nach Satz 2 in &2 enthalten. Nach allgemeinen Sitzen ber metrische
Vektorrinme kann @2 als direkte Summe von ii,") wnd der jn &P gelegenen
Normalsehar 9i5" beaiiglich 34" davgestellt werden :

L S R T

Eine Spitzenform n-ten Grades, die auf allen Reihen G- {&. ) mit Rang
T~ n senkreeht stebt, mull nach {(7) identisch verschwinden. Mithin ist
S = 31", inshesondere b 2y 3, Aus {7) &t anch sofort zu erschen,
dali afle ¢ {(Z, T mit Rang 7' < n in der Nermalschar g liegen. Ist
ok 7y %Y so stebt— in obiger Bezeichnung — b4 (Z) auf sich selber senk-
recht, versehiwindet also identisch. Die Reihen gop (2, T (r— 1,2 -, Ml
erzeugen also RV

Beachtel man, daf die lineare Schar aller Modwlformen n-ten Grades als
direktc Summe von @E,“) und ET;‘,E,M dargestellt werden kann, so folgt auch noch
die letzte Belinuptung von 8otz 3

. . . S P
Satz Az Der Operator & bildet W isomornh au ween SV ab, wenn
perd A 7
E> 2 1, k= 0(2) angenommen wivd,

. .. . A v 1 fp ot
Beweis: Dall & die Normalschar 9% homomorph antRY Y p 2P Pan.

bildet, crgab sich beim Beweis von Satz 3. Sei
ot (Z) W, D (g1 (2) = 0.

Danm st g_, (Zy o &7 . b, Y1 {Z) steht auf gich selber senkreeht. worans
gop (4} = Oerhellt, g. e, d.

Salz b Hs sei k= 2m-p U k= 0(2). Die Porxeanfsche Reihe g (%, T3
mit Reng T = n stehl sendveaht anf alien Npitzenformen,  deren Fourigg.
koeffizient zur Erponewlenmairie T versehicindet,  Durch diese Eigenschajt
st g (%, T) in 2 bis auf einen konstanlen Faktoy eindeutiy bestineomt,

Der Beweis {olgt sofort aus der Crundformel (7).

Natz 61 Es 5ot p (n, b)Y der Reng der linearven Sehar alley Maodulfornen sn-ten
tirades von der Dimension — k. Dann ist fir b= 20 1, k=0 (2

Hﬁf fir k=212
” II‘)] + b sonst.
Dies folgt aus Satz 4. Die Avguben iibor 2 (1, &) sindd hekannt.

Die Vcammsse[mmg Ew 2w 1 in den Siitzen 3 bis 6 gewithrleisted (ie
absolute Konvergenz der Parveansschen Reihen,  Kine Binbeziehuny eg

(82) ol kizom—1,kz - Zo (1, k) e
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Falles b < 2n - 1 kinute in der Weise geschehen, dal} die Porwcanéschen
Reihen einem besonderen Semmationsverfahren {etwa dem HEex eschen®?))
unterworfen werden, Bei der technisehen Durehfithrung dirften indessen er-
hebliche Schwierigkeiten anftreten.

Um wenigstens im Falle n = 2 zeigen zu kinnen, dafl aus den absolut
konvergenten PoincarEschen Reihen alle Moduiformen gewonuen werden
kénnen, beditefen wir des folgenden allgemeinen Sutzes von Stmarr').

Saly 7 : Es sei s, die klzinste obere Sehranke von 8p (Y~ U} dm Fundamental-
bereich %, es sed

(83) [ e(Z) = X a(T)e2risea

-

(3N

eine. Modulform n-ten Grades von der Dimension — & und

(84) @ () =0 fiir Sp Ty = F s

4 x
Dann ist f_p {Z)= 0.
Beweis: Sei % — X 4 ¢ Y ¢ §%,und T, die Matrix, die aus ¥ durch Streichen
der p-ten Zeile und Spalte entsteht, Auf Grund bekannter Ungleichungen?)
ergibt sich dann

: S »o 2o n
85 spr—y = 3 g v o e
{35) P = 2y E0 s B

mit einer von Minkowski ahgeschitzten nur von n abliingigen positiven

2egn . s ;
Konstanten r,, woraus g, = V?};— erhellt. Tnshesondere ist damit die Endlich-

keit von s, gezeigt,
Aug Z% = X* i YEC .y folgt, was leicht bestitigt werden kann,

7 ZT.H C &, fir alle hinreichend groBen teellen 4. Die Bpurrelation
nil ’ 3

Sp (Y—1) = Sp (Y*"1) + 1/ zieht daher

(86) Syl 5= 8y

nach .sich,

Es sei nun entweder 2= ! oder n> 1 und Satz 7 fir n -1 an Stelle
von n richtig, Im letateren Falle verschwinden dann alle a (7') mit V| = 0,
wie man durch Bildung von @ (f_; (Z)} unter Beriicksichtigung von (86)
erkennt. Tn beiden Fillen ist die Funlktion

v
« (B) = abs f_z (£) Y% fir ZC 9,

beschrinkt vnd nimmt ihr Maximum » z ( in einem Punkt Z, von i, an.
Esgeiz = z + i y cine komplexe Variable, Z = Z, - 2 E, { = 277¢ und

G ALY = oy (7)) e AR,
k

wobei 4 durch ;i =14 [-4 S

] bestimmi werden mége. Dann ist g () reguldr
13y Hgerr, B.: Theorie der Bisonsteinreibhen héherer Stufe und thre Anwendung auf
Tunkfionentheoric und Arishmetik., Abh. math., Sem. Univ., Hamburg b, 1498 (1927),
1) Formulierung und Beweis dieses Batzes in der hier wiedergegebenen Form ver-
danke ich Herrn Srecwe {briefliche Mitteilung vom 28, 11, 49), Die Tublikation ecfolgh
hier mit seinem Einverstindnis.
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ineinem Kreise abs { = o vom Radins g = 1. Auldem Kreise s= 277 = als {=0p
Hegt ein Punkt it
ahsy {0) = absg (1),
Wegen
- *
absg (0) = a2 (Z) | T 2grsm)
folgt
- ok P

2 pidRp ¥y,

....... P4y
Setzt man noch

nhy - loglB 4y ¥Yoll= g ly),
s0 ist also

pref W = mit oy = — i;:r log 0.
Nuu gilt aber ¢ (0 = 0 14l
i . , E
w0 =ni- S Sp (Y znl— Gt 0

also ist g () < 0. wenn p binreichend nahe bei ] gewdhlt wirl., Daher ist
pre= D also f_ (2 = 0, q. e .

Als Beispiel wilile man # — 2. Dic Ungleichung (85) ist dann mit, £y = A,
beweishar, worans

folgt., Ferncr ist

— < - .
£ 2a|n 10

Ist mun k8 und n(0) = 0. so folgl. & ([, (Z31) = 0, also (7} = 0 fir
Sp (7} <2, mithin f_, (£) = 0. Tir 5= 2 und jedes k= 8 st also die Basis
der Modulformen von der Dimension — B bachstens eingliedrig, Da jede
Modulform ersten Grades von der Dimension - 2 identisch verschwindet, so
ist stels ¢ (f_, (2)) = (L also @ () = 0 und daher fog{Z)e 0 Fir k=46, 8
werden die Modatformen Feor (Z) von den Empwsrriv. Beihen g {5, 0 er-
zeugl. IPir k= 1), ko= 6 (2) werden die Formen foox (Z) jedenfalls dureh die
Porscariischen Reihen g, (Z. 7 dargesteilt,

(Eingegengen am 22, dugnst 1950}



