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Der vorliegende Aufsatz enthalt erste Angidtze, um dic von O, L. Smgwnt)
pingefiihrien \Ic:: Iillormen holeren Grades o die Heokmsohe Theorie®) der
DrptencErechen Beilien, die gewissen Fuuktinualgleichungen gentigen, oin-

subeziehen, Do es mir wweekimiilie erscheint, zowichst einmal den ein-
fachsten nicht-trivislen Fall gesondert darsustellen, heschivinke jch mich hier
aufl die Betrachtong der Modulformen sweilen Grades. s geizgt sich. dal
jeder solehew Modullopm mit Hilfe der Menoivachen Tategrallranslormation
einn Wvatern voir Divichletrelihen zugeordoet werden kann,  Diese lassen
sich in die ganse kemplese Ebene analyliseh fortsetzen und gendigen er-
warlungseentill gewizssen Fonltionalgleichungen, THe Art des Voergehens
wivd dureh zahlreiche Analogien swizebon dew Hinssrwschen and Srioopt.
sehen Modullorrmen nabegelegi: A L man bravelt nor die Methode, mit
der B Hrers?) ans den Thet rnf‘ﬂmu der reellen gquadratischen Zahlkarper
die gngehdarigen Aetafunktionen wit GroBencharakteren abgeleitet hat,
auf die Modulforinen gweiten Geades sinngemsl zu fbertragen. An Stelle
der Grabewcharshters Lreten jetzt Fonklionen, die sich ans gowissen anto-
morphen Wellentunktionen der hyperbolischen Ebene in 8hnlicher Welse
ahleiten lassen wie die Grobencharalitere aus der Exponentiallinktion. Die
Frage, ob die ciner Modullorm zweiten Grades zugeordneten Reihen diese
sindeutiz bestimmen, bleibi olferr. Hicrsn bedarl os noch einiger Hilfsmitted
aus der Eigenwerttheorie parvtieller  Differentialgleichungen, die offenbar
vicht ganz billig zu haben sind

Wir hringen die wichsigslen Schritte, die zur Aulstellong der Zeia-
funktionen mit Groflencharakieron fibren, in Erinnerang, wmn die Anslogie
il den folgenden Eniwicklhingen wiuu!‘:ii&'iif;'; vor Augen zw halien.

Fasei K ein veeller quadraiischer Zablkdrper mit der Grundeinheit e = 0

ansd g0 - g0 der von de }..{im.xi,rm ] \-"vz"m:.iaiweEmw Autamorphismus des Kor
pers K. Bekanntiich b{f-~EE€. die Thetureihe
() 9 (ray e 7 pielte e

I

i der ¢ eine gewisse von K abhingige Konstante hezeichnel und g gowiase
garee Zublen i A derehldolf, eine Modullorm zu einer 'ETﬂ!nr'”mppe-\ dor
Hiremrrschen Modulgruppe des Warpers K dar. An Btelle von o = = S T,

¥ —m ot fithrt die Varinblen w, ¢ durch die Glelchungen

2y e g @RPI0EE gt gy g —Zeloge

edrnowm eie Luvariany gegesither der Transformation {y, ¥ = (v &%y &Y
mit dem Prinzip der Fourterentwickinng in Verbindung bringen zu kdnnen.
Mark, Awn. 138, 817 (1835,

Babdn Anne 1UE, G604 (10360,
it Mathy 200, 357 (0918 20 Alist, Mok, 206, 17 (1820
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Alsdann liefert die Mellintransformation die in 2 periodische Funktion
=

3 Els, o) = [ {3y, iyy—alu1du
y

7.{¢-wsl'i‘<’g) YUt e2elome lr’ﬂfj_—f'_'i‘lugze«}_“'
Tt [ } '
23

Hierin ist oy das konstante Glied der Thetareibe, & (s, #) hat die Periode 1:
0 &
Eda v+ 1) == £ (s, )
und stellt eine Krsraixsehe Zetatinktion dar, wenn mnan vem Fakiopr o—2 J7 {8}

absieht. Die Fougerkoeffizienten £, (8) der Fonkiion £ (s, 2) besthomen
diese. also auch & {7, 7'y umkehrbar r»m(immw. denn es ist

UGy — o, - Els,vyu—*tds,

Man erhilt explizit

i
“) uls) = [E (s v em 27 im0 dy o A5 [ (s, ) A el
0 Wy
mit
i
5 - [
(5 Afpgy ma o 7 Tow

udl einem gewissen elementaren Faktor 45 1M (s, n). Die Sumimation ist iher
gewisse Hauptideale (1) zu erstrecken. DTie Reihe

(6) v A
i ut

stellt rine Zetafunkiion von K einfachister Ari zum Gréabencharakeer A7 dar,
Bel der Durchlthrung der en tsprechenden Theorie fitr die Modulformen
sweiten Grades ist ein Umstand von entseleidender Bedentung, der in
der Heckeschen Theorie®) kein Analogon besitzt: Um zu einer gegebenen
Modulform zweiten Grades Dirichletreihen mit Hilfe der Mellintransfor-
nation konstroiersn zu konnen, geniigt e nicht, wenn man ans der Fourier-
entwicklung der Modulform das Isonsta,nro Glied {entsprechond o, in (3)
iwmuxnunm!,. sondern es sind auch alle dif jenigen (leder dli:,ﬂ.h()liil(*ln
die vu Exponentenmatrizen vom Rang tmhmfﬂ Die ausgeschlosse
Kneh‘lzlt nten hahen aul die Bildung der Dme hletreiben einen erkennbaren
Einflul} insofern, ais sie die Rvsmuma in den endlich vielen mdaglichen Polen
erster Ordnung eindeutig hestimmen, Um die Art dieser \himr:vzni\mf fesi-
sustellen, 1st von den h;gf'bznswn der Heckeschen Theorie2) \witw'hmu]
Cobrauch zu machen. Das ist nicht sonderlich iitherraschend, wenn man
bedenkt, doli jeder Modullorm zweiten Grades pine sclehe ersten Grades
dureh einen einfachen Grenzprozel eindentig zugeordnet werden kann, und
wenin man ferner beachtet, dall die Fovrvierkoolfizienien dieser Modul.
[orm ersten Grades mit den Entwicklungskoetfizienten der Form zweiten
Grades ibercinstivimen, die bei der Auls ellung der Dirichletreihen aus-
?Ulﬂ‘-’%“cll sind, Allgemein kann jetzi schon gesagt werden, dalh die Theorie
fir die Modulformen (%~ 1)-fen Grades xuﬁgtcmd]o durchgebildel sein mull,




Gz Tams Maass:

woenr man . Modullommen w-ten Geades dbevgehen willl DL ho man wird
das Prinzip der vollstindigen Tnduktion nach w in wesentlichen Punkten
auwerden missen.

L Ragm der positiven symmetrischen Motrizen zweiten Grades prweist
sich die Paranelerdarstelinng 1)
) g (“ (g™t ey ) (=0, y = 0)

Wy W gt

als geeignet. win zu einlachen analyti hen Ansdriicken zn gelangen, mit
denen die in Verlaul der Untersuchung potwendigen Cperationen dureh-
pefihrt werden kénnen.  Die metrische Fundamentalform

=) defes L Sp{Y-1d F)2

dic geeenither den 'E‘:‘m‘lﬁi?m‘riaea-{ie.nwn

Yoy (L

hekanptlich invariant ist, nimmt hier die Gestalt
()

an. Mithin kann die Fliche Y tLia ein Modell der hyperbolischen
Ehene angesehen werden. 17 hezeichae eine reclle Matrix zweilen Grades
mit der Determimante + 1 ferner sei 1 == 2 £y Dann sind ¥ - Hyir
und 7 -+ U (7) verschiedene Darstellungen ein und derselben hypm'I}c,al.z.st.:hfll.i
Bewegnng,

dat 4 dyt

Aunfsteliung der Diviehleteeiben.
Wir bezeichnen mit grofien lateinischen Buchstaben zweireihige gua-

dratische Matriven: ]llnb(-}b!_}ilf},i-I(‘ soi B die Rinbeitsmatriz und (@ die Null-
matrix. Ceniigen die ganzzabligen Matrizen d. B, ¢, D den Bezichupgen

AR — B4, O =DpC, 4D —BU - K

o (1 B
T\ D

eine Modulsubstitobion sweiten Orades dar. Die Gesamtheit dieser Sub-
stitntionen hildet hegielich der Matrizenmultiplikation eine Groppe My, dic
SrpeeLsche Moduolgruppe zweiten Grades. ]_)(*I Raum § der syminetrischen
komplexen Malrizen zweiten Grades mit positivem Imaginirteil:

(10) Z = ( ) —X +iY, X= (t *') g (3’“ f’“) =0

) Ly Ay ty e

dann stellt

< M, vermoge
(11} g (%) — (A7 L By (OF 4+ Dy
in sich dbergefihrn, Sei allgemein
BT = @ B == [ R und abs (£} - 'Fit__-i.m.;.g der Determinante (R

Offenhar haben die Matrizen (U Y und PHU] T dieselhe Spurs denn
sic gelen dwrel zyklischie Vertauschong tif‘l’ Faktoren auseinander Lervor,

wird durel die Sobstiiutionen o

o auch O L, Bigcwn: Arer. o Math, 65, 1 (18943), inshesondere Lemma 1.
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Sp (T[] Y) ist also unabhlangiy davon. ob [U] als Rechtsoperator von 7
oder Linksoperator von ¥ aunleefafit wivd

Tin Fundamentalbereich §, vou M, iIn § wird nach Smgesc’) durch
folgende TTngleie hmm(m heschrie e ‘

Loabs{(CZ 3+ ) =1 fir alle zweiten L Matrizenzeilen™ €00 vou Mo-
dulsubstitutionen ﬂi‘nitf'n Grades,

2, 0= 2y,

;7 iy [Mizuoewskische Reduktionshedingungen).
o, = L fory =40, 1,

Es sei & eine mimis( he /;&hl Lmd v {g) ein ahelscher Charakier von My,
Unter einer Modullorm (zweiten Grades) der Dimension ~ & zom Multipli-
katorsystem » {g) verstehen wir eine Funkiion ¢ (2, die in § cine reguline

o > 3 o
Funktion von z,, 7. 2, darstelll, in &, beschrinki st und der Transformations-
0r ~F 2 2
}i']]’ii‘]

(12) glo@)=vin CZ+D gz firo— (5 i) < M,

genlgh, Wenn g (%) nicht identisch verschwindet, dann ist notwendig

?'( 0 gl

Wir beschiinken uns aul solehe Charaktere nnd fordern aherdies noch

(B ooy
"o L) 0 )T

far ganzsablige S0 mit & = 8 und

6 B 7( ...... B0 | 4{( OB\ (BN (U 0y
—zol T\ o-g " Y—rollorl] Tlo [F) Heo e

Ist
0B T AT LU
Wopol = wwd el a b=, L _1)

titr panzmahlige U omit 17— L= 870 zucatnehmen, Selzen wir spesiel]

=& und 7 = (l

= 1. Aus den Belalionen

o] . .
PR R ergibt sich

( G (Y )—-j it 1 Lo
N_po) =o' o) = it g = | J

Da die Modulsubsiitutionen

B R (U0 0B e
(0 E)’ (o z:—i)“ (_ﬂ 0) W=8,10 =11

nach B, Wrrrd) die Gruppe M, erseugen, so st offenbar o) == 1 lir alle

o My Facrwelst sich also als unnoiig, Multiplikatorsysteme einzufihren.
Jeder Modulform g (Z) 1t sich cine Modullorm ersten Grades ¢% (z,)

eindentig zuordnen. Man erklirt sie als Crensfunltion:

(13) g (2 = lim g J( ”)

' A Y

und bewedst mit Hille von (123 die Transformaiionsformel

(14) g (U <zo)) = {07 + ) g* (2)

5 Wrre, B Hamburger Abh. 14, Po(1%41y.
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A e T ab [ )
fir belichige Modulsubstitutionen ersten Grades UV == e dl Fir =1 (2)
verschwindet ¢* {z;} notwendig identisch.

Aug der Invarianz von g (Z) gegeniiber den Modalsubstitntionen 2 - Z - 8
ared der Beschrinktheit in &, folgt die Maglichkeit einer Fotm&ﬁa&wn
Reibenentwicklung

{15) glZ) = N o (T)et=ispiT2)

i der diber alle halbganzen nichi- lkf‘ff‘lf]\'(\n symmetrischen 77 summiert
wird. Fir gamzmhhgu Umit U= 1 gilt

(16} a (T[T =a{T).

T vl T* sollen eigentlich assozilert heillen, wenn es eine ganzzahlige Ma
triz U mit der Determinante 1 gibt, so dall I% = TIU] wird. {7} bezelchne
einen Reprisentanten in der Schar der zu 7 eige nthf,.} 1 a 550/&1(*111 n Matrizen,
. . ; . , N 1o 00 .
Hat 1 den Rang 1, so gibt es einen Reprasentanten {7} — (0 l) (¢ = 0.

{+ 4 — g - Y .
Wir setzen 4, = o (T fir (g; f), t = 00 Die Koeffizienten a, bestimiuen
¥ (zy) cindentig: ‘
a7 ) = X aeraita,
10

Iu:. der Rang von 1 gleich 2, so gibt es nur endlich viele ”’3&’17?&[1“%4‘ {7 it

=1 ound T = T; ihre Anzahl sei e (T, Offenbar jst (1) =« ({T}).
Wir fahren nun dic Parameterdarstellung

~ oy oy L ey e

(18) Youy,, )r,( AR

ein und setzen 7= o b iy BPer Ranm der positiven T wird dureh die
Ungleichungen o = 0, y = {0 beschrieben,  Besteht zwischen ¥ und «, 1
div: angegebene wnkehrbar eindeutige Beziehung, was wir kurz durch
Yo (1, 7y wum Ausdruck bringen, so folgh auch

(s U (r)) uned ¥ ( ! . — : ),

M T
was miihelos bestitigt werden kann. Dabei ist U7 cine beliehige gangzahlige
Matrix mit der Determinante 1. Far die Gruppe der Translormationen

{19) (U)X -

YV [ Y (U ganzzabliz, 7 =1
stellt der Bereich

(20} & Yo b= oder

= 23/1‘2?/‘;:1'3!2, O p= ]

eimen Fundamentalbereich im Raum der positiven ¥ dar. Als Fundamental-
hereich der Modulgruppe ersten Crades wihlen wir in der oberen z-Halb-
chene die Modualfigur
b o
(20 [l

Man erkennt sofort die Gleichwertig lwlt der Aussagen:

i

-yt =1, =0,
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. o~ . 1 ~ .
(22 YIO®=108 . l=e oder — S bocu=sl.
Die Abbildung ¥ - ¥ fithet % in sich ither.

Wir setzen in der Fourlerrcihe (13) X == 0 und nehmen eine Aufspal-
tung in Teilreihen vor:

(23) FON) =g (G Y) = ag 4 (F) = fy(X),
(24) BTy = N a(lyem2es @™ (v=1,2).

Rang @'=v
Hat T den Rang I, so gibt es cine nativliche Zahl § und cine ganzzahlige
Matrix 7 mit 7 =1, so dall T — (:} ?) [L7] wird, Eine einfache Rech-
ung ergibt dann ‘
Sp(T ¥y =tu 7 ’ 4

. [ . . " . .
wenn { ( ]) angenommmen wird, Damit erhalt man schlie Blich
[ A -

. P [ . Y ler o d
(2?)) A (}r) =5 .2.1 at L g 2l y
bl {edyes 1
; . (2 . T
26 Ay = ¥ "t b N - 2a ST T
(26) bidy= £ S A

Suwmmiert wird hier ber alle Paare von teilerfremden ganzen Zahlen ¢, d
bzw. Gber alle ganzszabligen U7 wmi =1

In snaloger Weise hehandeln wiv die Fourierreibe (17):

(27) Ay = g% gy = ag + ()
(25) I () = 3 aye=2atne
=1

Aul Grund der angegebenen Reilienentwickluug kann
9 - Vo or - di?
(20; h(Yy=— 3 jrlut0L
= ey ]
testgestellt werden.  Ferner ist

(30) L) =¥ =Y,y 1,2,
Dras folgt sofort aus (24). Ersetzt man ndamlich 7' durch T“_{J’} S)], 0

indert sich g {77 nicht, wihrend
Sp(TY) in Ap (T [(7 v ('J)J y)zu Sp{T YT

fibergeht. SchlioBlich vermerken wir noch die sich ans den Transtormations-
formeln

Z Y=1Z2 gz Uog* (a0 )= 2by* a
g(— J== Gy ldy und gF (- ay )=z g% ()

ergebenden Bezlehungen

BU Y ) = v Y (N oy [ YR ) = 1Y T 4 v, Y1y — )
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o 2,1 PRI S o B
(32} i (e )= y* ya ff Cad 1 {v* o g — g} -
Zur Abkiorzung ist hier 9= (= DF upd 9% = i% gesotzt worden.

Bevor wir den Ubergang zu den DrricHnatschen Rethen vollzichen,
wollon swir noeh zur Sicherang threr Konvergenz die Feurlerkoetfizienten
@ {T) ven g(Z) gesignel abschilzen. Im folgenden ssien o, 64 £, ¢y feste
nar von g {(Z) abbangige positive Kenstanten. Wir erkliven die Diskrimi-
pante von T dwreh

| 2 1w 7m0,

@h D= .
00y, - :
I A +i T A (ﬁ ﬁj [0 (7 ganzzahliy, U= 1]

and bewelsen, daf bel gesigneter Wahl von ¢

{34} ATy e (DYt T 40

gilt, Hat 7 den Rang 1, so st a (7)) Fourerkoetfizient einer Modulform
praten Grades, Koeffizieaten dieser Art lassen sich belkanntlich in der ge-
witnschten Weise abselivtzen, so dall wir nur noeh den Fall 77 = 0 zu he-

Tee . . LE )
trachien branchen, Ferper dirfen wir veraussctzen, dal T--—(?” {’) die
Lot

Mrvgowskizchen Redokifonsbedingungen

prfitlit: denn weder a{T) noch P dndert sich, wenn man 7 doreh sine
zu T eigentleh assozilerte Matrix ersetzt. Fe st dann £,0, = § 1=,
1=t alao

(35) ty

Zunsebst schittzen wir ¢ (£) al. Dahei verwenden wir cine von L Bravn®)
A B

I D) <M,
so, dall Z, = ¢ (Z) in den Sigeetschen Fundamentalbereich g, falit. s
B U
Bestimmung von S vor und sctaen Zy, = o7 (Z) = (— & -+ Sy~ Bamif

e JAT

angegebene Schlalweise, Zu vorgegebenem 7 bestimmen wir ¢ =

st dunn |y (Z,) Wir wahlen g e  M,, behalien uns eine nihere

#* *

80 -0

wivd Z, = gp(Z)) und 5o = ((-: ), also nach (12

Gy~ —Z 4+ 8P g Z) . gty = (O + D 2 —C| g (Zy) .
Die Keeffizienten der Matrix 8 = ["’ :1 Jasser sick i Bereich s, — o, < 2
¥ ®y

(v = O, 1, 2) gangzablig so bestimmen, dal |08 4D =0, also dem Betrag
nach mindestens gleieh 1 wird: denn [CO8 - D st ein pichl identiseh
verschwindendes Folynom in s, ¢, 8, vom Grad 2. Bezeichnen wir den
Imaginarteil von Z, mit Y, so ergibt sich

. , L oen —k . ke

g (&) =ahs(—Z 5 8)" Tabs ({08 DN 2y — Y7 gy,
o, — & g P | — &
8 T abs (Zy - (OS+IDNT0) Ve
- — b cp B C

Y T = abs (— Z 4 S T gy

=abs{—-Z =

8) Braus, .o Math, Z. 44, 387 (1839).
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Da die Kocffizienien der Matrix — X + & beschrankt sind, kann offenbar
(36) g% 1+ 8p 1yEE

geschlossen werden. Setzt man hierin ¥ o 7!, so folgl unter Berick.
sichiigung von (35)

ey ¥

X T Y =2t

Aus der FourriERschen Koelffizientenforme!

1
a(T) == [{] g (Z) o= 238008 g d o, diey

ergibt sich somit

Wir wenden nun die Mellintransformation ant f,(¥) an, bilden also
{37) £ {5, fw ¥y uts-tdy p=1,2.

Tragt man die Enbwicklune (24 hiffr ein, so ergibt glicdweize Integration
bl Lol = = =

(38) Slsmg=Em ¥ 2s g (s7:9)
riil
- e ¢ o 28

(B9} @, (s,7i0) = D (Bp(TI))=0 = % f‘zr’f’}( gt -, ) -

Rang 7 Rung 7' == SEE e Y b The plty
- . [ o . . .
Dabel ist 1" = (_‘-’ _1) angenommen wordei. Diese Redien sind in gewissem

" oFy

Sinne Analoga zu der Erstersschen Zetafunktion, die in (3) vorkommt,
Das Hauplangenmerk ist auf g, 2u richten. g kann von unsery Standpunkt
aus als elementar angesehen werden, Zololge

Gty T At s N T e b
Spirr) - far _(“ f”( d)_

wird nimlich

{40} GAs. Ty e G (T 28 g (28, g%
A1
1 . ¢ ;
{41 i, s) s, N Ed s omnd gF (s g% = f'i‘
S fedie=1 €T AT P

gesetul wird,  gF stellt die der Modullorm g% i Sinne der Hecokwsehbern
Theorie sugeorducte Dirichletreihe dar.

Brsefzl man in (39) 7 duech 7 [U] (U7 ganzzahlie, 7 — 1), so dndert
sich g, offenbar nicht; glefchwertig damit ist aber such die Transformation
Y-+ {U] ¥, woraus

[y v ofe T . . ,. . PR

(4"2) rf’"v (‘5: i (T}] f]} - {l’*';‘ (" [ ff}

fir ganzzahlige U mit |7 = 1 erhelll. Wir zeigen noch, dalb gy (& 70 5)

fir hinreichend grolie Werte von ")w s gleichmabig in v konvergiert, wenn 1
fy ! -

in §; variiert. Unler der Voraussetzung 7' = (f” i*) Sl r CRFy gl die Al-
ok

schittzong

Mathematiselie Annalen, 323,
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i
=y

Mit Hille vor (34) ergibt sich somit in der Tat

g

Palszig) =oe

Die Reihe @ (9, 75 9) st bel festem 8 nicht nur in 5%, sondern wegen (49
auch in der Halbebene y = O beschranke, Ferner gilt Hm g, (s, 7 ¢) == 01
U e
denn jedes Glied der Reihe konvergiert fiir ¢ -+ = gepen O,
s legt nop nabe, die Fankdon ¢, cder & einer Pourieranalyse hetrells
der Funktionen e (I) zu unterziehen, die folgenden Bedingungen geniigen:
Loe (7} ist in der Halbebene ¥ = 0 zweimal stetig differenzierbar nnd be-
sehrdnkt.

2, e (1) genfigt der Wellengleichong

: - Lt e () = ).
(43) | + ) 1o m =0

3. Fir alle Sabstitutionen U der Modulgruppe ersten Grades ist
{44) {17 ()Y = e (1).
Automorphe [*Zigjo'ﬂI'nzjl{'litmmi: dieser Art werden kiinflig der Normierung
(-f--i) f[ ] 6T \ "l_ v :{U_ we 1,

S ¥

unterworfen. Tst e (1) konstant, also v — 4 ’) .o st je(7) = L; denn der

TE

hvperbolische Inhalt von %y ist gerade Es soll dann e (1) =1 aragf@*«.

nommen werden, Wir bestimmen zunéchst einige einfache Eigense haflma
der e (7).

Auz den aufgelithrien Bedingungen folgt, dall ¢ {7} in ecine Fouriereilie
der Arg

(46) cry=u(y) - S, yT K (2o n y)sinine
T '

entwickelt werden kann. Dabei ist

I by ERNAE SN :t,lz =R iy a0 ,

(47) i) =
t | s

l byt logy -+ equ ¥ file r=0.

Wir wenden den GRBEENschen Satz

48) [[(V @ AT @) —U @AV () de dy={ (Vm LA N T r‘”)da,

pH ] ) e
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wobel B oden Rand eines Beveiches B, die nack auben woisende Normale
und s die Bogenlinge anf 33 'ﬁ)f_eci_vu'IwL ::ili' 73'('r) -oe () wnd V(7)== w7}
., 0 X

ar B W, sl spoziell der Berelch 0« y g, 2o
Pivr g - oo gebi 8B, offeshar o 75, l‘ii_n_x_, /ui(;Ew» (433 wird

L .
(—¢? L 73 -.«i [a (1) - 20 \f' a{r] : / :
.*‘-Sq i f,; ..... I

dean die Beitrage des Rawmdintegrals zu aguivalenten Bandstioken beben
sich auf. Eie einfache Rechnung seigh, dal

i PRl _ Lo . :
Ve(ry _‘(T) dia calyyu'{y) b X e, j Ko2xn 4 g l2 Kgg (2 0 )
i [ == 41 ”z# h

ah. Aus bekannten Bjgenschafton der D sehen Punktion X, (2) gehi

hervor, dall die wnendliche Refhe 2 [y o+ 0o gegen O konvergiert,  Mithin
Hosp 1

Hefort der Greuzitbergang g o oo

e Furn () 17 ().

b2y — 20 i ¥
Y= on

Setzl man r = o -4 (x f vecil), so ergibl eine elementare Umformung

s ) —_
a b Hon Snva (07 ()
(& [f g
— Iim f {f4 ?fﬂﬁ‘ e g b 1 Yy g ok (= [)u Cout ey by j/_gm) ﬁ Fir 3= 1),
. 3“‘” (:ﬁ f"() iiﬂ ”

[Heser Limes kann im Falle o =0 nur dann existicren, weun entweder
fiy oder ¢y glelch O dst. Dann ish der Limes selber gleivh 0, was aber mit
wf4= 0 in Widerspruch stehl. Allgemein gilt alse o f

reeil,  Noch der Porwerseheon '%\ur\ilmrf-wm'z..a.fuxmM tst ferner

o hor? st

N 4 1 g - . ' .
Po{rye—=vietdy — b oy Ky (2o iml gy tir w0

Heser Ausdriuek is f);-w:_;}ar-iu';ki_. Sei fet 2 b also b e b dann vers

sehwinden nicht alle cmdlhin Isl auch

H :
i K gy e oy = 0 beseheiinki,
Bertoksichiigt man

luoe w2 Ko (y) = 228 M) fie Shew = 0.
Her 0 |0
so ergibt sich offenbar (A1 < b, mithin 2 %% 00 Der Fall e ]
fiahot wnd eimne Pofentiallunkiion, die in jedern Punki einer geschlossenen
Flaehe voguliiv ist. Kiae solehe Fupktion izt notwendig konstant. By st
also sllgemein
(493 e 0 oder w

D anch

(e
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besehrankt jst, so folot nunmehy (Fir g > o0) by =g =0, d. bo a{yy =1,
sofern e (1) nicht konstanh, also jf < 4 st Setzen wiv gencrel]

J' L it e {7} = konstant,

3 5 () e
(50) ot l 0 it #(7) 4 konstant,

dann ist also
(51) oy = B ed.
Wir wenden (48) anl () = elr) wd P ) = 1 an and evhalien

e NN Yy
e fTegn L T )
' E, s T Yoy
Hicraus sl schlieBlich )
. 3 §
(52) .

7 enlnehmen,
Wir wendoen uns nun der Undersuchong von

o ! ‘o —— duwdy
(53) Bisieg— | [] & srgem 00
A
s, Hierin tragen wir die in §, gleichmiabig konvergente Entwicklung (39)
fir p == 2 ¢in und erhalten nach gliedweiser Integration
i Y ey
N sp ey e
S i
b dwdy

J S pm YT E o

[P g—_——

I durehlaolt in der ersten Snmnme alle ganzzabligen Matrizen mit des De-
terminante 1o Bs Lleibi noch

(55) Qu Ty = |

VAN berechinen. Sebat man

7, =y
s owird

(56)

mit
o

{57) o g, T e

nachdem an Stelle vou o, wicder 7 geschrieben ist. Wir tithren in {56) hyper-

bolische Polarkoordinaten g, 4 zum Mittelpuukt 7= ¢ an Stelle von .y
cin. By gelten die Beziehungen:
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k3

=& Sy reell), Feescond. oy e xsin (s =1,

sk : rha ol

=2 Gols, o Zinodpdd.

Die Wellenglelchnag (43), der o — o (7. 7)) gendigt, transformicil sich in

“ R (,ﬂ. & m} E g T :
55 — s | i = () o )
(38) Bl o i_f:a EE ) i T TH T
und (38) weht ither in
=t
(3 (e, T =47 fr f (Lulu) o Zing dp Al
60

Fir entwickeln o in cine Fourierreihe

£y % ,. o2k

(60 meE= A, {0} e .

Brie Koetfizienten w, (o) geniigen gewl Differentiadgleichungen, die aus

(38) zu gewinnen sind, wy {p) insbesonders ist Lasung «er Loornnieschen
Differentialgleichung

(] o ;.’) (j'./(-’:n] . (} 1 ,3} (1

o = ti poch pregolir ist, o ergibt

wenn 2= Eolp goselzh wird, Da e, v g
15

sich pach?) Kap. TV, § 4, (6a)
SRR L Lo ir {UYOR

Die Konstante ¢ hal den Wert o, (0. Darmit wiid

[ wdd = lira o (o) = c.
i} PESS4]

w {4, Iy = e, Ly = Jlin -
Pt

Wir tragen die Entwicklung (80) in (3%) ein wnd fithren die Lutegration
fher & gliedweise ans. Offenbar lefert nur o, cinen von O verschiedenen
Ceitrag zom Integral. Nach der Substitution z = Gofp erhilt man

(61) My =2gm@E a7 (AR syl

Tragt man die Darsiellung

Kty == ]/’" '-1‘17'*1 —teys 2ol = {s.7) Kap. IV, § 5, Ahschnitt 0)
in ‘-

R ) R Y R IR U REIE Ty

el uwd vertauscht die Reihenlulge der Integrationen, so enthilt man
I Macxos, W, u I i)m,w;b"iq
tiwnen der mathematischen Phyalk,
Verlag 1948

BOWarson, (1, N A freatise on the theory of Bessel funetions, Cambridge 1922,

tin: Vormeln und Satze e die speaiellen Funk-
Miflage. Berlin-Gidttingen-Heidelberg s Springer-
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o

-
-
iy
o
|

FAT
N

[

e

——

(63) (YY) = e ().

Alsdonn wipd

|
i
EI-N

) e (1 h.

e i hestimroonden Funktionen (34) crscheinen wmunmchr in theer cnd-
eiiltigen Gestalt:

. — 28 g1 LT W f i i
(64) Bisieqy=@m ( - Z)f ( 4 ), (s1e,q).

Praliel sind

IR TR A== 45( o

(i5) gloeg) = 3 =
{ ot / iy e T

die der Modulform g in natilcher Weise zageordueten DIRICHELETschen
Reihen.
§ 2, Bestimmung devy Funklionalgleichungen.

Eine Funkuonalgleichung T gy (5070 9) == gy (5, 710 ¢) LI sich leicbt
bestiien.  Selal man

(66) E(s, i) = S i+ S ) = Fa T B U2 s ) Len T ]

so ergibt sich in der blichen Welse (80 %)) mit Hille von (303 und (21)

oy %ﬁ
Elserrgy = [ ¥y — g ati—Vidu 4
&
@ o
{67) s [ Ty - ey W Ll 4 (= BYE T ) = aty) B by
1 1
- i o (— 1 I k "'1_»_
k] 2k — 5)
WO s
(6] Elh—sorig) = DF

erbellt. Aus (67) kann ey apslytisehe Charalcer von gy (8, 73 ¢] bestbineil
werden ;s denn g {8, T, g} selzl sich aus den Faktoven g (2, %) und G (. 24)
shsanuen, von denen der erete durch die Heowssche Theorie®) beherrschi
wird, withrend fir den zweiten in ?) eine geeignete Reihenentwickiung an-

vehen worden ist. Der Vollstandigheit kalber Higen wir noch die Formelnan:

8y Maass, T Math, Ann. B2, 1410 {1849},
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S (o g%y 2y I8 g% (50 9%)

(69) Jr(xfl (et gk :ﬂjf () wk—s =ty M _ i* oo
i i’ % ks

(7 EX R s, ™) = OF EF s %)

{71) gt ) s s S (2 v s),

(72) b —sor) = (s, 7).

Diese Funktionalglelchuug ist evident aul Grund der Entwickiung

P 3 [ : Py L—y R BPSEE I RS 3
c T = 2a T Ly 2t s = ) 02 - 1) g
w1 o \ .\ o | [ :
{73 + 23 I L ity i i, " l 3 fia, A2 omiy) etning
o 1 lrf, dy=n J = '
went hier noch die Funktlonaleleichung der Rizmassschen Zetafunktion
U {s) hericksichtipt wird.
Unser eigentliches Ziel 45t jedoch, Funktionalgleichungen i die Pank-
tionen @ {81 6. 9) zu finden. 7o dem Zweok wied
i _— —— s [ — oy
fisiegi= o J] & migen 7 g I ThaEE s g T ¥
{:T B i E7 [ E
nmgelormt. Die Tntegeation ober o anterbrechen wiv an der Stelle i,
Pras cndliche Integral tber o vor 0 bis 1 owird wit Hilfe der Substitution
%o - inein solehes von 1 bis co verwandell. Beachtet man die Trans-
formationsformeln (30), (31} wid die Mittehverigleichung (32), so ergibt sich
fiir £t ddie Zerlegung
. i o e o 4y,
(74) Risieg) — = [ ([ f ¥y itm st L0
E' T S1 ¥
koo 3 | & i
. SR e —m o Al Foem TYYN W mm o, B ()
T Pl (Fyetnyuzt—a—1 gy H vo_1 ¢ ’ ) | b
. i % 3yt 5 b & [

¥ E ........ f” !’{ ) VLR SLE D I E)T(T) w— 25— 1 iy i ;f?f )

E' a1

Ui hier eine Tnvariane gegenither der Substituton s - &~ s zu erhennen,
Wmissen wir das Ietate Integral geclgnel umformen. Zngleich st Jamis die
Frage dev analytischen Fortsetzung von g (s1e, g) 2o kliren, lst doch die
vorgenenunene Unformung von £ nor £ir s-Werte il binreichend grofiem
Realffeil erlaubt! Wir konnen das letzie Infegral offenbar als Grenzwert
des Auadvucks

Fir p, g =+ co darstellen. Dabel begeichnet wie bisher B, den Bereich 0 < y =g,
Rl a® Sl
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ST _— L
Jo(pg) = { ! h Tl e(n w2k —1 gy di:y ,
o1y

(76) !

Jylp r]}——! ----- [ ety ez

\‘f[

Pann wird
(77) Tipogy = o) — o lpgh

Die Tntegrale (76) wovden nun it Hille der Tntwicklung (28) berechnet
Zunichst bestimmen wir zu jedem Paar teilerlremder ganzer Zallen ¢, d eine
. R . . o b
Modulgubslitation (7 = ( /
i i

fen 22l = 1 abbildet. 7 jst durch ¢, d elndeutig bestimmt. Wiy selzen

), die den Fundamentalbereich 3%, in den Steei-

(i8) S = 1 U8,

o
wobei U ein volles System von Modulsubstitutionen der angegebenen Ard
durchlaulen médge, so dall die zweiten Zeilen zweler Substitutionen U7 sich
nichl nuwr uur ednen Fakior 4 1 unterscheiden, Dminit ergibt sich

L oo S P S Lol
AN g T T ('” et )fﬂ('f) w0 =ty ¢ ?-;j”

Sind 7 und z; Punkie des Streifens 122 =1, y > 0, die heziglich der Mo
o

dulgruppe dguivalent sind, =0 stimumien p = Fwr 7 und g, == Jm 7, dherein

-

- ; [ ~ -~ \ .
oder es dst oy oy, = L Sel nun = y=g, 10, Dann ist entweder
g .

g =y =g oder y, = : g, jedenfalls also 1) OB, mithin v C&, Da

Y "'

Bereich

izt also in &, entlulten. By sei M eine Schiragke fir e (1):

Fiy oy oo 1
Wir entwickeln die Bigenfunkiion in eine Fourerrethe. Nach {31) kann

g7y = d{e) - .;S e, ) Hgln.m:;
Bk 4

gesetet werden. Sodang ergibt sich mit ciner gewissen Fanktion € (v),
die der Abschdlzung [, (v) = M geniigt,
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%
=gt — lady

(80) [« ¥u(r)

&
3t

g gl

-m L
— y i w= g —:iny X
Y ¥ . £ ¥ §
= 8 (e) by e
g -
1 : 2w "
b
. % |
"o Lrbug
[ — Sie)e [ N TN
2 miu () 7 (Eu)

Dabel ist CF () = & () — O, {0} gesetzt worden. Man erkennt sofart, dafi
Wir wenden die abgeleitete Formel ar, wm J, (pg) 2o

Analog verlauft die Rechnung fiir das zweite der Integrale (76):

. 1 ey o e — gl ol dd
'fi (g = — ﬂl ) f[f? ('{L , ¢ {T) M § At i ¥
2w el ¥, " '

A B

il —gar . ot o
- s e L R [T ] A RTE LS

- i |
7

Wir setzen zur Abhkirzong

(B3} e Ly)
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Dhapn wird

(34} Wigy = — [y

el
X Foo 1 o i 1 .
: — D8 B B(fe s — Slel o [uN uis
(45) o (p,gy = ¢ EJ o te) Ik (:) prETE T gy Y “ Ih ( ;) T gy
L 1 Tl
'}1

- 12 By |
N Vil

gring  2ls—
Briwg, Hs—Th

Der Beitrag der letzten beiden Swmimen zum Integral o (p,og) wind norer

der Vorsusselzung o == e s > & abzescehitsl dureh
o lay [ s mfuy o b Tty  Hlo--13 E
DR A dn 4 [ 2 i i
= bl 0
M oo !f?"() —gatug, 2E-N) g M 1) 'i..:, oy
= . I L . - ’ R ’_; i_." : ¥ 7 —- o EXIPYS
Tala S0F b @A fa gt T

= {)(1 ) i g - oo gledchmifiig o o,
r / c j
Deannach it
(56) fm o fpog) = Hm S g,
o, 84— on iy A = 0
WO Wir

(8T) JEipogy = _/{ fe-(“)-um" gy

i q

sotzen.  Partielie Totegration foled anf

S {w ! N wga
] “ 1 _i"["( " )'N“S it
i' g2y~ 1) Y

Wir vollzichen den Grenzitbergang p - oo und evhalten

(=1 o7 ( ')
(885 S gy = N S (pLg) = — . A

P Ve 2k~ 28

J f( ﬁn(;) it E O gy
1

PRI
" Vmg(2k—2

MNach (32) st
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Liamit wird
______ IO ( I G
Vo gINZs— 1 T 2k — ) e |

SR s -1 = | ¥ —1 ‘o
— . . P a0 (e L. Chzee
! (=" de)g" fi(q)' i U . (e)g* / fj"(-f"}u et
1 ’ A

— g
_____ L I N R T LY S o )
' Fate—ty ‘2k—s—~1 2&—-?} ' gl VE2h=2s— 1) (h—9) T (2e—1)s)

Wir zielien die fir ¢ - s ersichtlich gegen 0 gelenden Glinder hera s,
bilden also

M) S g) = -

Eg ist dann
(913 m S (pey) = Ll J# () = T J (g}

PG s if—e o 1} — o

Beriwksichiigen wir die Identivat

| Loy_ =nf o, ! (=0t
S 77 LIREEEY SR T I 77 S G RO E—1 27
I ie k=1

so Tolgl wegen ag{(—~ DF — 1) = 0, daf

P _ ! ‘ (—nF A i* m)(f;{_])
2 o= ( AR 7_1)(_ /"(E“) ¢ e

i

ist. Bs bleibt der Grenzwert der letzten Klammmner zu hostinuner., Ausgehand
von der Pormel

&

I BV AT REE TP RN
-t @ — i
finden wir
1 & ,;Vﬂ-gm oz e I -?-.i:;\c e g®) I (s
B {11} = g / ;:’ “t [ {S) s = : : - f i (g1 !") ) da.
SR e 1 2t (2wl )t Iy i 2 xy)’

wend wir ¢ hipreichend greafl wahlen. Wir verschichen die Tnlogrations-
gerade parallel bis zom Pankt ¢ = — 1. Da J'(s) in ¢ = 0 und - T
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in s==*k—1 je cinen Pol erster Ordaune haben?), so wird nach dem
Reshidurusaty

11 e
O3 4 =57 {37 S

2 | 2md e (2 y)

()

“/m_______ ds = q’?‘ (1, %) - o Ik — 1) }

@ayt—t]

Man stellt leicht
Infolgedrssen ist

Dabei besciclmel o das Restduum von g s g in s
fest, dall das letzte Integral mit y gegen 0 konvergiert.

; b o1 AN af'(l:—l}g‘("_'i
(.;4) — (PR (ly" ) iiH] (— II& (g} he - )

2 5 2 &
=7 B — 50 (_} :-‘J',’)

Aus der Hrereschen Theorie?) enloehmen wir noch die Bezirhong

(93 fy = (— 1)F i 2y I
Alzdann wird
\ B ke
lir (— /f(f)* L ;.,_{,‘E ) - 13,5 ¥ (1. g™}
1_2'—)-'\\3
und
. i T ron ! ])f.’
(96) fi i = — 2 020 el )

g — D
Diese Bezichung oilt picht nur fir b o= 1, sondern auch e & = 1, weil dann
beide Seiten dm* Gletchung versehwinden, Aus (T4) ergibt sich damit dir
gewinschte Darstellung

(97} Hisie,g) =

-

Sie st galtig fir alle s und liefert die analvische Fortsetzang vou g8 e, g)
in die gange s-Lbene. g (s:e ) ist abgeschon von endlich vielen Polen
erster Ordnung iherall 2'(15,1‘131;’54‘ t'l.r:u‘] geniigt offenbar der Funktioralgloichung

{(98) Bk —sie g = (—1FE(sieq).

Anwenden lassen sich die vorstehenden L';.m:r'rsl'ac_'-h ungen aul die BEisen-
steinreilien. Die Fourvierkeoeffigienten dirser Reihen haben, wic Bikern!)
gereigh hat, multplikative Ligenschaften. s wive von Intercsse, festzn.
stellen, ob es sich hicr um eine Besouderheit der Bisensteinreihen handelt
oder ob auch anderen Modulformen zweiten Grades diese Eigenschaft zu-
kommt. Diese I'rage ist wegen der Beziehungen der Modulformen zu den
Dirichletreihen und wepen moglicher zahlentheoretischer Anwendungen
von erhhter Bedentung.

{ Eingegangen am 21, September 1024,

Dk der Brihlschen Universititsdruckerel, Gieden



