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Automorphe Funktionen von mehreren Veriinderlichen und
Dirichletsche Reihen

Herrn E. ARTIN zum 50. Geburtstage gewidmet
Von HANS MAASS in Heidelberg

Es hat sich gezeigt?), daB die von E. HEcke mit Hilfe der auto-
morphen Funktionen begriindete Theorie der DiricHLETTeihen mit
Evrgrscher Produktentwicklung?) in einer neuen Richtung wesentlich
erweitert werden kann, wenn man gewisse nichtanalytische automorphe
Funktionen in die Theorie mit einbezieht. Dabei handelt es sich um L§-
sungen der Wellengleichung

ay : [yg(%_f.é%)-i—i’}f(r):o ’ (T;x+5y),

~ A stellt, einen Parameter dar, iiber den in geeigneter Weise verfiigt
werden kann. Unter allen partiellen’ Differentialgleichungen zweiter
‘Ordnung in 2, y ist die Wellengleichung ausgezeichnet durch ihre In-
varianz gegeniiber der Gruppe der Transformationen

| e (@ By, 8 xeell, 28— py—=1),

‘die gich als Bewegungen der hyperbolischen Ebene y > 0 mit der
metrigchen Grundform

T >

da® 4 dy?
dsz = __ma‘i—

o i
deuten lassen.

Eine sinngem#fe Verallgemeinerung dieses Funktionsbegriffs auf

mehrere Veréinderliche ist naheliogend. Sei ® ein beliebiger (& + 1)-
dimensionaler zweimal stetig differenzierbarer Rizmanmscher Raum.
% @', ..., a* bezeichne ein lokales Koordinatensystem und

_ _ . det =g, da"da”
~ die metristhe Grundform von R (Bezeichnung und Summationsvor-

schrift wie im. Tensorkalkiil). An Stelle von (1) tritt dann die verall-
_-gemeinerte Wellengleichung

%) H. Maass, Uber eine neue Art von nichtanalytischen automorphen Funk.
tionen und die Bestinumung DiricELETscher Reihen durch Funktionalgleichungen,
Math. Annalen 121 (1949), 8. 141—183.

+ % E. Hreogr, Uber die Bestimmung DiricELETscher Reihen durch ihre Funk-
tionalgleichung, Math. Annalen 112 (1936), S. 664—609; Uber Modulfunktionen
und DimnicaneTsche Reihen mit Evierscher Produktentwicklung, Teil T und 1T,
Mgth. Annalen 114 (1937), 8. 1—28, 316—351.
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[f;ﬁ,(ﬁg“&)+ﬂ]1’=0 (g = gur |-

und es erhebt sich die Frage, ob sie Losungen besitzt, die gegeniiber
einer vorgelegten diskontinuierlichen Gruppe von Bewegungen des
Riemannschen Raumes R invariant sind. )

In der vorliegenden Arbeit interessieren automorphe Funktionen nur
insofern, als sie mit der Theorie der DiricHLETTeihen in Verbindung
stehen. Wir werden uns daher auf die Betrachtung des (k + 1)-dimen-
sionalen hyperbolischen Raumes beschrinken, der sich im (k& + 1)-
dimensionalen euklidischen Raum mit den kartesischen Koordm&ten
Ty, &y, ..., &y 8ls Teilranm a;, > 0 zur Grundform
dzd f-de} + - - +dax}

2
Tk

(2) ds® =

. reprisentiert. Die Punktkoordinaten werden kiinftig, so wie es hier
bereits geschehen ist, durch wuntere Indices bezeichnet. Die Wellen-
gleichung nimmt nunmehr die Gestalt

3 g1 23 o 3 o |
() ] 23:6; Ty + f 6) ("‘Z\ t-?

.y

an; dabei ist A% durch 72 | —z ersetzt worden r mt ebenso wie 4 ein
willkiirlicher Parameter, den wir im folgenden der Einfachheit halber
reell annehmen.

Die Bewegungen des hyperbolischen Raumes lassen sich, wie K. Th.
VAHLEN") gezeigt hat, mit Hilfe CLi¥roRrDscher Zahlsysteme in iiber-
gichtlicher Weise darstellen. Sei €, das von den hyperkomplexen Ein-
heiten 4, %, ..., i, mit den Relationen

{4) in L= 0, iy, + 64, =0 (?,g=12,..., k; pg)

iiber dem Korper der recllen Zahlen erzeugte Crirrombsche System
vom Rang 2+ @, bezeichne die Menge der Vektoren

o=ty + Uty + Ul 4 oo iy (u, reell)

in §;. Jedem Punkt (x,, ,, ..., 23} des hyperbolischen Raumes ent-
spricht umkehrbar eindeutig ein Vektor
(8) &= Ty + &yt + Xty ;- + .'!:,,:h

mit positiver (k + 1)-ter Komponente. Die eigentlichen Bewegungen
des hyperbolischen Raumes stellen sich dann als linear gebrochene Vek-
tortransformstionen

{6) x>(ex 4 flyz + 5)41

1) K. Th. Vanren, {Uher Bewegungen und komplexe Zahlen, Math. Annalen 56
(1902}, 8. 586—593.
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mit geeigneten Koelffizienten «, 8, y, § < §,_, dar. Der Vorteil dieser
Darstellung liegt in der Méglichkeit, diskontinuierliche Bewegungs-
gruppen durch arithmetische Forderungen auf einfache Art zu definieren.

Es folgt nun ein zusammenfassender Bericht iiber die in der vor-
liegenden Arbeit erzielien Ergebnisse.

In § 1 werden die Bedingungen prézisiert, unter denen Transforma-
tionen der Art (6) Bewegungen des hyperbolischen Raumes ergeben.
Auferdem wird eine Reihe von Transformationsformeln bereitgestellt,
die fiir die Theorie der automorphen Funktionen von Bedeutung sind.
Dabei wird es sich im wesentlichen um ein Referat iiber Untersuchungen
von K. Th. VauLen!) handeln, aits denen sich alles weitere sehr leicht
ergibt.

In § 2 wird ein allgemeiner Zusammenhang zwischen automorphen
Lésungen f = f(z) der Wellengleichung (3) und Dirrcar.Erschen Reihen
behandelt, iiber den ich an anderer Stelle?) bereits berichtet habe. Wir
pchiocken vorans, daB die Vektortransformationen

. z->x + o fir ¢ < By, 2>—z?
hyperbolische Bewegungen darstellen, Sei t ein fest gegebenes k-dimen-
sionales Gitter von Vektoren aus B, ,. Wir betrachten die Klasse der
Funktionen f(x), die folgenden Bedingungen geniigen:
1. f(=) befriedigt die Wellengleichung (3) und ist in jedem Punkt .
des Teilraumes z, > 0 regulir, d.h. zweimal stetig differen-
zierbar. .
2. QleichmaBig in 'y, 2y, ..., ¥z, ist
@M. flz) =0z} fiir z,-> oo, f(2) = O(x;") fiir x>0
' mit gewissen positiven Konstanten », und »,.
3. Es ist f(z + o) = f(&) fir « C 1.
4. Es gilt die Transformationsformel f(—z) = f(z).

Die drei ersten Forderungen ziehen fiir f(z) eine Fourizrentwicklung
.der Art

k ! n x
Y f(@) = w(m) i(z;a(ﬁ)mﬂfi,(znlﬁ|xb)e" fmea

g0 ,
nach sich. Hierin wird iiber alle von 0 verschiedenen Vektoren f§ eines
k-dimensionalen Gitters 8 < %B,., summiert, welches durch t eindeutig
bestimmt ist. Ferner bezeichnet || die Linge des Vektors 8, Rea all-

1) Siehe 8.73 Anm. 1.
) H. Maass, Uber automorphe Funktionen von mehreren Verinderlichen und
die Bestimmung von DiricELETschen Reihen durch Funktionalgleichungen, Be-
richt iiber die Math.-Tagung in Tibingen vom 23. bis 27. Bept. 1946 (herausgeg. v.
Math. Ingt. d. Univ. Tibingen), 8. 160—102. . .
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gemein den Realteil des Elements ¢ < €; und K,(z) die Bessersche

Funktion zu ,,rein imagindrem Argument®, die der Differentialgieichung
dw dw
2 2 T -
2 +zdz (=* +»}w =20

geniigt und fir z 5> co das asymptotische Verhalten

K, (z) NV% e’
zeigt, Zur Abkiirzung ist schlieBlich

@, Z; ' + azx,?"" fir r =0,
(8) w(rg) = : %

a5 + ax? log 2, firy =0
mit konstanten a,, @, gesetzt worden.

Die Fille ¥ = 1 und % > 1 sind unterschiedlich zu behandeln. Da
der ergtere in ') vollstindig diskutiert worden ist, kann nunmehr £ > 1
vorausgesetzt werden. Allgemein bezcichne ' =b, 0,3, — -+ — ;1444
den zu § = by + b4, + - + by 4, konjugierten Vektor und P,(f)
= P,{by, by, ..., bp.y) eine beliebige Kugelfunktion n-ter Ordnuag in
L Veriinderlichen?); auflerdem setzen wir Py(f) = 1. Die zu P,(f)
konjugierte Kugelfunktion P,(8) erkliren wir durch P,{B) = P,(8’).
Ferner gei fiir y >0 ‘

E
—=+n

(9 Foly, P,)=1u,ly) ’1;2:"(3) Pu(ﬁ)yz Kir(z:m[ ﬂ!y) (n=0,1,2,...)

3
mit _
_fuly) fir n =0,
(10) un(y) = L0 fir n > 0.
Es bestehen dann die mit f(—=z1) = f(z) gleichwertigen Funktional-
gleichungen

1 ’
any Fo(g Pa) = (=10 Fuly, £
firp = 0, 1, 2, ... und alle Kugelfunktionen P, in k Verdnderlichen.
Die Aquivalenz dieser Aussagen beruht auf einem Identitdtssats iiber
Wellenfunktionen, der folgendes besagt: Eine fiir ;. > 0 reguldre Ld-
sung g(x) der Wellengleichung (3) verschwindet genau dann identisch,
wenn sie auf der komplexen Mannigfaltigkeit z3 + a? + - + a2, = 0
verschwindet, wobel zu beriicksichtigen ist, dal} g{x) als Losung der
T e .72 Avm. 1

%) Bishe etwa E. Hecre, Analytische Arithmetik der positiven gquadrati-
schen Formen, Dansk. Vidensk. Sclsk. Mathem.-fys. Meddel. XVII, 12 (Kébenhavn

1940), § 5. .
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elliptischen Differentialgleichung (3) analytischen Charakter hat, also’
ins Komplexe fortgesetzt werden kann.

Wir vollziehen den Ubergang zu den DmicHLETreihen mit Hilfe
der MEriantransformation. Es zeigt sich dann, da die durch

E
"2

Q) o f (F..(y, B — )y ‘dy =

— tr
=& (s + 50 (s =) #lo, P
erklirten analytischen Funktionen ¢ (s, P,) folgenden Bedingungen ge-
niigen:

1. (a -—,k-;ir)(.s —k_zir)tp(s, Py und @(s, P,) fiir » > 0 sind

ganze Funktionen von s von endlichem Geschlecht.
2. Es gelten die Funktionalgleichungen
an  (13) g(% +n—s, P,.) wx (—1)"E(s, P) fir n = 0,

wenn

4 &6, Py =a (s + ) D(s ~ ) olo, P
gesetzt wird. .
3. Die Funktionen g{s, P,) sind in DirtorLerreihen der Art

(15) plo, Py) = 3 Wl
| 30
entwickelbar. Fiir eine hinreichend grofle Konstante x ist

a(f) = O(|p[) fiir || oo.

Umgekehrt entspricht aber auch jedem derartigen System von Funk-
tionen ¢{s, P,) eindeutig eine automorphe Funktion f(x) der oben be-
schriebenen Klasse. Die Koeffizientena, , @, in %(y) sind so zu bestimmen,
daB fir » =0 bzw. r = 0

pls, Py) ;11. (s 2_“'k T ,;,) T (Ez_a“k_,;,,)
2 .

LAY A

nfan{ffe))

eine ganze Funktion von ¢ wird. Dabei ist allgemein

M, = n~*~'fr(§)r(§+ir)

bzw.

(18)

1 @,

gesetzt worden.
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Eine Verallgemeinerung dieses Resultats auf Systeme von auto-
morphen Funktionen, die sich beziiglich der Transformationen & «» — -1
und z >z 4 «(¢ < t) untereinander umsetzen, ist ihnlich wie in 1)
méglich. Ich begniige mich (in § 3) mit der Durchrechnung eines Bei-
- gpiels zu & == 2. Es handelt sich dabei um Zetafunktionen gewisser
biquadratischer Zahlkérper im Zusammenhang mit Wellenfunktionen
zu diskontinuierlichen Bewegungsgruppen vom Picarpschen Typus.

Zunichst legen wir eine Reihe von Bezeichmingen fest. Es sei:
R(yi} ein imaginirer quadratischer Zahlkorper mit der Digkrimi-

nante d,
K ein relativquadratischer Kérper iiber R(yd) mit der Relativ-
differente D und der Relativdiskriminante b,
M > M' der von der Identitit verschiedene Automorphismus von K,
der R(yd) festlaBt,
n(u) die Absolutnorm und s{z) die Absolutspur von g < R(yd),
N(M} die Absolutnorm und S(M} die Abgolutspur von M < K,
ein ganzes oder gebrochenes Ideal aus K,
eine beliebige Zahl aus U,
ein ganzes Ideal aus R(yd),
eine ganze rationale Zahl,
ein durch 5% teilbares Hilfsideal < K mit folgender Eigen-
schaft: Die Gruppe der im Zahlstrahl mod & liegenden Ein-
heiten £ < K ist zyklisch und besitzt eine Erzeugende Eg mit

EgBy = 1, |Eg| > 1.
Ferner getzen wir voraus, dal WA 01 ein Hauptideal wird:

an AWDD = (Vwﬁ) o < R(fd).
Die in § 3 durchgefithrten Rechnungen beziehen sich auf das System
der Zetafunktionen
no, 43,6, F) = 3 (T (EE) T e mz 0,

M=amy\ “
M e 0, (M),

O esnnm= 3 _—E)m“(y??—')—' fir m = 0.

=0 B N

MEA(DIBSD)( o
M40, (Mg

Der Zusatz (M)g bedeutet hierin, daB aus jeder auftretenden Schar
mod § assoziierter Zahlen jeweils nur eine Zahl in die Summe eingeht.
Mit Hilfe von Thetareihen wird bewiesen, daB die durch (18) definierten
Funktionen ganze Funktionen von ¢ sind, wenn nicht zugleich m = 0
und 4 = 0(ADD) ist. {e(s, 0,; U, U, F) ist tiberall reguliir bis auf einen

) Biehe 8. 72 Anm. 1.
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Pol erster Ordnung in & = 1, AuBlerdem ergeben sich die Funktional-
gleichungen

(19)

— 1y Znisﬁ
EnlL - [m] — 0, 49,5, §) =y=fs 3o (s, By %5, )

B = 0(¥%)

fir alle m, wenn
(20} Eals, 4; 9,0, F) = (22) 2 (I(8)*infs, 4; U, B, §)
gesetzt wird.

Das bei der Darstellung der Bewegungen des dreidimensionalen hyper-
bolischen Raumes zu verwendende CLiFFoRDsche System €, besteht aus
den Quaternionen iiber dem Korper der reellen Zahlen. Wir itbernehmen
die iibliche Bezeichnung, indem wir

=1 =] hiy =k
seizen. Eine Transformation
z>(ex + P)(yx + 81 (x = % + i + %))
mit komplexen Koeffizienten «, §, 7, 4 stellt immer dann eine hyper-
bolische Bewegung dar, wenn «d — fiy = 1 ist. Sei nun

(21)  flz, 4; %5, §) =

a(m@) %, log | Bgl + %ngo(m

0, (M )3

xz)eznn (%@:(xoﬁwﬂ)

‘MM’I

.H..

‘und hierin
_ s{_A_Y _ {1 fir A=0(ABD),
(22) (mw) .{0 fiir A= 0(AHD).

Die Spur s (l—l%-?—d-’ (xg + ¢ a:l)) ist sinnvoll erklirt, indem wir die Defini-

tion 8(u) = 4 + ji(p < R(yd)) auf beliebige komplexe Zablen p er-
weitern. Auf Grund der allgemeinen Theorie erweisen sich die Funk-
tionalgleichungen (19) als gleichwertig mit den Tra.nsformationsformeln

1 Bni&'

(23) .f( —& l; A; ms B, 8:)
PN 5] m
(vD) g odﬂbD

"’f(:v,B w6, F)-

Eine formale Rechnung, die véllig in den von E. Hecxe') vorge-
zeichneten Bahnen verliuft, ergibt achlieBlich die Invarianz der Wellen-
funktionen (21) gegeniiber den Substitutionen der Hauptkongruenz-
gruppe des Korpers R(yd) zur Idealstufe bb: '

1) E. Hrexr, Zur Theorie der elliptischen Modulfunktionen, Math. Annalen 97
(1927), 8. 210—242. — B. such M. S8ugawaRa, On the theory of medular functions
of two veriables, Japan. J. Math. 12, 8. 133—150. .
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f{ez + Bpa + 8™ 4, %, 6, F) = flz, 4; U, b, F)
(24) e p\ 10 B
fiir (y 6)3(0 l)(hb), ad—fly=1.

Das vorliegende Resultat hat eine vorwiegend funktionentheoretische
Bedeutung: Wir erhalten automorphe Funktionen zu diskontinuier-
lichen Bewegungsgruppen vom Prcakpschen Typus, die sich auf einfache
Art, nimlich als Lésungen einer partiellen Differentialgleichung (Wellen-
gleichung} charakterisieren lassen,

Reihen vom Typus

a
,,1%:2 Loy + e |22

die ein den E1sEnsTEINreihen analoges Bildungsgesetz aufweisen und die
sich in die Theorie der Wellenfunktionen auf natiirliche Art einordnen
lassen (vgl.l)), sind zum erstenmal von R. FurTER?) betrachtet worden.

Zum Schlul méchte ich noch auf einige Begriffsbildungen hinweisen,
die sich aus der Theorie der harmonischen Differentislformen auf Rig-
maNNschen Mannigfaltigkeiten fiir dic automorphen hyperkomplexen
Funktionen ergeben.

Uber einer (k-1 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit R mit den Koordi-
naten x,, @, ..., &; und gegebener Metrik betrachten wir hyperkomplexe
Funktionen

f(@) = wo(2) + wy(2)dy + wa(@)iy + -+ + w2}y (4, (%) reell)
der hyperkomplexen Variablen
x = & -+ o33y + Tody + -0+ Fady

Jede homogene lineare Differentialform € iiber R gestattet eine Dar-
stellung der Art

2

0 = Re(f(x)dx).

Seien & und dx die den Formen & und dz adjungierten alternierenden
Differentialformen k-ten Grades, so dalB

0 = Re(f(x) d )
- wird. Sind € und @ integrabel:
(25) d0 = d6 = 0,
so heiBt @ harmoniseh?).
Y) Siehe 8. 72 Anm, L.
%) R. Fuerer, Uber automorphe Funktichen in bezug auf Gruppen, die in der
Ebens uneigentlich diskontinnierlich sind, Crelle Journal 157 (1827}, 8. 66—78.

‘) 8. etwa G. de Ruam, Uber mehrfache Intcgrale, Hamburger Abh. 12 (1938),
8. 313—339, und die . zitierte Literatur.
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Fiir den euklidischen Raum mit der metrischen Grundform
de* = da; + dat + - +dad
ergeben sich aus (26) fiir die Komponenten von f{z) die Bedingungen

=0 fir0<p qg=k
R R o _
dr, Om D
Der Fall k = 3 fiihrt also auf die Quaternionenfunktionen, die nach
R. FurTEr!) als links- und rechtsregulir zu bhezeichnen sind.
Legen wir den hyperbolischen Raum mit der Grundform (2) gu-
grunde, dann erhalten wir an Stelle von (26) das System

9uy | Bup _Bup  Bug 4 gy
dxp ' Bx, T Omy, =0 fir 0 <p gt

B wm N 8w — 8w\
2x, (mgﬂl oy (xz-l Dy \ak--1 -
Wir wollen f(x) kurz analytisch nennen, wenn die Komponenten von

f(z) den Differentialgleichungen (27) geniigen. Sei nun & beziiglich einer
gegebenen diskontinuierlichen Gruppe von Bewegungen der Art (6)
invariant:

Re(f(y) dy) = Re(f(z) da) fir y = (ex + f)(ys + ).
Beachtet man, daB dy = (zp* 4- 0% da(yx 4 8)* ist (2 ->pu* be-
zeichnet eine in §1 angegebene invers-isomorphe Abbildung von 6.,
auf sich.) und allgemein Re(ab) = Re(ba) fir a, b < €, gilt, so folgt

fe((ye + &) (w)(zy* + 6%)7 da) = Re(f(z) dw)

und daher (yx - 8)Lf(y) (zp* + §*)1 = f{x) oder

fly) = (rz + O)f(x)(xy* + 8%).
Offenbar liegt hier eine Verallgemeinerung des Begriffs der (komplex-
wertigen analytischen) automorphen Form von der Dimension —2 auf
den hyperkomplexen Fall vor. Aus der Theorie der harmonischen Diffe-
rentialformen ergibt sich somit ein sinnvoller Ansatz zur Bildung von
hyperkomplexen analytischen automorphen Formen.

(27)

§ 1. Bewegungen des hyperbolischen Raumes

Sei @, das von den hyperkomplexen Einheiten %,, ¢,, ..., 4, iiber

dem Korper der reellen Zahlen erzeugte CLiFrorpsche System. Es
besteht aus den Elementen

k
@ =a + 3 2> @
=1 I r<--. <-p;§k
1) R. FUurTER, Die Funktionenthoorie der Differentialgieichungen Au — 0 und

44u = 0 mit vier reellen Variablen, Commentarii mathematici Helvetici 7 (1934),
8. 307—330.

PTPRTTIN 9 S
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Die K oeffizienten a,, a, ,, ... " sind reell und durch a eindeutig bestimmt.
. )
a = ay + X {(—1)F ;S T T
o ﬁé‘l 1é'l<;"<'p§k *1ry *p 71 ¥2 'p
heilit das zu a konjugierte Element. Offenbar ist
(@ +0) =a + 8, (aby =a" - b,
d.h. g ->a" stellt einen Automorphismus von €; dar. Eine invers-
isomorphe Abbildung wird durch die Zuordnung
& pip+1)

a>a=a,+ ¥ (—1) * > a,nz...,,’i T 1
p=1 1§v1<...<v1,,-_§k
definiert; d.h. cs ist
{@+b) =a-+b, (ab)=250-qa.
Unter dem Betrag von a verstehen wir die reelle, nicht negative Zahl
k 1
Ialz(a%Jrz > 0'-3“2---,?)?-
p=1 150 < - vy Sk
Ein von ¢ verschiedenes Element a aus €, heifit ein Transformator,
wenn es eine umkehrbar eindeutige Abbildung « > y der in €, gelegenen
Vektormannigfaltigkeit B, auf gich gibt, sodalh
ax = ya' tir slle 2 < B,

gilt. Die nun folgenden Sitze, die hier ohne Beweis mitgeteilt werden,
sind der zitierten Arbeit!) von K. Th. VAHLEN entnommen.

Die Transformationen in €, bilden eine multiplikative Gruppe, welche
die von 0 verschiedenen Vektoren aus €, enthilt und von diesen erzeugt
wird. Das Element @ = o« 4 4, mit o, 8 < €, ., stellt dann und nur
dann einen Transformator dar, wenn @, § Transformatoren aus ¢,_,
sind (sofern sie nicht verschwinden), B« in B,_, liegt und e, § nicht
gleichzeitig verschwinden. Fiir Transformatoren a gilt aa = e, also
al = alal™

Sci 7 die Menge der Matrizen
(29) s=(30):
die folgenden Bedingungen geniigen:

L. a ist ein Transformator aus §;, desgleichen b, falls b - G ist,
{29) 2. ba < B,

3. aa —bb = 1.
G stellt eino Gruppe dar. Man bestitigt sofort, daB

1) Siehe 8. 73 Anm. 1.
6763 Mamb. Math. Abh. Bd. XVI 34 6
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ist und in & liegt. Es bleibt also noch zu beweisen, daff & mit §,, S,
auch 8; = 8.8, enthilt. Die Eigenschaften 1. und 2. iibertragen sich
von 8, 8, auf §;, wie in 1) festgestellt wurde, Schlieflich wird, wenn
wir

g, [% % (p=1,2,3)

7 \b, a, Pl
setzen, woraus @, = 8, + biby, by — bya, 4 a,b, folgt,
iy — baby = (a0, - b;bz) (@@, + 525;) — (byay + “;ba) (@5, + 525;)
= {ley P — i (@ — |0 ) + a1a'2625; + b;bgfizdx - blazﬁﬁi
— aybyd b, = 1;

denn wegen b,a,, b,d; < By inn

¢ = a;bzazsl = (a;bzaza’¥l)'1151

ein Produkt von zwei Vektoren, also

0,3y B) + by by, — byaybydy —aybydeh, = ¢ ¢ — i —¢ = 0.,
Den Matrizen (28) aus @ entsprechen Vektortransformationen
(30) v = (au -+ ) (bu +a)'  (u, v By,

die das Innere der (k4 1)-dimensionalen Einheitskugel |#| << 1 in sich
iiberfishren. Diese Transformationen bilden eine Gruppe G, die der
Faktorgruppe von & nach der Untergruppe, bestehend aus den Ma-

trizen + ((l) 'l]) , isomorph ist. Gy ist die Gruppe der hyperbolischen

Bewegungen.
Die Einheitskugel [#] < 1 wird durch die Vektortransformation
=2y + 28 + -+ = (8 + )G + 1)

_ {4 ip) (Gu 1 1) L)t u—aay

feu+ 11 [v—m
auf den Halbraum z; > 0 abgebildet; denn offenbar ist
= |uf
A AL

Man stellt sofort fest, daB auch = == (ui; + 1)t (% + &) gilt, und ge-
winnt hieraur die inverse Transformation

o o== (& — i) —fax + 1),
Fiir die auf den Halbraum z; > ¢ bezogenen hyperbolischen Bewe-
gungen ergibt sich alse die Darstellung

(32) y = (ex + fyz + o)

mit

a 1 5\ fa b 1
@ R [ S

3y Biche 8. 73 Anm,. 1. I
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Die Elemente @, b geniigen den Bedingungen (29). Der Normierungs-
faktor { ist fiir die Transformation (32) natiirlich unerheblick. Qleich-

wertig mit (33) ist .
a B\ (1 4 {1 4\ fa b
p 8\ 1] i 1] \b o

@ + fi, = a + ub, ¥+ 84 =4 + b,
o —ﬁik = 'l;kar'ik "‘I- b'ik, y - 6!‘* = a'ik + iﬁb'i}:

oder
(34)

woraus zu erschen ist, dafl «, 8, ¢, ¢ in €,_, liegen. Wir beweisen nun
dic Aquivalenz der Bedingungen (29) mit den folgenden:

1. Die von 0 verschiedenen unter den Elementen «, §, y, 8 sind
Transformatoren in §,_, ,

(35) 2. «f, 8 < B,
3. 'd - 'y = 1.
Sei @, b ein Elementepaar, welches den Bedingungen (29) geniigt. Aus
a +f4 = (—t +bat)a, y 4 O = (4 + bata
folgt dann, daB auch & 4 f4,, y 4 81, Transformatoren sind. Die ersten

beiden Bedingungen von (35) ergeben sich nun aus einem aligemeinen
oben zitierten Satz iiber Transformatoren. Ferner ist nach (34)

(= + i) (y + 6%) = (@ + 3:b) (e -+ b),
also g
(36) ﬂ; ‘J[— ﬁg —‘ik(a’(_j —_ ﬂ’;") _ a-E -—_— ikbdik + ikba — ﬂa'f:k,
woraus
od— 'y == ad —bb = 1
erhellt; denn ab — #;bd¢; liegh in B,_,.
Hei umgekehrt «, 8, v, 5 ein Elementesystem, welches den Bedin-

gungen (35) geniigt. Ersichtlich ist

Bo=F@s—fpé=Fe)38) —(FH)rd) < By,

o'y =o' @s—pyly = @e)@y) — (@) py) < By,
d.h. #6 und «y liegen in ¥,,. Demnach ist
(37) (@ + Big)(y + 06) = ey + 6 —ia’d — f'y) < B,.
Wir lgsen (34) nach a, b auf: _
Ta = (@ + B} —aly + 04} = [(e + Bi)(y + 8%)7° — &)y -+ 94),
2b = —ale +84) + (¥ -+ 04) = [—de -+ {y + i) (e 4 F1) (e + F4).

Die vorgenommene Umformung ist erlaubt, da ¢ 4 fi4;, y + &1, Trans-
formatoren sind, also inverse Elemente besitzen. Nunmehr sind auch
6t
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die Elemente a, b als Transformatoren erkennbar, sofern sie nicht ver-
schwinden. Die zweite der Bedingungen (29) ergibt sich aus

4bd = — g (a-+ Bog) (0 -Bip) + (y -1 01} (p |- Sigd e —p (- B) (1 -} 01 %
+ (v -+ i) (e +Bey)

und (37). Aus (38) ist damit auch ad@ — b5 = 1 zu schliefen, q. e. d.

Gleichwertig mit «f, y38 < B, /5 — #y == 1 gind die Bedin-
gungen fe*, dp* < B, «d* — fp* = 1, wenn wir allgemein

pt o= gt fir g < Gy

setzen. Die Zuordnung g -» p* definiert cine invers-isomorphe Abbildung,
d. h. es gilt

(g + )% = p* Lot (u)* = vru¥,
Fiir jeden Vektor p ist u* == u; insbhesondere wird daher
Poa* = af*, 9 d* = dp*, a*y = y*a, f*6 = *f.
AuBerdem gilt
| — By = e —pry =1,
denn es ist
|8 = *(ad* — By*)o* = (8%} |3 * — (B* 8} (By) = (8% — p*y) [ 8|,
woraus in der Tat d*a — g%y = 1 folgt.
Eine gegebene hyperbolische Bewegung
y = {ex + By + 3,
die sich auch auf die Form
y = (ay* + St (wa* + %)
bringen lafit, wenden wir auf zwei beliebige Punkte (Velktoren) =, und
z, an. y, und ¥, seien die enteprechenden Bildpunkte. Fiir die Differenz
Y — ¥, ergibt sich folgender Ausdruck:
Yo — th = (Xap* + ¥) M (zpa* + f*) - (am + B)(y2, + 87
= (9% + %) [(pa* + ¥)(y o, + 8) — (p* + %) (um,
+ Ay« + o)
= (py* + %), — ;) (¥, + O
Speziell fir
Ty = Ty - Bty b b Bt b
Ty = Ty 4 Ty o A Ty — Tl
entnehmen wir hieraus
(38) Wi = I";,—x—?_Tls,

wenn wir mit 4, die (k 4 1)-te Komponente von y bezeichnen. Aufler-
dem erhalten wir noch

(39) dy = (op* + 0% da(yz + o7t sowie |dy| =122l
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Offenbar ist 1421 — 1921 40
T K27
|de|
(40) dg? = 7“".3[7
die meirische Grundform des hyperbolischen Raumes.
Zusammenfassend stellen wir fest:

Saiz 1. Die Transformationen

x>(ex + fiyx -+ 8 (x < By
bilden den Halbraum x, > 0 auf sich ab und lassen
dst — l2xf
af
tnvariant, wenn
1. die von 0 verschiedenen unter den Elemenien a, §, v, & Trans-
Jormaioren in §;_, sind,
2. fo* und dy* in B, Legen und
3. ad* — fgy* = 1 ist.
Die Gesamtheil dieser Transformationen stellt eine Gruppe dar.
Fiir & = 4ist p* = p, p < G, mit u < By, gleichwertig, so dab in
diesen Fiillen die Forderungen 2. und 3. von Satz I durch

2 BT =05

ersetzt werden konnen. Diese Matrizenbedingung charakterisiert die
hyperbolischen Bewegungen vollsténdig, sebald & = 3 ist; denn alle
Elemente in €,_, (k¥ < 3) auBer 0 sind Transformatoren.

Die Bewegungen des vierdimensionalen hyperbolischen Raumes lassen
gich bekanntlich als linear gebrochene Transformationen einer Quater-
nionenvariablen ¢ < €, darstellen. Ein Zusammenhang mit der in Satz 1
beschriebenen Darstellung kann in folgender Weise herpestellt werden :
Mit Hilfe der idempotenten Zentrumselomente
1y iy o _ Ltiriaiy

2 ? e 2
zerlegen wir €; in die direkte Summe
€, = Bye, + Cye,.

€, besteht algso aus den Elementen

ey =

@& = e 4 ope, mit ), a < G,
Das Quaternionenpaar e, e, ist durch e eindeutig bestimmt, Auf Grund
der Relationen
€ =0, €& =e, e, =0, 1 = ¢ e
erweist sich die Abbildung @ >, als ein Homomorphismus von &, auf
@,, der die Einheiten 2,,7,,%, in 4,, {,, 1,4, liberfithrt und das Teilsystem
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¢, in @; elementweise festlilt. Wir bezeichnen ihn mit ¢. Ein zu o
inverses Element existiert dann und nur dann, wenn e, und e, nicht
verschwinden. Auf die Gleichung
y = (ez + f(yz + 6)_1 (e, B, ¥ 6 < Gy; ¥ & C ag3):
die eine hyperbolische Bewegung von der in Satz 1 angegebenen Art
darstellen moge, wenden wir den Homomorphismus ¢ an. Es ergibt sich
n = {af - f)(y& 4 o)

mit

£ = 2 + @12, + ¥ty + Tp0y5, N = Yo + %t + Yata -+ Ystits,
wenn

T = @y Tty -+ Taky o Ty, ¥ = Yo + i + ¥eta + sty
gesetzt wird; denn e, §, y, § bleiben beziiglich o fest. Damit ist der
gewtinschte Zusammenhang gewonnen.

Im folgenden Paragraphen nehmen wir gelegentlich eine Erweiterung
von €, vor, indem wir auch (gewohnliche} komplexe Zahlen als Koeffi-
zienten zulassen. Wir setzen fest, dall die 21 Elemente

| SR PSSR 5 A SRS 1Y
auch in dem so erweiterten System unabhingig sind und eine Basis
bilden.

§ 2. Automorphe Funkiionen und Dirichletreihen

Sei t ein gegebenes k-dimensionales Gitter von Vektoren aus 8B,

und &, o, ..., #; eine beliebige Basis von t. Die durch
Rele,p,) = 8,, (KRoNECKERsymbol) fir g, v = 1,2, ..., k
begtimmten Vektoren §,, f,, ..., f, erzeugen ein kL-dimensionalea Gitter

8in B,,. 3 besteht offenbar aus allen Vektoren p < B, liir welche
Re(apf) = 0 (1) ist, wie auch immer o < t gewihlt wird. Analog 14B6
gich t durch 8 charakterisieren, so daB auch 8 vorgegeben werden kann.

Eine im Halbraum x, > 0 zweimal stetig differenzierbare Funktion
F(@) = f(zg 2,5, + - - + 234}, die gegeniiber den Schiebungen z > 4«
(e« < t) invariant ist, gestattet in a; > 0 cine Fourirrentwicklung
der Art

f@) = Zu(page ™0
B 8

Die noch von x; abhangigen Fourigrkoeffizienten #{f, x,) berechnen
aich nach der Formel

49 wigw) =5 [ f@e” TN dayday - da
]

Hierin wird iiber einen beliebigen Fundamentalbereich & der Gruppe
der Schiebungen § < & integriert; V bezeiclinet d.uklidischen Inhalt
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von . CGeniigt f(z) der Wellengleichung (3), dann ergeben sich fir
die Funktionen u(f, x;) Differentialgleichungen, die auf Brssirsche
Funktionen fithren. Man erhilt mit konstanten a(f), b(f), a,, a,:

k
w(B, @) = a(fye K, (2a|f[=) + (B L, (2=|f|x) Fir § +0,

% ]
—+ir —-——ir
a4, T,2 LS

k k
G %7 a7 ? loge,  fiirr =0,
Die Funktionen K, (z) und [,(z) (in der Bezeichnung von G. N. WaAT-
sox1)) stellen ein System von unabhingigen Lisungen der Differential-
gleichung

{43) filr v 3= 0,

(0, %) = ulzy) =

z—?;:%—{— z% —= 4w =20

dar. Fiir z-> co geht K, (2) exponentiell gegen 0 und 1,(z) exponentiell
gegen oo. Sei nun gleichmiBig in @,, %, ..., 2 fiir eine hinreichend
grofle Konstante s,
(44) f(x) = 023y Fir @, > oo;
dann ist aus (42) zu ersehen, daB I, in « (8, @) nicht vorkommen kann.
Demnach ist () = 0 fiir § =4 0; es licgt also eine Entwickiung von
der Art (7) vor.

Eino Abschitzung der gewiinschten Art ergibt sich fir die Koeffi-
zienten @(f), wenn auch noch

(45) Fx) = Oz fiir o, >0
gleichmiBig in x,, %,, ..., %, fir eine hinreichend grofie Konstante x,
gefordert wird. Unter dieser Voraussetzung ergibt sich aus

H . '
a ()t Ky 2n]fla) =3 §f - [ f@)e " " gy day - A,

wenn wir hierin z, = |, eintragen und die Konstante ¢ > 0 so wihlen,

[
[£]
daB K,,(2me) == 0 ist,

&

(46) s =0(ip"*%) tir gy >0

Wir benitigen nun den folgenden Identitiitssatz iiher Wellenfunk-
tionen

Satz 2. Sei g(x) eine im reellen Halbraum z, > 0 zweimal stefig
differenzierbare Losung der Wellengleichung (3). Da die Differential-
gleichung (3) von elliptischem Typus ist, kann g(x) beknnntlich in eine
wvolle komplexe Umgebung 11 eines jeden Punktes des reellen Halbraumes
> 0 forigesetzt werden, so daf g{x} in U eine reguldre analytische Funk-
tion der komplexen Variablen mq, @y, ..., ¥, darstellt. g(x) verschwindet

H G.N. \VATSON,.‘EEH,LJ'SG on the theory of Bessel functions, Cambridge 1922,



dann und nur dann identisch im reellen Halbrawm x, > 0, wenn fiir
beliehige komplexe Zahlen a,, ay, ..., a5, mit verschwindender Quadrat-
summe (ag + a3 + --- -+ @k, = 0) und beliehiges reelles z, > O die Be-
dingungen

88 Hana Maa

(47) [a(% g{(ao + ity o A Gty xkik) —o 0 (p=10,1,2,..)

erfallt sind.

Um unter der Voraussetzung (47) zu beweisen, daB g(x) bei vorge-

gebenem reellen x, > 0 fiir alle reellen 2, =,, ..., z,_, verschwindet,
geniigt es, ein positives & nachzuwejsen, so dafB g(x) fiir alle komplexen
@9, X, ..., ¥y des Bereichs |z;| <e(i=0,1,...,k—1) verschwindet;

denn zu den Funktionswerten g(z) in den iibrigen Punkten des reellen
Halbraumes «; > 0 gelangt man durch den ProzeB der analytischen
Fortsetzung.

Wir wihlen die positive Zahl ¢ go klein, daB sich g{=x) in dem kom-

plexen Bereich |[2;] <& (i = 0,1, ..., k — 1) in eine Potenzreihe der
Art
§@) = T Ay @ElE g

Yo Py g =D

entwickeln 1i8t. Hierin fassen wir die Potenzprodukte p-ten Grades
zu einem homogenen Polynom p-ten Grades zusammen ; wir bezeichnen
dieses mit g, {2y, 2,, ..., T y), 80 daB

() :pz;‘”og,,(xo, @y, ooy @py) T || <8 (=0, 1, ..., k1)
wird, Sei |t| << 1. Aus

gllze + &ty 4 + B i)+ i) -—_-pg'ogp(x(,, Ty, oeny Tpoy )P
und (47} ersehen wir, da8 alle Polynome g,(x,, z,, ..., @) fir

x5 +x} +- - -- 25, = 0 verschwinden. Mithin sind alle g,(z,,%;,..., #;,)
durch & = 23 - z7 4- .-+ + 22, teilbar.

Wir fiihren den Beweis, daB g(#) in dem komplexen Bereich |x;| < &
(¢ = 0, 1, ..., &—1) identisch verschwindet, indirekt, nehmen also an,

daB nicht alle Polynome g,(«,, #,, ..., 2,,) = 0 sind identisch in
Ty, Ty, --., Tpy. Dei g7 die groBte Potenz von s, die sich aus allen Poly-
nomen g,(«,, &, ..., ¥.,) herauszichen 1aBt:

Ip(@os Ty, oo, Tpy) = &R (2g, 2, ..., Tpy) (P=0,1,2,...).
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Wir setzen g(x) == s%h(z). Die Wellengleichung ergibt fiir h{z) die
Differentialgleichung

k—1
(glg — 1) + 2900k + 49 3, 50 o
2 k2
( d ol k1 on r *Zh)_o
P “2p By x} o
woraus erhellt, dal}
k—1 Bh
(48) (4q(q—1} +2qk)k+492w
fir ¢ = ¢ verschwindet. Aus der Homogemtat der Polynome
ho(zy, 2y, ..., 23,) und der Zerlegung
h(x) = th(mos Xyy weny Tpy)
p="0
folgt
et 31&
Z B = Z‘ph (Tgs Tyy oery Tpy) o

i=0

Der Ausdruck (48) geht damit in die unendliche Reihe

2 (4Q(q - 1) _I" 29'70 _I" 4p§)kp(x0: xl: Teay xk—l)
=0

iiber. Die Tatsache, dall diese fiir 8 = 0 verschwindet, zieht die Teil-
barkeit aller A (%, ,, ..., @) durch s nach sich; denn ey ist ¢ = 1
und daher der Koeffizient von %, von 0 verschieden. Der Exponent ¢
wiire demnach nicht maximal entgegen unserer Hypothese. Um
den Widespruch zu beheben, missen wir annehmen, daB g(z) fir
|#:| <&@ =0,1,..., k— 1)} identisch versechwindet. Satz 2 ist damit
bewiesen.

Wir wenden uns nun der Frage zu, wann die Reihe

-~ _; 2aiRelfr)
(49) fle) = w(ey ) + ,/_:sa(ﬁ)wk K (2n|f|x)e
559
der Transformationsformel fl—x1)y = f(x) geniigt, d. h. wann

g{x)=f(—ax1) — f(x} identisch verschwindet. Aus der Invarianz der
Wellengleichung (3) gegeniiber den hyperbolischen Bewegungen geht
hervor, daBl mit f{x) auch f{-— 2!} und daher auch g(z) eine Losung
von (3) darstellt. Sei nun u,, @,, ..., a;, ein System von komplexen
Zahlen mit verschwindender Quadratsumme: af 4-a} + --. + a2, =
Es wird dann fir komplexe ¢ mit hinreichend kleinem Betrag
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9((‘1’0 toydy + - iy )+ xkik)
f((—ao ot o At T

2
Tk

)—~f((ao+al o i)
+ xkih} ,

also

(50) [g%,g((an + @ty + o Bty + zkdk]tho
= (wﬁn)"{u..(;‘;) + 3 alf)(Boso + oy + -+
5%

_.i__.zﬂ 1
+ Bt 2 Kir(znlﬁlﬁ)
— (23)"{%(%) “'I’jcz;ﬂ(ﬁ)(ﬁo% — By -

BEO 3 }
— Bea e )" 7 Ky, 2B m) |
Hierin ist 8 = fy + Sty + -+ + Fe 1% und
w(x fiir n = 0,
n(ay) == { wlo) e
Beriicksichtigen wir noch, dal die Potenzen
(Boty + Bray + -+ By ey)” mit af +af + - o, =0
eine Bagis fiir die Kugelfunktionen n-ter Ordnung in % Verinder-
lichen bilden?!), so ergibt sich nach Satz 2 fiir die Reihen (9) das mit
f(—=a1) == f(z) Aquivalente System der Funktionalgleichungen (11).
Um die Existenz des Integrals

] —-E—n—l‘

(51) o, Py) = 4§ (Foly, P —ulgly E . dy

fiir hinreichend groBe Werte von Res zu beweisen, miissen wir uns
vergewissern, dafl

Fuly, P) —wa(y) = Oly "] fur g0
ist. Aus der Darstellung

w2 b [ —sir—} s Yir—4
Ki (z)=l/?ge wofe & (I—I——2z) da
erhalten wir durch eine rohe Abschiitzung fir reclles r und z > 0 die
Ungleichung .
K@) =0zt TN o —
Ko@) =07 e ™ VZI06G+ ]
Offenbar ist P, () = O(|g[" fir |#] > oo. Ferner ist zu beachten, dall
die Anzahl der Gittervektoren 8 < 3 mit p — 1 < |f] =< p von der
GriBenordnung O(pt1) ist. Mit Hilfe von (46) kann dann in der Tat

1} Siche S. 76 Anm. 2. .
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13
Fufy B~ wly) =3 o) Pu(h) yv* K, (2n18|y)
ﬂQU

=O( e Z;lﬁl "e—znmu)

A

k-1 k-1
——tn 8o oy L3 + Y —y —
= (y ? "Z'pz RPN ”):O(y : k_)fiiry—)-o
p=1

geschlossen werden. Damit ist die Existenz des Integrals (51) fiir
Res = m—k -4 gesichert. Gliedweise Integration, die, wie man

sich leiocht @berlegt, im vorliegenden Fall zulassig ist, ergibt fiir diese s

1

o LI LN
f0r)=a] Tu@r@e K el
ko

= Y a(p)Pa(f) 4 J’ K (2n|8lny™ " dy

a8
o ] £) P (B)
—82s r r af n
- (o ) 0(s—Y) 3 L0
(o3 7) 2, IAE
a0
Die DiricuLureihen
(52) Py = 3 SOl
A

sind fir Re s > Eﬂ‘” g—i‘f absolut konvergent, definieren also ana-

lytische I‘unktlonen von ¢. Diese lassen sich nach dem iiblichen Ver-
fahren in die ganze s-Ebene analytisch fortsetzen: Man zerlegt das
Integral (51) an der Stelle s = 1, transformiert das endliche Integral

von 0 bis 1 mit Hilfe der Substitution y—;‘»;ﬁ in ein Intogral iiher
1 bis oo und ersetzt hierin F, (é—,P,,) durch (—1)"F,(y, P]). Das
Resultat dieser Umformungen ist die fiir alle s giiltige Darstellung

n

oo B -
Eis, P) = 4 f (Fol, P —wal))y . dy

—2p4- —k— -|-n—1

+(—1re f Foly, Py —w, )y ° dy

1
% a, .
28 4 ir |_2s—u-—| k—2s+zf+k—2skzr

'2"1;& T T — 27

fiir T+ 0,

— 44, r = 0.




Hierin ist 6, == 1 und §, = 0 fiir » > 0. Man stellt nun unmittelbar
fest, daB (s . '2”) (s _k _zw)rp(s, P, und g@(s, P,)(n > 0) ganze
Funktionen von endlichem Ceschlecht sind und daf die Funktional-
gleichungen

E(k Fn—s P = (—1)EG, P fir n 20

92 Hans Maal}

bestehen.

Sei umgekehrt ¢ (s, P,) ein System von Funktionen mit diesen Eigen-
schaften. Jede der Funktionen g (s, P,) gestatte iiberdies eine DirICH-
rersche Reihenentwicklung der Art (52). Ferner sei fiir eine geeignete
positive Konstante =

(54) a(f) = (O|p[*) fir |} > oo.
Die zur MEeiLintransformation inverse Integraltransformation fiihrt
dann wieder zu einer automorphen Funktion f{z) der eingangs be-

schriebenen Klasse zurlick.

n-+k
2

Res — o liegh dann in der Halbebene absoluter Konvergenz der Reihe

(62). Das Integral

Bei vorgegehonem = Bei o > T fost gewithlt. Die Gerade

o}iece

1 Py
65 Fi Po =g [ S0l
g—ico Y B
rtice & ir )
! bnr e+ )rle—5)
- PECIACY T
a—ive BEO

kann dann durch gliedweise Integration der unendlichen Reihe be-
rechnet werden. Man erhilt

s+tica ir ir
PPy = S a@® P L f rfs J:jg;(:_ "i)ds

gi o—i oo
gaw)mmy T R (| B
AE0

In (55) ersetzen wir £{s, P,) durch {(—1)"¢ ("’i +n-—as, :,) und fiithren
anschlieBend die Substitution s> 5 +n —¢ aus Die Integrations-
gerade Res = o geht dabei in die Gcrade Res = 2 +n — ¢ iiber. Diese

kann in die urspriingliche Lage verschoben werden, ohne daB sich das
Integral dndert, wenn der Integrand keine Residuen aufweist. Das
igt fiir » > 0 der Fall. Fiir n = 0 crgibt sich bet diesem ProzeB eine
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Reihe von Zusatzgliedern, die von den Residuen des Integranden
herriihren. Schliellich erkennt man, dall die Funktionen

Fn(ys I)n) = un(y) +F;(y’ Pn)
den Funktionalgleichungen

(56) Fu(yo P} = (= 1Pty Pr)

geniigen. Dabei ist u,(y) von der Gestalt (10), (8). Die Koeffizienten
von u,{y) berechnen sich aus den Residuen von ¢(s, P,) nach der ein-
gangs erlassenen Vorschrift. Wie wir oben bereits festgestellt haben,
besagen dic Funktionalgleichungen (06} dafl die Wellenfunktion
(57) f(z) = u(x) + Z’a Yo, 2 Ko (27 | Bl a)e s

150
dic Transformationsformel f({-—x1) = f(z) befriedigt. Da a(g) fiir
|| > oo voraussetzungsgemdf nur wie eine feste Potenz von {8 wichst,
so kann leicht gezeigt werden, das simtliche partiellen Ableitungen der
Reilie {67) im Bereich x, > 0 existieren und durch gliedweise Ditferen-
tiation bostimmt werden kionen, f(z) ist daher veguldr, Aulierdem cr-
gibt sich fir ap > 0:

k=1 xﬁi —2n|B| =z,
flx) —ulx) =0 7 Elﬁl Pe

A 8
B0

E—1 3 (3

—_ % xth——= ~—2I= — ——

—ofe T F5HTET) —o(n ),

p=1

also
fle) = Olzg™) (%> 0)

mit x, =% + % Aus der Entwicklung (57) ist unmittelbar zu ersehen,
dal}
flx) = 0(g) (2> =o)
fir x, = -’21 gilt. '

Wir formulieren den bewiesenen Sachverhalt in

Satz 3. Zwischen der lLnearen Schar der Funktionen f(x) und der
linearen Schar der Funklionensysteme p(s, P,), die den eingangs formu-
lierten Bedingungen (1) bzw. (11) gendigen, besteht eine eineindeutige lineare
Beziehung, die durch die MELLINtransformation vermiitell wird. Dabet tst
k > 1 vorauszuselzen.

Es liegt hier ein Analogon zu der von E. HEGKE‘) festgestellten Tat-
sache vor, daB die Funktionalgleichungen unendlich vieler Zetafunk-

1) )i. HEck®, Kine neue Arc von Zetafunktionen wund ihre Beziehungen zur
Verteilung der Primzahlen, Math. Zoitschrift 1 (1918), 8. 357—376.
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tionen mit GréBencharakieren mit der Transformationsformel einer
Thetareihe in mehreren Variablen dquivalent sind.

§3. Automorphe Funktionen zu Gruppen vom Picardschen Typus

Die allgemeine Theorie des vorangehenden Paragraphen gestattet
cine interessante Anwendung auf die Zetafunktionen der biquadra-
tischen Zahlkérper K, die einen imaginiren quadratischen Zahlksrper
R(yd) enthalten. Dabei sind umfangreiche formale Rechnungen auszu-
fiihren, die hier in groBen Ziigen mitgeteilt werden sollen. Eine Reihe
von stindig auftretenden Hilfsgroflen und Funktionszeichen mége die
in der Einleitung festgelegte Bedeutung haben.

Da K total komplex ist, gibt es nach DiricHLET in K genau cine
Grundeinheit. Dic Einheitswurzeln in K bilden eine Gruppe der Ord-
nung 24; fiir & ist jeder Wert von 1 bis 6 moglich. Wenn das ganze Tdeal
& kein Teiler von 24 ist, dann kann wegen

—2h =@ —IF—1) - =1  (*" =1, { primitiv)

unter den Einheiten des Zahlstrahls mod § keine von 1 verschiedene
Einheitswurzel des Korpers K vorkommen; infolgedessen bilden die
Einheiten des Zahlstrahls mod § eine zyklische Gruppe. Wenn auBer-
dem § mit dem konjugierten Ideal §§’ iibereinstimmt, dann hat jede
Einheit E des Zahistrahls mod §§ die Relativihorm EE — 1. Aus
E = 1(F) folgt nadmlich B’ = 1(F) und damit EE’' = 1(§), also B E’
= 1; denn B £’ ist eine Einheit des imaginiren quadratischen Korpers
R(yd), folglich eine Einheitswurzel. Z.B. stellt § = (7)5D eine zu-
lassige Wahl von § dar. Jedenfalls ist damit die Existenz eines Hilfs-
ideals §§ mit den eingangs formulierten Eigenschaften bewiesen.

Die durch (18) definierten Zetafunktionen Lmls, A5 U, b, §F) sind un-
abhiéngig davon, wie die Repriisentanten in den anftretenden Scharen
mod & assoziierter Zahlen ausgewihlt werden; denn das allgemcine
Summenglied &ndert sich nicht, wenn man M mit einer Einheit des
Zahlstrahls mod §§ multipliziert.

Die Funktionalgleichungen (19} lassen sich mit der klassischen
Methode von E. HECE® beweisen. Diese basiert auf der Verwendung
der Thetareihen

L M3ty M
Voo ]

Dnlty, 1a; A, 9,0) - MM')”’J”"

MEA(BIDD)( «
MM')"‘ P TE ok L
I berf

(58) (mi =)

w

P —mitys 435 A, . b) _:ynumw)(

die den Transformationsformeln
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(59 D0, 0 A9, 0)

(— 1y eais 011 By
I  ——e e R e e » »
it )L YN oD B mod 46D m(t" h )
B=0()

geniigen. Insbesonderc stellt sich dabei herauns, daf}
(s — 1}dn(s, 4; A b, §F) = s(s — D(2a)™> (I'()PLals, 4; U, b, F)

eine ganze Funktion von s ist. Die Residuen von Enls, A; U, 0, F)
lauten

2log | Fiy | m s==1.
Fyvus)

Om (;ﬁ%) 2log Kgi in 520 und §,(0)

Hierin ist

g A ) { I fir A = 0(AN6D), w0,
Om (‘JIUSD 0 fiir A== 0(N0D) oder m=0.

Wir wahlen die positive Zahl o so groB, daB die Gerade fes = ¢ in
den Bercich absoluter Konvergenz der Zetareihen ¢, (s, 4; %, b, #%) und
Em(s, A; N, 0, F) (m, A, b, § fest; A variabel) fallt. Sei

(60} Frly, 4;%,0,F) = ., f el ds i alle m.
Algdann wird

a-tico
Fan 4; 40,8 - 3 (E‘t{) 1 f _derds

w=d@en\ © [ 4nd MM\
# 0, (g "—‘w(2"‘ "o Y

A\ (3
=y (M—HM)y'“*lKn(m’MM
M=A(UpD)\ © w
M,

(M)

;;) fiir m =0

und analog

ATAF @ »
Fratp A A0, F) - > (“’*’“_{4) y"‘”l\'(i(l:'r g ’;,) fiir m =0,
== A (UB
20 g

Auf dem iiblichen Wege beweist man mit Hilfe der Funktionalglei-
chungen (19) fiir die Funktionen

A N *
(61) Fm(y, A; 9[: I}s 8‘) = 6ﬂt(m)y]0g II!"SI + Fm(y’ A; Q[’ B’ S)

die Transformationsformeln

{62) 1"3»(1“4; N, b, ﬁ') i Pl
¥ VN {4D) gmedursn
B=0(%)

Nach dem in § 2 entwickelten Verfahren ist nun zu schlieBen, daB die
Wellenfunktionen
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(63) flz, 4; U0, F)

4 aar| \ 2niaf 2 g pian)
:f.'i(—.-—):t: log | Fg a, I (11\ a;)e o
Moo *e g] 8L+MEJ{%‘IBD] g fha - b
M0, (Mg

den Transformationsformeln

1 2,;;3‘1_3’
—_— [ © &, B; Q[, ['l, r}'
VN(UCD) Bmod ABDH f( ‘ )
B=0()

(64) fl—a, 4; 9,5, %) —

geniigen; denn die Potenzen u™ und W = gy i fte 4 reell;
m > 0) bilden eine Basia fiir die Kugelfunktionen Pp(s) m-ter Ordnung
in zwei Variabeln.

Sei M = A(ABD), B = 0(1), B < R(yd), dann ist
M — M- 4 oA Wb b <( 1 ) (M — A E'IQI’[)‘E:ED_I(_IZ)‘

@ () "ﬁ w {w) Vd

Die Relativepur von ﬂi_m—A)!—i» liegt demnach in dem Ideal (wlj), BO

daB sich Va

(MM AAVE (M A) (M —Ang - [(M —A)A" + (M — ANA]B 0(_1_)
o @ o V&

und damit S(Mf'ﬁ)as(Afﬁ) (1) ergibt. Aus {63) folgt also

2:1!'.8(

)
(65) f{ﬂ‘:—'—ﬁ,ﬂ;ﬂ,f),%):e ? f(xaA;m!b)%}
fir § = 0(1), § < R().

Sei € ein beliebiges ganzes Ideal < K und Egg die Erzeugende der
Gruppe der Einheiten im Zahlstrahl mod F& mit | Bgg| > 1. Zur Ab-
kiirzung setzen wir log | Bye| = L E). Die folgenden Tdentititen er-
geben sich durch formales Umordnen der die Funktionen darstellenden
Fourisrreihen. Sie konnen daher ohne Beweis mitgeteilt werden:

(66) flyry ;6,8 = ok 3 [(lyPa Bi U y70. 77 E)

Buod A6 y¥D
B=Ay@8yD) fiir y = 0(1), y < R(ﬁ) .
(67 f(=, 4; %, b, §)
= Pl Jlvs, B; y70, v7%)
T FIYPE) g pa ey rEE B vyh vy
B=A4 ®6D) fiir y = 0(1), y < R(V ).
(68) f(s, 4; U B, §) = js f(z, wB; U, 18, 12 F)

B pmed#bnd . -
B=A@bD)  fiir p = 0(1), p < R{{d).
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Wir verfiigen nunmehr iiber die Hilfsmittel, mit denen das Verhalten
der Wellenfunktionen f(x, 4; %, b, §) gegeniiber beliebigen Substitu-
tionen der Art

= (ez +B){yx +8)" (« 8,7, 8 ganz algebraisch< R{{'d), ad—py=1)
untersucht werden kann.

Seiy == 0; dann liBt sich y auf die Form y = ay! — (pxy + »8)?
bringen. Wir nehmen eine Reduktion von ¥ in folgenden Schritten vor:

. §\-1

= (et 3 (i 2 (0 4 2) e ey
Das bedeutet, dafl wir auf f(y, 4; %, b, §) und die jeweils neu auf-
tretenden Wellenfunktionen nacheinander die Transformationsformeln
(67), (65), (64), (67), (656) anwenden. Nach dem letzten Schritt erhalten
wir

Jly, 4, %,5,F) =

(3)

Iyl”l((w)zﬁ)]/N(b‘D}Bmudmy D Fmod Yo pFD Amod UB(»yID
Bm.d(mm ==0() A=r(%by7 D)

’
2:li BB a— +SB:J" +._1]

AN flpzy, 430, (pR0, (rP1RF) .

Hierin darf S-}sz durch S—%ﬂ ersetzt werden. Die Summation iiber I'

und A kann dann zusammengefai werden in: Amod U b (p¥12 D, 4=0(2).
Mit Hilfe von (66) nehmen wir die Reduktion yxy->|y 2z vor. Es
ergibt sich

fly 45 0,0,§) —=— B
NI BV VNOD) pmad@o,50 4 moa b0 A mod UB(HFSD
B=dA{UbD) A=0(®) A=dyAB(y¥)2yD)

Ezi(s BB ay SIM’ Ad'é
e??

¢ N )f( A W (PP, (yy)* §)-
Sei A = My. Anstatt iiber A summieren wir itber M mod Ab(yy)tr D,

M= A(i’lb('yy}’@) Im Exponenten diirfen wir S- + A—A—q durch

§EM |,
wenn man M mod A6 (yy)yD, M = 0(NA) variieren 1iBt. Wir erhalten
damit

15
ersetzen. Die Summation {iber A erubrlgt sich nunmehr

L)
?rA;QI; []J =
f(J 8:) [2 (52 FP F) N (D D) a mod ﬁ%(}:ﬂ%)l;g
enif BB ¥ MM.!
= = - +S~"ﬁ+
Ayl y M5 U, prh, pppPFH X er? i @
Bmod byy D
B=4A(MbD)

Es zeigt sich nun, da} die innere Summe 3 nur fir 8 = 0(Ay) von 0
B

verschieden jsb. Setzt man némlich B = I" }- Ay, so wird
6753 Humh. Math, Ahh. T, XVI 374 7
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2xi MM S Zni II'F’E?+I'M’+MF’)
-1 e — 8
Z‘:—:g'}'?’ 0¥ E e?¥? \ @
B FTmod YbvH
r=A@b6D)
i_fjsd(M’v-l-F’arjl
e?? L
Amod YHTH
4=0(UbD)

Hierin ist 3 = 0 fiir M == 0(Ayp), so daB M = O(N y) angenommen
A
werden darf. Fir diese M ist Y =

y[f. Wir setzen M = Ay und
A
zerlegen die Summation iiber A (an Stelle von M) in zwei Schritte:
A mod Ab(yyPd @ mod HbyyD
A= ¢AbyyD) @ = oA
Es wird dann

1)
LA, 6,8 = A.P
J ) = e ) D) wrgo{%&‘fnql( )

2 fyPa, yyd WP opP E)
Amod Ub{r7)2D
A=d@AHby7D)

mit

tni (FI'EF+ (re’ + ey 4 w@fw)
g{A. ®) == 2 7 o
=A@ bD)
Aus der leicht beweisbaren Formel

Bmis (m o' pa (b A - Ao’)a)

¢4, P)=e o g(A + 59, 0)

ist zu ersehen, dafi ¢(4, @) nur von der Restklasse @ mod NHD ab-
héingt. Beriicksichtigen wir noch (68) und (67), so ergibt sich schliefilich

-~ {(F)
w0, 4;W,0,F) = —— p(A4, B
Ity ) Iyl‘l(y?ﬁ)VN(b@)Bmo%;me( )dﬁmoﬂﬁlzl:)-'?f)
B= 000 @ == B{U6D)

—y —m 1 -~

Sy P @ N 750.978) ~ m=s; Bmgmrpid, B) flz, B; U, b, 5) -
4 B = 0(%)

Unter der Voraussetzung

(69) d = 0(bd)

nehmen die Transformationsformeln eine einfache Gestalt an. Zunichst
wird
—2niq A :’ﬁ
g4, B) = ¢(4, 0)e

also

f(yA’ ‘M.b,?‘;‘) =

Lo AB'y
'P(A» Q) ,;—2’"8 = ]
YN (by®) B.Bm-t%);t(&? : flz, B; U, b, &) -
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Diese Summe kann aber nach (64) sofort angegeben werden. Man erhil
flloz + Blyz + 0, 4%, 6,§) =227 —a0, —ap; b, F).

Hierin ersetzen wir x durch —z'. Ferner beachten wir, daB sich die
Wellenfunktion auf der rechten Seite nicht #ndert, wenn man das
Argument — A f durch Ap ersetzt. Wir stellen somit fest, daB

(10) J((r— )@z —p)* A4 06, §) = 2% fiz, 4p; %, b, F)

fir 4= 0(bd)
gilt. Die Berechnung von {4, 0) ist eine rein arithmetische Aufgabe
und kann nach bekannten Methoden!) durchgefithrt werden. Eg ergibt
sich
—anggAdlel { 5}

P4, 0) =yye ¥

Dabei ist allgemein {%} fiir ein beliebiges ganzes zur Relativdiskrimi-

nante d teilerfremdes Ideal a < R(Vd) nach folgender Vorschrift zu
berechnen

x| 1 fiir p = BP’] { p = Primideal in B(Vd), p X b\,
Bl ]—1hirp="9 P = Primideal in X

K K| K|* K|~ " .
{T]:{E} {r} H fir @ = pjtp}z -+ Pyt (py Primideal) .

Aus {70} folgt nun nach einer Bezeichnungsinderung

l]( 2nis Ad"op
() Sl +Bpe+ 07 4 0,6,5) = {51 T fr w5, §)
fiir 9 = 0(bb).
Bekanntlich ist K Klassenkorper iiber R(Vd) zu einer gewissen Ideal-
gruppe in R(¥d) mit dem Fiihrer . Nach dem Reziprozititsgesetz ist
{?} =1 fiir 8= 1(p).
Wir bezeichnen mit P(n) die Hauptkongruenzgruppe des Korpers
R(Vd) zur Idealstufe n; siec besteht aus den Substitutionen

(; §)=(3 (1)) (n) (e.f,,0 CREA), ad—pfy=1).

Hierbei stellt n ein beliebiges ganzes Ideal < R(}d) dar.
Auf Grund der letzten Bemerkungen kénnen wir nun folgenden Satz
aussprechen:

Satz 4. Die Wellenfunktionen

also

1) Siehe 5. 78 Anm. 1,

. 7’
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S, 4; U, 5, 5)

4 . amis (M .
— a(\‘_lbﬁb )mz log |EG| +- Z, a, Ky (4“| MM 353)8 “( —— @t zl))
M == A(aBm) w
M A= 0, (Mg

sind gegentiber den Substitutionen der Houpthongruenzgruppe des Korpers
R(V &) zur Idealstufe bb invariant; d. h. es gilt

f((ax + Byx+ & 4; QI,B,%}) =f{z. 4; N, 0, F) for (;g) < P(bb) .
Sei nun % = D, b = (1). Diese Spezialisierung ist mit AA'bd = (%)
vertriglich ; wir brauchen nur o == }'d zu wihlen. Es ergeben sich damit
automorphe Funktionen zur Idealstufe d. Existiert iiber R(V'd) ein
relativquadratischer unverzweigter Korper K, so daB b= (1) ange-

nommen werden kann, dann erhiilt man automorphe Wellenfunktionen
zur PicarDschen Grappe P(1) des Kérpers R(Vd).



