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Uber eine neue Art von nichtanalytischen automorphen
Funktionen und die Bestimmung DricHLET scher Reihen
durch Funktionalgleichungen.

Hrice MeegE zum (edichtniz
Vo
Hang Maasy in Heidelherg,

Die Zetalunlkitionen des mtionalen wnd guadratischen Zahikdvpers habew
swel wichiige Elgenschalten, Binerseits genfigen sie gewissen Funktional-
gleichiangen, anderseits sotven sie sich aus spezicllen Diviehletreiben mit BuLia-
schor Produktentwicklung linear zusamimen, sofern sie nicht selbst eine solohe
Entwicklung gestatten. Die Frage, wie weil diese Zelafunktionen durch fhree
Funktionalgleichungen festgelegt werdon, bildet den Ausgapgspunkt za einer
allgemeinen Theorie, die B Heore®y aut der Gruvdlage der Mellintransformation

e

(1) Py o= [y D) dy

und iheer Umkehrung
)

i ‘j- T sy s

0 — i

(2) 0 (y) =

entwickelt hat. Durch diese wmkehrbare Integraltransformation wird ein
bemerkenswertor Zusammenhang zwischen den in cine Diviehletreihe ent-
wickelbaren Lésongen einer Rrmmanwsehen Funktionalgleichung vod  den
antomorphen Funktionen bergestellt. Die Anwondbarkeit der Heoxeschen
Theorie ist an die Voraussetzung gebunden, dafl der in den Fanktional
gleichungen aultretende F-Faktor mit

L8} oder 11(;) ,11(‘S t} ------ )

ithereinstimmt, so dalt die Zetafunktionen des reell-quadratischen Korpers
nicht erfaflt werden., Theser Beschrinkang steht die auferordentliche Bedeu-
tung gegeniiber, welche die Heeggsche Theorie far die Theorie der Funkdional-
gleichungen der Zetafunktionen des rationalen und imagindir-quadratischen
Zahlkorpers eriangt hat und die in einer algebraischen Formuliornng des
Probloms der Eoimnschen Produlitentwicklung gipfelt. Es erhebt sich nun
die Frage, ob die Funktionalgleichungen der Zetafunlitionen des reell-quadra-
tischen Kérpers einer dhnlichen Behandlung fahig sind, ob es also ecine Funk.
tionenklasse gibt, die fir die Zetafunktionen des reell-quadratischen Korpers
dasselbe leistet, wie die Modulfunktionen Tir die Zetalunktionen des ratio.
nalen wnd imsgindr-quadratischen Kdrpers. Das ist in der Tat der Fall, und

Yy Hamexz, B.: Uber die Bestimunnng Dirrcusrscher Reihen durch ihre Funktional-
gleichung, Malh. Ann. 112, 664699 (1936). Uber Modulunktionen und DIRIGTLRETSChe
Reihen mit Huoesscher Produkbentwicklung, Teil I und 11, Math. Ann. 18, 1—28,
316351 (1937), zit. mit 7, 1, 11,

T4#
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wwar hapdelt es sich hlerbsi win die Klasse der Funlitionen g, die der Wellen-
gleichung

()

g =1 {ir == Darameter)

genfizen und  die gegeniiber wgewissen nichteuklidischen Bewegungen der
hyperbolisclien Ehene y >0 (zur metrischen Grundform y— 2% Wa? | dy?))
invariant sind. Das verbindende Llement zwischen den PHRICHLETschen
Reihen und den antomorphen Wellenfunktionen ist auch jetzb wieder die
Mellintransformation mit ihrer Umbkehring, so dall eine sehr weilgehendn
Annlogie aur Heorpschen Theorle vorliegd, die im folpenden auch formel-
malie stHndig zum Ausdruck kommb, wenn man Ledenkt, dall die Wellen-
funktion g in eine Polentialfunktion obergebt, sobald in einer Reihen.

entwickling fiir g der Parameter # formal doreh 1; ersefzt wird, Die Wellen-
funktionen erscheinen nieht direkt als Transformierte der entsprechenden
DiricaneTschen Beiben, sondern sind vermdge (2} nur auf dor Geraden
v o= 0 bekannt, Zour vollen Kenntnis der Wellenfunltionen gelangen wir erst
nach einem dems Prosel der analytischen Fortsetzung®™ analogen Akt, des
darin besteht, eime Wellenlunkéion g wu konstruieren, die anf der Geraden
w1 omit den gegebenen Werten 11!)£'1‘f\umi‘,m1mt. g ist aber erst dann ein-

. . oy . . - .
deutig hestirimt, wonn auller ¢ auck {f"‘ ant der Geraden » = 0 bekannt st
;&

Dicser Umstand bringt es mit sich, daf jeder Wellenfunlktion g ein Paar von
[hricELETschen Rez%n—ru gugeordnet wird, Die Fun lxi.mna.lg,]ou,.lmﬂgvﬂ Al
dliesen Rvilwn, die sine Tnvarianz heziglich der Substitation 5 — 1 — s zum
Ausgdruck bringen, unterscheiden sich wesentlich dureh die T I‘ai\_?nwn, diess
lanten

{4 I’(S _; M) i”(’g _E}-”} bzw. P( :

Fine devartize Koppelong von Funkiionalgleichungen ist in der Tat hei Le-
kannten Beispielen zn beobachien®) und erfahrt durch die Beziehung zu den
Wellenfunktionen eine inhaltliche Begriindung, Als Argument von ¢ wihlen
wir zweckmilig die komplexe Verbindung

T=ux+1Y,
da sieh die nichteulklidizschen Bewegnngen der hyperbolischen Ebene y> O
am einfachsten als gebrochene linsare Funkéionen von v mit reellen Koeffi-
zienten darsiellen lassen. Wir werden uns also im folgenden init komplex-
wertigen nichtapalytischen aulomorphen Funktionen ¢ (1) befassen, die der
Wellongleichung (3) geniigen, Von der Hrogwschen Theorie?) wird gelegentlich
der Kieze halber als dem ,analytischen Fall”® gesprochen.

Nach disger algemeinen Orientierung stellen wir die wichtigsten Hrgehnisse
des vorHegenden Aufsatzes zor Ubersichi zusammen.

Zundchst wird cin allgemeiner Satx Ober Systemme von Funktional-
gleichungen bewicsen, den wir an dieser Stelle austahalich formulieren, da
er die wesentlichen Tatsachen zum Ausdeock bringt, anf die sich die ganpze
Theorie stitat,

und dhnlichen Fonk-

3 Vgl 1. Heoke: Uber das Verhalten von Fe
R .
tionen bed Modulsubstitutionen, J. reine w.oangsw, Math, 157, 159—170 {1927},
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Matz 1. Lis selen fes! gogeben: veelle Zahlen =0 und v 20, eine nativliche
Zahl q. vine N-veikige qpuadratisehe Malrie (cy). deven (L}H(M{I(M’- gletch dey Ein-
hettsmalri o wnd gonn vetionale Zahlen by, by, oL, by Wiy fragen dann nach
sdmilichen Systemen von 2 N Funfdionen

L Pilsh @alsh oo @x (8): w5l e (s) ooy (8)
it folgenden Kigenschafien:
1. {s s —1 Lir) pis) und wylsy (=12, ... N) sind gonze

Funbtionen von s von endlichem Geschlechi.

2. Fs gelten die Funktionadgleichungen

j N
(5) CepcElsh o (l—s) = —Il;f‘m?iz ), k=12...,58)
wann, ' _
ANE g — e\ sy
©) Ahadl g1 — iy § 41k dv’
g (8} = (7) I ( — ) F( T ) P (%)
geselzt wird.
3. g {8) wnd g (8) sind in TnrionnoTsche Revhen der Arf
\>ﬁ (sgr) a; Uf} ]
{7} 14 (3 N,é_ -------- (b==1,2 ..., 1)
= % i
: ==
extwickelbar, die irgendwo Lonvergieren.
4, Fs ist
=i by 2 iy
8 oot ma e ) o e
wen ‘
&
(9) On == 2 Gy, o = T 1 B
) ="
gesetzt wird und gy, fy so bestimmi werden, dofi
- g i3 g s
} A -— Tt 0 {4 — RS
A0 el — oy, — o e me— T —

fir v =0 baw. v =0 ganse Funktionen von s sind.

Jedem Funkitonensystem mil diesen ﬁaqw?uch«ﬁe?z entgpvicht, wie maf Hilfe
der Integraltramsformalionen (1) und (2) bewissen wivd, winbehrbar eindentiy
ain System von N Funltionen

iI fh g (T oo gx (1),
die folgenden Bedingungen gendigen:

L Siz befriedigen die Wellengleichung

1] e

() g oyt
wnd sind in jedem Punkt der oberen Hulbebene ols Funkiionen der reellen Ver-
dnderlichen w, y reguldiy.
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2. Hs Azt gleichandfig in x
(12) g (1) =0 (=) filr y - oo, gp(vy =0y fir y -6
mit gewissen positiven Konstwwton s und xy (6 =1,2,..., V).

3. Fsist

{13 i (r + ;) I geit). k=1,2,..,N)
4. Es gelten die Transformationsformeln

(14) i (= 1) =2 enm. =12, %)
' =1

Ausgehend von den DirtesLerschen Reihen (7) finden wir fir das Fenktionen-
systere 11 die Darstellung

5 « (kY L 2w in gain
{]’3) {].’ci?') = ’%5-(3{) - l "}’Ei) Ef‘i ]—{u( 'pl ‘ ?/) a 2 g
[ l;lv':(t,u'} -
J =k £}
mik
J’ Moppyit = Mo, yi—¥ fiir v = 0,

{16) gy =14 ¢ 3 A1, 4
e l:’if{gk + oy (If}g, ‘_{‘/E — (.F)} yi b Moy y-‘-’ log y for » =14,

Hicrin izt O die BEvnersche Konstante und

: A T
17 T ERA M R
) 4 im 2
Die in der Botwicklung (15} anftretends Bessuische Funktion K (2) 20, rein
imagindrem Argument™ geniigl der Dilferentialgleichung

L ftw dae o
2 A T g T (z% +pfyw =1

w2

{19y
unil zeigh fir 2 - oo das asymptotische Verhalien

(19) Ko {2) ~ l

Unter den dishontinuierlichen Gruppen (r'(q)j die von den  beiden
Substitutionen ; )
T 7 = umd 7o —
Ty T

erzengt werden, sind G (1) und G (2) als Untergruppen der Modulgruppe M
ausgezeichnet, s handelt sich dabei um M selbst bew. nm die sogenannte
Thetagreppe T, Allgemein wird durch die Transformationsformeln 3. und 4.

des Systems 1T vine homomorphe Albildung der Gruppe G (?) ant die von den

Matrizen
2adby
{20) {eg,) ({SME 7 ) {8,; = Kroneckersymhal)

erzeugte Gruppe definiert, sofern das System der Fuaktionen IT linear nun-

. .

P I T 2 4o s . T .
akhiinglg ist. Dis Subslitulionen von G( , die hierbei auf dic Einheits-

3 Vgl G.N. Warsox: A Treatise on the Theory of Bessel Functions. Cambridge
1922 zit. mit W
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matrix abgehbildet werden, hilden einen Normalteilser N von G (g ) Offenbar

ist fir alle Wellenfunktionen des Syaters 11

(21) Gy (,S T) = i (T) fiir . M.

Diese Invartanz ist inshesondere dann von Bedeutung, wenn N von endlichem

Index in G ( . ist, d.h. wenn die aus dez: Substitutionen (20) crzengte CGroppe
1,

endlich ist, nnd wenn itherdies 2 = ¢ oder 2¢ ist. Fiiv dicsen Fall beweisen
wir mit Hilfe einer Stearrschen Methode, dall es nur endlich viele linear un-
abhiingige automerphe Wellenfunktionen zur Grappe N gibt, die in allen
parabolischen Spitzen eines Pundamentalbereiches fiir N sich =0 verhalten
wie die g {r) Tiv y — oo, Damit ergibt sich ein wichliger Endlichkeitssain
Iy die Dimension der linear-dquivalenten Scharen von Funktionensystemen
[and 1L Speziell fir die Modulgruppe M und die Thetagruppe T lassen sich
alle. Wellenfonktionen zu » = 9 mit dem oben heschrichenen Verhalten in
den parabolischen Spitzen explizit angeben. Diesera Resultal entspricht

Satz 2. Somdliche Losungen () der Funkiionalgleichung

s = (L) (7 13)) w0 =2 -,

die in eine Dirichletrethe enbwickelbar sind wnd fiir die (s — 1)% ¢ (s) eine
ganze FPunktion von endlichemn Geschlecht ist, bilden eine Haeare Schav, die im
Falle 2 =1 von (2 {s) und im Folle 7 =2 von 27572 (s) wnd (1 + 21724 22 (5
erzeugt wird (£ (s) = Rremawssche Zelafunition). Dagegen gilt os weder fiir
A =1 noch } =2 vine nicht identisch verschuwindende, in e DNMmIcHLETSche
Beihe entwickelbare ganze Punktion () von endlichem Geschlecht, die der
Frnkiionolgleichung

7 () == (;)b +1 (]"( ” 1

Lir wichtiges Beispiel fir Satz 1 hat man in der Klasse der Zetafunk-
tionon des veell-quadratischen Korpers £()fp) mit der Diskriminante 0,

s

Iz
R
Ty

geniigt.

43 “ . . SN F 1 i
gebildet mit beliebigem CroBencharakter 1):

E s WAl
i‘n (’S: o 6, )E’ 0 E“".jj'] - ;: > _/-1 (i)
J /;.J.(ﬁ) L—J H\f‘,!\'. &7
F=) (ﬂ Y .i‘l!;’ )
R (ﬂ"’)Q !‘:’]) P,

A’{g
Ala
= (\'EQ E":‘D)
UG o,

P IS Y, |
L1 (5"’ . 4, A% &) J—),} ) ;Z..‘ sgn (N )

Dabei wird iiber ein volles System von nicht versehwindenden, mod ¢ Vi peo
nicht assoziierten Zahlen der Restklasse ¢ mod a ¢ VD summiert. ¢ bedeutet
eine beliebige natiivliche Zahl, a ein belichiges Ideal, o eine beliebige Zahl ans

a; ferner ist N a = 4 gesetzt. Der GroBencharakier 7, ist durch
’ R
r T logre . “ T e
(24) e ¢ = Grundeinheit aus B (D), s> 1
|

L
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definiert, Die Munkiionalgleichungen

@25 &1 -5 A QYD) = ‘{:—El}’} Z:@i’“”’{';{ain)s,(s o A QYD)

7 end a4 { T
e 01 o]

Farp =90, 1 mit

L yy FnE
. R — GDVE ol 7 Towe A7 Joge P
Sp 08 0 L i, @ V) - (-97 ) lﬂ( ------- - ‘,; £ )f 5 > A T 1, Gy,

) opvein | ST i:[:f: s 1k inm _
= e J AL g g & -y £ SE oy
£ {5, 0,0, /]‘ {)l Ty (11 ) i —y A P 5 _fl (s, 0, a, A?, 0 VD

die fiir % = 0 bereits in?) bewicsen worden sind, erlauben die Anwendung von
Satz 1 auf das System der Zetafunktionen (23) mit

@7 N=@D A =q= QD r=7  =cun

og &
Man wihlt zweckmiBig die Restklasse p mod a @YD, p=0{a) als Index an
Stelle von &, so dald die Matrizen {20) im mrhog)mim Fall mit

U emas| 27 2aile
(28} - g7 ( Agn )\ und (5,, Q& AR
QYD (

whereinstimmen, Bei der Abbildung von M auf die von den Matrizen 28)
erzengte fuu;)pe* wird, wie E. HEexnd) gezeigt hat, die Hauptkongruenz-
gruppe M (QLD) zur Stufe QD der Tdentital wuge ordnet, o dall die dem
System (28) entsprechenden Wellenfunktionen

i y ¢ i
g (mo a2 QYD) =21y 8, [~ ): '
J( ¢ 1y I: ) o Y QQL"_D Y

29 1 1
= o DN vt K

w=olo@ )
¢ 0 U QYD g

heziglich der Substitntionen von M ({ 1) invariant sind. Hierin istlg = blogsay,,

wenn &g (1) die Gruppe der Finheiten aus B (T} erzengt, die moil Q! T Pos
der 1 kongroent sind, und '

Jl fir m = 0 und ein ganzes Ideal B,

0 (B) = 1 O sonst.

Beriicksichtigh man die linearen Relationen zwischen den Rethern (29), so ver-
bleihen im Falle
D=bh =1 a={)

genau drei linear unabhiingige Funktionen, die den Werten g =0, 1, £ ent.
a_[.)rt_,dn,n, Wenn ither lies 1 = 0 ist, so sind diese Reiben dureh die Bigen-
schabten 11, ¥ his 4 (Satz 1) his auf einen gemelnsamen konstanten Faldor
pindentig bestimmt; damit gleichwertlg ist

4y Huerz, B Zor Theovic der slliptischen Modulf pnktionen, Math, Ann, 37, 210—242
(1927).
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Satz 3. Das System der Zetajunktionen
PLis) = E0 (5.0, (1, L YE) .y () = £y (s, O,
(30) ‘?"2 (‘;’) = f:(} (;’ I! (] )5 E! i’j) > ?f"z (S C ( ] +
s (8) = Lol 2, (), LYA), wyls) =0 (5,2, (1), 1: L )

ist dureh die Forderungen I . I obis 4 ( Satz 1) mit N =3, 5, 1 == ),
by == O, by =1, by == | und

1 2 2 P
(81 (6p 1) = A A (C—‘f’ 5 j

1L

bis auf einen honstonten Fulior eindeutig bestimrnd,

Satz 1 1Akt aich auch anf die lineare Schar aller Wellenfunktionen zur Stufe @
anwenden, da sich wegen der Normalteilereigenschalt von M (@) wie Im apa-
Iytischen Fall eine Basis der Schar hestimmen 146, die nur ans Eigenfunk-
tionen der Substitution 7 - 7 -1 besteht. s ist daher sinnvoll, jeder
Wellenfunktion zur Stufe ¢

. 2min
(32) glry =u{y + 3 a, :f/'%'fi'w(gzm 2/)8 v

Az 3
gin Paar von IiRicaLETschen Reihen nach der Vorschrift

; N1 (sgnoa fl,
o) EL ( M—ﬁ F
n==0 !

zuznotdnen: denn os bandelt sich hierbel ja um einen linearen Proze, Die
Bestimmung von () durch @ (s) und yis) erfolgt mit Hilfe der Residuen
dieser Funktionen.

Ein besonderes Interesze heansprucht die Schar der zu den Eisengreiszchen
Reihen &) analogen Heihen

(33)

] i 2
34 Hir, 8 la,n0 - > : i ;
( ) 4 (T: J{ 1 3) (i_)) “”’17:7!7‘ 'm’zé"\ 1
= g ()
LMy, Mgy == (0, G}

die zunichst nur Hir fie s = 2 definiert sind, aher als Funklionen von s ana-
* Iytisch fortgesetzt werden kénnen. Die Funktionswerte & (v, T -+ 247 {ay, a,), (),
die wir gleichfalls als Eisensteinreithen ansprechen wollen, existieren {ir alle
reellen # und stellen Lésungen der Wellengleichung dar, die gegendber den
Substibetionen von M () invariant sind, wie man aus der Transformations-
formel
(35) B (57,14 28 {ena). @) =E (r, 1 =24 (0, ) 8, &) fiir SCM

f. Mit Hilfe der Reihen £ {7, 1 < 249 (2, ay), ) 1804 sich, solern r >0
ist, vine belichige Wellenfunkition sur &,leit. ¢, dic in den pd,ral)()l]:'c%um Spitzern
eines Fundmmentalbereiches s M () Pouzierentwicklungen von der Art (32)
besitzt, auf eine Bpitzenfanktion redozieren, d. h. auf eine solche Funktion,
die in allen parabolschen Spitzen verschwindet, Der Bewels crfclgt mit den

¥ Vel B, Hecen: Theotie der Kigexsriixschen Reilien hiherer Stufe und thre An-
wetklung auf Funktionentheorie und Avivhmetik. Abbomath, Seminar der Hamburg.
Univ, 5, 199—224 (1627).
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Hrokzschen Methoden, indem man zuo den Reihen B% (7, 142473 (m, ay), @)
iihergeht, die aus den B (7,14 2ir) (g, ag) ¢) entatehen, wenn man die
susitzliche Summationshedingung (my, my) = 1 einfihet, Die vorliegenden
Verhilinisse sind etwas komplizierter als im analytischen Fall  Bei der
BFeduktion ist nimlich zo beachten, dabl insgesam$- 2 ¢ Konstanten zu Null
gemacht werden missen, wenn o die Anzahl der parabolischen Spitzen eines
Fundamentalbereichs zn M (Q) berelchnet; denp die Glisder u (%) in den o
Fourierentwicklungen (von der Art (32)) der gegebenen Wellenlunktion zu
den parabolischen Spitzen hiingen jeweils von zwel Paramelern ah. Anderer.
seits giblhos nur o linear unabhiingige Bisensteinveiben £ (7, 1 4-2 iy {ay, t), ).
Mit diesen kemmt man aber aus, da zufolge gewisser Bilincarrelationen voun
den 2 o genannien Konstanten nur o frei gewahlt werden kdnnen. Im Falle
F — 0 it die Ansahl der livear unsbhiingigen Eisenstoinreihen im allgemeinen
kleiner als g und nimmt diesen Wert nur fir @ =1, 2, 3, 4, 6 an. Fir andere
Werte von ¢ teichen die angewandten Methoden zur Losung des Reduktions-
problems nicht aus. Wie eine genauere Uniersuchung zeigt, gibt es unter den
Risenstoinreihen B* (z, 13 (@, 65). 5) zur Stufe 5 genau drel Jinear unabhingige.
Glowisse Linearkombinationen disser Reihen sind mit den Welenfankiionen

sum. System (30) identisch. Thr Verhalben beztglich der Substitution v - — TI~

ist angebbar aus Grund der bekannten Relationen der Eisenateinreihen zu
§) = 5, so dal} sich fir die Funktionalgleichungen der Zetafunktionen (30}
cin neuer Bewels exgibt, der ven den Thetarethen in zwei Yariablen keinen
(3ebrauch macht. :
e Rizgensteinreihen zur Stufe @D und die Wellenfunktionen

g (z, 0 G, 41, QD) sind nicht unabbingig voneinander. 7. B. kann

—

i g (T, ﬂi a, -17 L [}) ]

{s}

wobei ither ein volles Reprisentantensystem o der engeren Tdealklussen von
B (D) summiert wird, durch die Eisensteinreiben zur Stufe I? dargestellt
werdon. Der Nachweis dieser Identitat liefert als Nebenrvesultat die Dirrcu-
Lurteche Klassenzahtormel for reell-quadratisehe Korper, so wie sic i ana-
Iytischen Fall fiir imaginér-quadratische Kérper herauskommt (vel. 4.

e Hucgesehe Theorie der T,-Operatoren, die mit dem Problem der
EoLERschen Produktentwicklung Drmperrurscher Reihen aufs engste ver-
knipft ish, 146t sick ohne hesondere Modifikation auf die Wellenfunktionen zur
Stufe ¢ tbertragen. Um die T4,-Operatoren (s. T, IT) auch fiir solche m
zu erkliren, die zu @ nicht teilerfremd sind, ist eine Aufspaltung der Schar
aller Wollenfunktionen in. gewisse Teilscharen notwendig, die durch ihr Ver-
halten gegenither den Operatoren U, B, C M und K, definiert durch

. 11 w0 _
(38) = ((J _1)1 By -((} a) (@) lir afi==1{4),
g K =g (=7,
charakterisiert sind. Ahnlich wie im analytischer Fall wird man zunichst die
Teilschaten §, {f, x. @) der Wellenfunktionen vom Charakter y zum Teiler ¢

bilden. Darunter verstehen wir die Eigenfunktionen g (r) szur Gruppe der
Operatoren B, mit den Bigenwerten y (n):

(37) gy &, = ylrg i),
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welche tberdies die Eigenschaft haben. dafl in ihrer Fourierentwicklung nur
solche Exponenten anftreten, die mit @ den graliten gemeinsamen Teiler §
haben. Die Tatsache, dall K mit den Operatoren R, und T, vertauschbar isl,
evlaubt eine weitere Aulspaltung von §, (2, - &) in zwel Teilscharen, die aus
Eigenfunktionen des Operators K zum Eigenwert I bizw. — 1 bestehen:

. v : o e L
(’38) AT (ﬁa X Q) = ¥ {in i (i:?} \L Wy (i= e (v})
Die Wollenfunition ¢ (7} zur Stufe ¢ ist dann und nur dann Higenfunktion
des Uperators K zum Eigenwert -+ 1 oder — 1, wenn von den DivionnaTsehen
Reihen, die der Funktion g (1) vach (33) zogeordnet werden, entweder 1w (8)
oder g (s} identiseh verschwindet. Jeder Tunktion aus einer der beiden Teil-
o~ . =1 . : e Tyemrrer .
scharen %" (6, », @) und & (1, ¥, 62) entspricht alko nnr eine Dirregiersche
Reihe. Die linearen Scharen der IMuionrnrschen Reiben, die den Scharen
1 - w1 : , S : o
& (g @) baw. [, ., @) zugeordnet werden, sind durch ihre Zugehdrig-
keit zo Funktionalgleichungssystemen mit den T-Faktoren

I,(.ﬁ’ -{;Z ?Z')f')[,(‘s‘ —) i )") b, T ( &+ I.—_|—_ 11) r (3 4 _!‘__)_ﬂ @3?.)

charakierisiert. Die Zerlegung (38) hat den Sinn, cige Trerinung dieser boldern
Lypern herbeizufithren. Bine solehe kann aunch fitr die lineare Schay © (&)
der Bisensteinreihen zur Stufe ) vorgenommen werden

(39) (=€ + E1 ().

Die der Schar GH4(Q) (baw, E1{)) entsprechende Sehar von DIRCHLETschon
Reihen ist linear aquivalent mit der Gesamtheit der Li-Reihenprodukte

{403 Nt 7o Lils +im y ) L(s — i, ),
wohei £, beliehige Teilor von ¢ nnd g heliebige Charsktere mwdg bedenten
%

(¢ = 1, 2) mit der Einsehrinkung, dal} o und gy, beide gerade {bazw. beide
angerade) sind.
s . : ol 1l g :

Die Operatorentheorie angewendet anf 3, (8w ), & U 3, @) oder cine
beziglich der Operatoren 7%, invariante Teilschar fithrt zu den gleichen
Krgebnissen wie im analytischen Fall. Bs handeli sich im wesentfichen um
die Begrindung der folgenden Patsachen. Sei B! (zh F% (¢}, .. ., F* (1) eine

e o . - - . o el ] N
Basis der mvarianten Bchar &,, die mit S, i &) oder [, 7, x, ) uber.
einstimmen oder in einer von diesen enthalten sein mége. Die mit den Kootfi-
zienten der Lincarformen

(41) Fe(@)| T = 37 Ay, (m) B (1)

ey |
gebildeten Matrizen 4 (m) geniigen der Regel

(42) Aom) 2 Ong) = 34 ( ) y(d),
dfiny, my i
d>0
t%_. h. die Funktionsmatrix
(43) D (3) = (py (8)) = X 2 (m) (trm)
=

begitzt die BEvigrsche Produktentwickiong
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(44) @ (5) =7 Ji-’f (A1) — Apyp -+ A0 gipp~ 2yt
Aus einer Reilie von Koeffizientenrelationen ergibt sich, dal} die von den
%% Diviehletreihen g, (s) erzeugbe lineare Schar den Rang » hat und mit der
Sohar D identisch isi, die der Schar &, zugeordnet wird, Das sogenannte
. Hauptachsentheorem®, welches besagt, dal die Matrizen 4 (p) zu den zu @
teilerfremden Primzahlen g bei geeigneter Wahleiner Basis F (7) (o =1, A4 |
gleichzeitig Diagonalgesialt annehmen, ist auch im vorliegenden IFall mit
Hilte des Permrssonschen Prinzips der Mebrisierung®) angewendet aul die
Wellenfunktionen beweishar. Fine gewisse Normierung der in den Huler-
produkten auftretenden Faktoren zu den Primzahlen, die § tellen, gelingt
mit einer ehenfalls von K. Purerssox angegebenen elementaren Methode
{s. K III). Neur Gesichispunkte freten bei dieser Untersuchung nicht mehr
in Brscheinung, so dafl die Beweise im Hinblick aut die gusfithrlichen Dar- 7
stellungen 7, 1, IL und K T, I, 111 kurz gefalit werden kénnen. ‘

§ 1, Systeme von Funktionalgleichungen.

ZFum Beweis von Satz 1 und fir spitere Uberlegungen hendtigen wir
Abschatzungen der Besselfunktion K, {z) fiir reelle » und positive z, die
wir zunichst ableiten wollen. Wir gehen aus von der Integraldarstellung
W, 615 (4):

i

f emet g 1y hdi.
1

Hierin substituieren wir 2 {{ — 1) = und erhalten

2) i

Ly

o

. /ﬂ' i . . o = 71,
(46) I{;T (;’;“,) — V _;[z a"E F(E 2 1—} ] a8 gt 7{1 (.i. + —:;—z) A ds.
) B

Mit Hilfe der Infegraldwrstellung fur die Gammalunktion gewinnt man aus
dicser Tdentitit den Grenzwert
_-.2,
(47) lim. K, (2} ]/ “er=1
T 0 7
und #ir belishige positive z die Abschétaung
'a e — —
{48) K )| sz e

mit der nur von » abhingigen Konstanten

(49) ¢, =
Fiir ¢ == 0 ist der Ausdrock K, (z) V”T 2% nach (46) vifenbar cine monoton
wachsende Funktion von z, woranus
- i . Al e .
{509 Kylaye® l/— e 7 Ky iz) < !/2 e far Doz
erhelli.

& Vel H.
Funktionalgleiehnng dureh Dirichletreiben mit Furesscher Produltenswick,
in Math, Anm 116, 401412 (19303; Teil [1 und 11T in Math. Anu. 137, 39064, 277
(1440/41); gelegenthich witiert mit K E AL

>prirssex: Ronsteuktion der simtlichen Tosungen einer Roswansschoen
ung, Tell [
300
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Sei nnn gy (8),p &) (b =1 2,. .., N) eln System von Funktionen, welches
den Forderungen I, 1 his 4 (Sats 1) ge'ﬂuw‘b Wir beweisen, dali das dureh {15)
definierte Funk[mu@nﬂ stem die Eigenschaften 11, 1 bis 4 hat, Die Konvergenz
der Dirichletreihen (7} fiir mindestens eimen Wert von ¢ ist gleichwertig damit,
daf mit geeigneten Konstanten € und 2

(51) len| =

gilt, Mit Hilfe von (48) kann daher

(b =1,2,..., %)

o

Lo (7)) — g (g | = {' Y Tt T b Y
=L
geschlossen werden, Mithin wird fir y — 0:
W _ETE L 4 P w1
getr) —unly) =0 [ LT3 ) = ol ),
0

gofern x -l 1 >0 ist, was angenommen werden kann. Die Bedingungen (12)
sind also mn 2y = & und e, = + 4 erfillt. LHe partiellen Ableftungen der
Fourlerentwicklung von g, (2} existieren samtlich und kinren darch glied-
welse Differentiation bervechnet werden, da die tormal gebildeten Abhleitungen
beliehiger Ordoung in 0 < 8=y gleichmiliy konvergioren, waa leicht ein-
zusehen it Somit kann it.stg(,st Mt werden, dall gp (7)) der Wellengleichung
(11) geniigt. (13} ist evident aul Crund der Fourierentwicklung von g, (1)
und der Bedingung (8% s bleibt alse nur noch (14Y zu beweisen. Hierlir
bendtigen wir die Integraldarstellung

7 b e

o B = [0

£ e GO

(>0, ¢ >—Hewn, o>—MNer,)

die sich aus der Formel W, 6-5 (6) und der Beziehung W.3-7 (8) leicht
ergiht und ans der wir

- P e Pl
(53} WA [( ) 2 -
R A R R R S P
5 e f 0 gﬂg Y 2

ableiten. Wihlen wir o > 1 und anberdem so groll, dall die Integrationsgerade
in die Halbebene der abscluten Wonvergens dev Dirichletreiben (73 {allt, dann

27 %] ,

A

(55)  Gh(y) — ,;:w YK

In beiden Fdentitdten ersetzen wir dic Integrationsvaddalle ¢ dureh 1 — ¢ und
wenden die Funktionalgleichungen (3) an; man erhilt dann
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1—or+iom 1— - doe
Pt =5 ey [ s, G == Sty [ s
) = p sl ds, Gy (y) == 2 0pr s
LY !;1318311 gk w Yy é.«lfzbﬂ’!‘ iy e

L—a—im 1—o—1i20
Nach Verschiebung der Integrationsgeraden durch 1-—o in ihre alte Lage
uni Tei geboriger Bericksichtigung der Residuen ergeben sich sehliefilich
ahmlich wie im analytischen Fall die Funktionalzgleichungssysteme

B - ] r . . .
(56) fly). Gy (i) “““ e Mo Gyy =12, )
Y Fon 1
it
(57) Filyy = w ) + 5 ()

wohei wy () durch (16) definiert ist. Zur Bechtferbigung des Verfahrens ist

die Voraussetzung 1, 1 von Satz 1 heransuziehen., Die Funktionen

] N
58 T, A AT
(58} g (— “;)*L 67 1(T) (k=14 . .,4)

haben nun folgende Bigenschafton. Sie sind Losuagen der Wellengleichung,
da allzemein mit g (7) anch g (8 7) eine Lisung darsiellt, wenn & eine helicbige
reelic nnimodulare Substituticn bedeutet, und verschwinden nebst ihren
purtiellen Ableitungen ersier Ordoung nach x for @ = 0. Das exgibt sich sofort
aus den Belationen

Nt I Ak 3
gplthe o =Fe ) (——)_) =1 (—)

56 ¥ el u
B39 g (T = _2milo
g riTia=o Ly TRy

und den Fanktionalgleichungen (56). Jede Lésung g {7) der Wellengleichung

o i)i R AT o
( oyt T )‘{’!(T}_U

mit den Anfangswerten

14
&

g{Tlg=o="0

verschwindet aber identisch. ¢ (7) 1aBt sich namlich als Losung einer ellip-
tischen Differentialgleichung nach Potenzen von x entwickeln:

oo

gi{z) =2 o, (y) =",
¥ = )

und Fur die von y abhiingigen Koeffizienten bestehen die Lekursionsformeln

P L
(v b BY (mo 1Y ey o {y) b () - yE T y) =0 tir n=0,12,...,

Woraus allgemein o, () =0 folgt; denn o, () und ¢ (y) verschwinden nach
Voraussctzung. Mit den Funktionalgleichungen (14) ist die Aquivalenzaussage
von Satz 1 in einer Richlung howissen.

Sei nun umgekehrt cin System von Funktionen g, (1) (k=1 2,0
mit den Figenschaften TT,1 bis 4 (Sutz 1) vorgelegs. Nach TI, 3 zind die
Funlktionen gy (7) periodisel in @ mit der Periode 1 und daber in Fourierreihen

K’ -
entwickelbar, die Tor 7> 0 hzw. » = 0 notwendig die Gestalt
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a({fvij +ir {ubfﬁ:)@/-ﬁz_i"}
g =1 " .

af’ ' log
*Z{rrfﬁyuﬁw(-d}““i ) b{][ ;/;’z f.,;,.(za{

# o ()

!7)(“ 4
(60) Y

haben; dabel sind K, (z} und 7, (z) anabhiangige Losungen der Differential-
gleigh }Luzg (18). Aus der Koeffizientenformel

' f'x“( s ) 6<“3{"~’i;,‘( !

- ,7,: . L e V. .
entnimmt man !J( = far m = 0y denn g, (7) witchst [iir 5 > oo héchstens wie

REEAP
eine Potenz von y, withrend T, ( -------- }‘ Ly} exponentiell gegen unendlich geht,

A oo
2zin

—37 /ﬂgg1 (The” TE T du (na=)

i

Die Koeffisienten o, 05 {n= 0 sind zufolge (13} hichstens dann von Nall
verschieden, wenn =0y (g) Ist. Die Fourierentwicklung von g, () Ist also
von der Art (15), und die durch (168} zu definicrenden Zahlen g, und ¢, geniigen
den Bedingungen (8), In die Farmel

{61} n,l e fa,,(-—i"'

"

tragen wir y == [a] €I und schlieflen fiir (2] - oo mit Hilfe von (1%)

) & sy i L
(62) ﬁi!} ,O(“‘n!”-' 3)5
indem wir cine positive Konstante ¢ o wahlen, dall K, ( —— o)+ 0 st D
Dirichletreihen (7) besitzen demnneh cine Konvergenzhalbebene und kénnen
wur Definition der Funktionen g () und sy (8) herangezogen werden, Zum
Nachweis der Kigenschaften 1, 1 und 2 bedienen wir uns der zo (52) inversen
Integralformel W, 13- 21 (%

\ . g —w E
(63) /A Ty 9**1( )1(

¥

aus der wir pach einfachen Substitutionen

e A
B 27 |n Ahs g It . ( 2 ) ! ( 2
y 41T = A’,‘B,,,_,_a( ‘f) ~ffz—(—) - e
i SRR A 7t
erhalten. Die Darstellungen
, e PR ) - 8
(65) ’.Lj F.{' (1:) ¢ = dl - '.fi; {‘)), 4 j («71: { # (!%: — Wy {S)
g
ergehen sich dann wnmittelbar dureh gliedweise Integration der unter den

Integralasichen stehenden Feiben, Fir fte s = 2, - § dart so verfahren werdern,
da aus (62)

(66) Froly) =0{y—=—1, G(n =0y =) tir y—>10

folgt., Um nun zu Darstellungen fir & (s) und » {8} zu gelangen, die in der
o s {
ganuen s-Ebene giiltig sind, zer J_egé.n wir wie im analytischen Fall dic Tntegralo
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(65) in Teilintegrale dber dic Intervalle von O bis I und 1 bis co. In den end-
lichen [ntegralen nelunen wir die Variahlensubstitution £ - % vor und bertick-
sichiigen die mit (14) adquivalenten Funk tionalgleichungen (56), nachdem wix
F, (;7) durch Fi (%) — (—i) ersetzt haben, Diese Umformungen fihren

zu cdem Resultat

0 N o
Ve = [ R yr—tdy + Yoy [Py dy
i S T
(67) Moag I?_Ef"{;;f _ Moy H oy
s—1-4r  s—L1l+ur sk s— T
' i A . . H
ot pelis g0l g Werelesd 20w
i 1) - Fy
far v > 0 baw. » =0, sowie
oo N o)
(68) L) = [ Oply) g~ by — Yooy [ Giigyy— " dy.
1 i=1 1

Die in T, 1 {Satz 1) geforderten spalytischen Figenschaften der Funkticnen
@ () und gy (5) lassen sich hieraus sofort ablesen; auch die Verifikation der
Funktionalgleichungen (5) bersitet keine Schwierigkeiten mehr, Der Beweis
von Satz 1 ist damit erbracht,

Fivr die lineare Schar der Funktionensysteme mit den in Satz 1 genannien
Eigenschaften kann unter spezielien Voraussetzungen cin gewisser Kndlich-
keitssabz hewiesen werden, der ausfihriich folgendes besagt:

Satz 4. Die Mazimalzahl der linear unabhingigen Funktionensysteme gy {8},
wp(s) (b= 1,2, N) oder g4 (7) (e ==1,2,... N), die den Bedingungen von
Satz 1 gewiigen, ist endlich, wenn L =g oder 2 g vorausgesclzt wird wnd wenn
die von den Matyizen

Zaily
((S,,,gsf" g _) wnd  (£)7)
erzeugle Gruppe endbich i,
Beweis, Die Translormationsformein (13) und (14} definieren im Falle
A =g hzw, 2g eine Darstellung N-ten (irades der Modulgruppe M haw. der

Thetagruppe T. Die Wellenfunktionen ¢ (7) sind offenbar ipvariant gegenitber

den Substitutionen, die bei dieser Darstellung auf die Tdentitat abgebildet
werden und die einen Normelteiler N von endlichem Index in M bzw, T
bilden, sofern die von den Matrizen (20) erzeugte Gruppe endlich ist. Der
Endlichkeitssatz folgt daher ans

Yatz 5. He sei G eine Untergruppe dev Modulgruppe von endlichem Index,
Sy Sar - v o 8, €10 vollstindiges System von indiguivalenton parabolisshen Spitzen
vimes Fundamentalberciches von G und A, eine gecignete reelle wnimodulare
Substitulion, die s, in oo dherfihrs. Dann ?qib‘ﬁ es wur endlich viele linear unab-
héiingige Wellenfunktionen g (r), die beziiglich der Substitutionen von G invariant
wind wnd in den parabolischen Spiizen Entwicklungen der Art

wl . 9l Zrin
(693 4 (fi@ ! r) =, (y} + X a, ) ;ij‘ii Ky, (— ;M! y) e 4, “
== [

besibzen (p =1, 2, ... o)
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Wir erbringen den Beweis mit Hilfe einer von C. L. S1B0EL7) entwickelten
Mothode. Zunichst darf w, () =0 {p =1,2,. .., 0} angencmmen werden;
denn diese Glieder sind von Lier Form (li}), héngen also nur von 2o Parametern
linear ab. g (1) verschwindet dann in allen parabolischen Spitzen, stellt also
gine sogenannte Spilzenfupktien dar, Bs sel 174 6, f),)()) die Tr-
zeugende in der Gruppe der Translationen, die in 4, (:':19 enthalten ist.
e Fourierentwicklung (69) bringt diec Invarianz van g {7) beziglich der

e /1§

Substitution 4, ! 0 ‘f} A, zom Ausdruck. Mit '8, bezeichnen wir die Punki-
menge, die durch 4, in fI en Bereieh - 1@ = x< )G, yz=x dhergefihrt
wird, Fitr hinreichend grofies x Jafit sich die Punkimenge

(10) P =28,
e=1

dorch eine mit threm Rand im Innemn der oberen Halbebene gelegene Punkt-
menge B zu einem Fundamentalbersich

o) F=P B

erginzen. Nachdem wir ans fiir elnen festen Wert vor x entschieden haben,
gerlegen wir B in der Weise in Teilbereiche 8,

(72) m:%&,

g

dal} fiir cinen belichigen Punkt v =& -+ iy C 4, (B, +B,) die Ungleichung

(13)

mit einem mbglhichst groflen », fir p=1,2, .. ¢ erfullt isf. Sei M
Maximum des absoluien Bebrages von g (7) in (3. Wegen der Invarians von
g (1) heziglich G gilt

{74) M

g7}

allgemein. Das Gleickheitszeichen wird in einem nicht auf dem Grenzkreis
y =1 gelegenen Punkt * O § angenommen, da g (z) in den paraholischen
Spitzen Velsch\’vmdtm soll. 7% mage in B, + B, licgen, so dall fir 7, =
2y iy, =4, *

(75) : Ho

lg (A7 o) = M

i, Wir beweisen nun M = 0 unter der Voranssetzung

(78) i, (n) = O fiir

=m, p=12 .. .,0

und hinreichend grofes wm.

“ fEaal
7’?1 o rr —1 S AL R K“’( . Efﬁ)
() vt Ko = ify) = [ glAl T e e, Tda-ye ST
“ @ ' . forin]
’ f‘”( g

woraus sich die Abschitzung

7 Rizeern, {1 L.: Einftlrung in die Theorie der SfludL{Jlektwm.ﬁ w-ten Grades,
Math, Ann. llh G17—657 (1939},

Mathematische dunaln. 121 11
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(77

ergibt, Fir hinreichend groBes m kénnen wir anf Grund des asymplotischen
Verhaltens (19) der Besselfunktion K, (z) fiir grolles Argnment

H o ﬂl
schliefBen, wobel ¢ cine nur von der Zerlegung von §F abhiingige positive Kon-
slante bezeichnet. (Genfigh we anch noch den Ungleichungen

J‘E;«Qvﬁrl:t! . (Qﬂl,?,.‘.,(i‘)
dann ist aotwendig M =0, q.e. d.

Im Falle # = 0 kanp it Hilfe der Abschilzung (50) eine hinreichende
Bedingung for das identische Verschwinden einer Spitzenfunktion zu G
explizil angegehen werden, Aus (77) folgt ndmlich fir m =0, wenp all-

iT g

gemeln o, = gesetzt wird,

7

< MeTw Y
(75} la: fiﬁ (aye™ poo
a Ky (;r-i) (o™ - 1) )
Um nun M = 0 sehlieffen zo konnen, mull
o V2a <o, Kola)e™ e —1) =12, .0

getordert werden, Auf der rechten Seite dieser Ungleiehung ste hl eine monoion
wachsende Funltion von g, Die Ungleichung ist fir o ¢ oerfillt; denn
aach W, 5. 689 ist

Koy et == 08582100 ..., o} — 1 = 3,4816801.

Dag identische Verschwinden einer Spitzenfunktion zu G folgt also bereibs
aus den Ungleichnngen

. 3 P
S ¥y e = k2, (T
{80) 0, T2 o=12%...,0

Wir wenden dicges Resultat auf die Modolgruppe und die Thetagruppe an.

1. G-—M Fsist g -

Als Pandamentalbereich & withlen wir die Modul-

fgur: 7 + 7|z 1, dazu A, = F (Einheitsmatrix). Alsdann wird
Q= 1, 2y = - und (8 ) ist erfallf,

2. G =T. Hier isl ¢ = 2. Hin Flm(idmﬁﬂt&lhm-ﬂé{"ﬁ K wird durch die
Ungleichungen |7 +7—2|=2, jv[z L, |7 — 2= 1 he ‘a(’hllb‘;)ﬁ‘ﬂ B -,

sei der E)ur(,hst ipitt von ?S mit dem Bereich |z — 1| =2 damit ist dann
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auch B, B, bestimmt. s sel A, = F und 4, die nichteuklidische Drehung
der Ordnung 2 mit dem Fixpunkt 1 --4}2. Offenhar isi A, (B, + 98, =
Py =By, sodall @) = @y =2 und x, = 1 wird. Die Bedingung (80} ist wieder-
um crfillt, Wir erhalten das folgende Resultat:

Batz 6. B gibl keine niehi dlentisch verschwindende Spitzenfunkiion zur
Phetagruppe T wnd v = O,

Dieser Satz ist fiir M nabiutich trivial, wenn er fiir T gill, da T Patergruppe
von M ist. Zur Begriindung von Satz 3 bendtigen wir cine Aussage von fhn-
licher Art fir spezielle Bysteme von Spilzenfunktionen wur Siufe 5.

Satz V. Hin System von Spitzenfunktionen g, (v). g4 (1), g, (1) zur Hawpt-
kongrusnzgruppe M (5) wnd v =0 verschwindel idendisch, wenn fir &M
Transformationsfarmeln der Ari

3
(81) e {S r) = .2: &g (S) 7. (1) (’ = 1,2 3)

gelten wnd die Darstellung {a;; ()} der Modulorgruppe MM E3) wnildr s,

5
. p . / AEEE 4
Zum Bewels ditrfen wir annehmen, dafd die Matrix Lo, ({7 TV DHagonal-
ite 4f &)

gestalt hat, Diese Voraussetzung konnen wir erzwingen, indem wir das
System gy {r) (b = 1, 2,3) selbsl einer gecigneten unitiiven Transformation
unterwerfen. Sel demnach

(82) gp (v -+ 1) = Loge (1) (b =123}

2w ik

Zmiby
mit gewissen B-len Einheitswurzeln £, =275 |, 02 b, < 5. Die Fourier-
enfwicklungen der Funltionen sind dann von der Form

; Y bﬁ: ,
- %’~‘?/) 6”1(“‘"?>”, (b =1,2,3)

(83)  gp i) = fl‘ ap )yt K, (2 7
n —*’;f +0

Da wir die Darstellung {o;, (5)) unitéie angenommen haben, so ist die Funktion

3
(54) wir) = ! g:;,h( {r) g (1)

gegenither den Substibutionen von M invariant., AuBerdem verschwindet
sie in der parabolischen Spitze des Fundamentalbereichs jr - i"| =1, j?\ =1
von M. Sei M das Maximum von y (v) im Fundamentalbereich; es wird in
eiem endlichen Punkt z; des Fundamentalbereichs angenowamen, y(7) << M
gilt offenbar fir alle v. Sei nug ebwa

(85) lgs (| = 1 (7)1, =1,2,3
dann ist
(88) M2V g )l nad oy, =13,

wenn T, = &, + ¢ ¥, gesetzt wird. Mit Hilfe der Koeffizientenformel fir
Fourierreihen leiten wir eine Abschitzung Hir g, (r,) ber, aus der wieder
M =0, d h y(r)=0 folgt. Es sei 1=z 410y, mit einem spiter niher
7 bestimmenden & i Intervall 0 < & < ). Aus der Formel

[i#*



a8 Taxs Masss:
Yo (e by
wy (n) e Ky (27 e My
(B7) Ay
=1 / i(“ ‘ 5') Tdx-HT
i}

enloehmen wir dic Abschitzung

b
o [(2m o m oo oL
e B, a Ko ("" T y")
|ay ()] g2 Ky 22 | -+ ’—' . ’/n) = 5
' U yu}

P g, (z R

und erhalten damit

S

'S Mo }“’( qln * _| J")

A LSIE I A

'3 yo — I, (2 o *’;{ i ?/a)
nk 0 S ’

Wegen 2 m in i

" _ﬂ’”[_ - L3 -} T lat -" N
(55) 5= Tnae Vi Z

[ }—
sehilieBen, wenn wir zur Abkiirzung
23
0 = E ]
a

sebzen, Die in der Ungleichung (838) auftreterde unendliche Reibe hat den Wert

N Bl Bl N
- fir b, =0  und i PTEN e b, =0
1 F4] 1 3
mit .
_ 2 )3 ‘ 273
cE — s {1 — &y _— — 1
T jeden: Fall ergibt sish also
. P
(89) Mg V S o
|3 FoKyin 28—

denin es dsh 2«0 £ 2o f L E Wenn o osich i Intervall 0 <

0

s bestimmien 1a034, daf
{90) Va K, (a)ee > i/ 2T

wird, dann folgt notwendig M == 0. Fir ¢ = 0,16 entnivont man aus W,
3,698 den Woerd K () % = 2 3087874 . .. und “Rf‘(‘]%f (Lmn fest, dali in der Tat

— . 1010¢ fE
E' o Ky (o) e > 0,0235 > 00169 = —I/ g g

ist, Damit i3t der Ratz 7 bewiesen.

& 2. Die Zetalonktionen des reell-gnadreatisehen Krpers.
Wir wenden das allgomeine Ergebnis des ersten Paragraphen aul die durch

(23) definierten Zetafunktionen £, (5,0, o, A%, ¢ POy (v=10.1) des recll-

M
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quadratischen Kérpers £ (/) an. Den Beweis der Funktionalgleichungen (25)
erbringen wir mit der klassischen Methode, die E. Hucgr?®) bercits anf den
Spezialfall # = 0 angewendet hat. Mit Hilfe do“ f’ Integrals lassen sich die
Funktionen (26) durch die Thetareihen

Golbt o0, QYD) = Me G AT w
(91) =0 {uQEJ’)
Oy (0,0, QYD) = }; g & TG U
=olaQ 1)

ausdriicken. [abei haben die éﬂ].tt}f‘i.(‘-l}d(’-ﬂ Zeichen die eingangs festgelogte
Bedeutung, Setzen wir noch
5 (6) {1 titr ein ganzes Ideal b,

) =
) 1 {} sonst,
s0 wird

*';'o( a?h()lfﬂ)

Y i ¢
I g 20 gy g — 2 YTy ( o l s —Zines
— A’{ (a)"df f { Wy (e we o0, @YDy —4 iop )| @ dv

=
02)

ws— i,

4 DC . 2 e S ine ¢

““““ —— f' Ui ‘,’. (;.%i,, e w;{v, o, 0, Q VD ) e Einew ol g8 Ju
)‘1 (G) ‘,Q

for We s = 1. Darstelivngen dor &, die fir alle ¢ giltig sind, erhilt man,

indein man die Integrale wiber « in Teilintegrale von O bis 1 und 1 bis co zer.

legt, die Transformationsformetin

—_— 1
ﬁﬂ {f«, t"" o, a, Q. i I)) = T é
E QiDL i Lo
o apid G @) FA
a == (0 {a)

ht e QYD) = o > :

oo o () i-"_D
o= {0}

(93}

anf die Tntegranden der endlichen Teilintegrale anwendet und die Variablen-
e} >

substitution u — i - ansfithrt. So ergiht sich schliefilich

(i)

i) ;n?»l () L=
-
4 = .QI{ 5 T b i . & ] — i g
L Py e ue= 0,0, QYD) ~t)( :?) podinct gyt du
e 1‘/ l;fq [ b 2@y /]
(94) 4 :zmis(f'i’; 2 ‘o i 2 g 5
______________ T?‘ 6D [ Pelwe® ne a0 QD)
QYD ATy Lo 1 -1 |
oot a i d
o = )

w—Fdu

e ] ('?‘5;1:’1) )} g HbRLY .f_lv_
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und

& (8,000, M 0 m

" .
LK
{()j) — ? f f {u (’.‘e ne 22}: o, a, ,JL) rjj) o Fines f ﬁ} g
e l (ﬂ) *IQ
4 2.’7'5.53( 2’0 ) JO f{;').g @ D YT D aa 1-g
S, T # Agpl [ [ we® e a0, G D) e 2R dy| w0 du.
YD () P 1 i-1
atand a G
n = D)
Die Eigenzehafter 1,1 bis 4 (Satz 1) mit den speziellen Dafen (27) konpen

nun tir die 4 J(Amfzmlxhnm n g, {8 0, 0, 1, 9 VD) leicht nachgewiesen werden.

' T N
Fir die zugeordneten Wellenfunktionen g (1, g, a, Ay, @ ') hestehen daler dic 4
Beziehungen i

o

96) gz +a.p 0t 0 Vo) — gint QD g{t,0,0q, FEEY, /D) (o ganz rational),

o7 g (H SN N gf"b”) - _-—?::_ﬁ Ze"(‘m—p) g (.00 7 QYD);

srmod ag bl
o= 0n)

iiberdies ist fir eine beliebige natiliche Zahl m

{63 gt 0,0, QD)= o gimr, o, o A, m QYD)
4 [Ty
amodawm QD
a=g{aQVD)}

was man sz Grund der Fourlereniwicklung (29} unmittelbar erkennt. Mit
diesen drei Transformationsformeln kann man nach einem Verfahren von
B, Heerr 4 das Verhalten von gz, 0, 0, 1, A1, QYD) gegeniiber heliehigen

b

Mcj&u]&uhstjtutirme‘n SC’ M bestimmen; (hi)vl wud von irgendwelehen
¥

Ma,n &rh&if, h]r
I L B
bf@JgM

die Transformationsiormeln B
(99) Q’(ﬂ?.'s 0., /1’;&’ ft) Vﬁ) = ';_‘_4 foa (S}Q{’f, 75 (Ly AT? Qlff)m)
amode QYD
e ()

mit den Koeffizienten

1 . | g An by FSg ek d Na)y
s VUDW— x gragD N fiir ¢ > 0,
66
106G ¢ S e cr.modasQlf_f
( } ¢ (L:I aup (a0 lD)
Bio
éwewtd_ﬁi_ﬁ fir e =0, d=1

Die hierbel auftretenden Binheitswurzelsummen hat E. Heokn ausfthilich
diskutiert; fur § ¢ M{@Q D} ergibt sich inshesondere ¢,, (8) = &, ¢ h. es ist

(101)  g(Svg 0 i, QYD) =g (0 oy, QYD) ir SCTM(QD}.
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Die volle Schar aller Wellenfunktionen g (7,p, 0, AL [ D) bei festen n Q, I
erhdlt man, wenn man a ein volles System von Reprisentanten der angeraen
Idealklassen in B (YD) und ¢ die Restklassen mod g ¢ V& durchlavfen lait,
die in o enthalten sind; denn es ist

. ) i T e
(162} gi{tol af 1y, @ VDo) =gir,e a A, QYT) fir Nj=a.
Die Frage nach den linearen Relationen, die neben den trivialen

e 4Ty PER—
{1 glit, o o, AL (YD) =g (v, —p, 0, 15, § Vo)
zwischen den betrachicten Wellenfunktionen bestehen, kann vorerst nur in
numerizeh gegebenen Fallen restlos beantwortet werden. D die Maximalzahl
der linear unabhingigen Reiken g (2,0, 0. 2% Q D) hei festen Argumenten
a,n, B 0 Kleiver als @20 ist, so wird Satz | anf dieses Funktionensystem mit
N < D angewendet werden konnen. Der Endlichkeitssatz 4 hat auch dann
ook Gitltigkeit.

Wir betrachien speziell 1) = 5, ) = 1. Da dic Anzahl der engeren Tdeal-
klassen in B (5) gleich 1 ist, genfigt es, a = (1) nnd im Hinblick auf (103)
g =0 1, 2 anzunchmen. Die drei Rethen

Y -
Gn (n.r_')):g(r,g,(l},ﬁm E«"")) (E’TOF 1~2)
sind linear unabhingle. Bezsichnen wir nimlich die Fourlerkosffizienten
dieser Funktionen zom Exponenten m mit ¢, (m), so ist nach 29 firm == O

ERid
a, () = 337 (n),

T R ey

W

o
(#}Lfg“ F)
also speziel
g o 1 2

2, (1) 02 0
a (1 0 0 2
t, (5) 4 0w
und die Determinante dieses Koeffizientenschemas ist von Null verschieden.

Znd
Sei L =e"4%", dann ireten an Stelle von (96) und (07) die Transformations.
formeln

Ja (T —I' 15 0) = (Ts 0}’ Ha {r- I, 1} - C{fu (T= J-) .: n (T * }: 2) = %;.:MI 19 (7? 2):

o

2~ 1.0) b2 2 g, (%.0)

1 1 2Oy B A ;-

(104) G (—;,1) v D@0 D07 0] g (6 1)
1

o (~22) N AT

Die entsprechenden Transformationsformeln fir die Funktionen

1 . c 9
(105) gz (z, 0) = Vf o (1, 0), g (r. 1) = Fu(m, L)y g (1. 2) =g, (v, 2)
definieren eine unitire Darstellung der Modulargruppe M/M (5}, wie man leicht
nachrechnet. Das ist fir die Anwendung von Satz 7 aul das System der
Funktionalgleichungen {104} wichtig.



162 Hans Maass:

§ 3. Die Nisensfeinreihen zur Stofe O

Die Frage nach allen automorphen Wellenfunktionen zur Stufe § ist fir
die Theotie der Dirichletreihen von entscheidender Bedeutung, hesitzt davither
hinaus aber auch selhsténdiges Interesse. Der pinfachste Ansatz zur Koo
struktion soleher Funktionen besteht in der Bildung der Bisensteinreihen

£l

(106) B (7, 85 (0. o), @) = Z et

iy == {2
(b, Why) < (T, 0

wobei fiher alle nicht verschwindenden Paare von ganz rationalen Zahlen
(my, my) der Restklassen (ay, ) mod ¢ summicrt wird, Diese Reihen sind
bekanntlich fir e s = 2 absolut konvergent. Das aligemeine Cilied und damit
auch 2 sind Losungen der Wellengleichung ‘

g
(107) (_E. @2 TR - {t=x 1Y)

und es bestehen die Transformaticnsformeln
(108) E (81,8 (a, a), @) = (7.5 (4, 05) 8, ) tir SCM,

woraus inshesondere die Invarianz gegeniiber den Substitutionen von M ()
folgt., Zurchst ist zu bewcisen, dul die fir Mes =2 reguliren Funktionen
B (7, 85 (g, @)y @) von s in die Halhehene Hes <2 analytisch fortgesetzt
werden kommen und aul der Vertikalen 9ies =1 noch reguliy sind. Zu dem
Zweck nehmen wir eine Fourierentwicklung der Lisensteipreihen vor. Nach
emer cinfacher Umformung echalten wir

£

B (ns o ) ) = 8% 2 Liovon @)

(109) L z N n_—
@ N L2\ Qmy

= ity (@) 7=t (40)

sihy == U Fmod
it
2
. . 1 ‘{;‘1 1
(i Cis,a, () = E : und f(r, 8 = R
[m)® ' P It 4+ ni @Q%
= 6l w=— 20 [ 2
i’

Die Fourierentwicklung der in 7 periodischen Fuukiion f (7, &) lautet

f{r,s) = ZJ J j M;, ) yg—sev‘!nm'ﬁh Ha }ez.r«i-nw‘

P == e O 1 e A

Dabei ist fir % 4= 0 nach W, 616 (1)
f E% N gy‘é—*e*?ﬁ’”i?mdu — 92 f .
- U {

und fir =0

(el

[. L2 - pylmidu =2 f ppp— L
e B oom oy T (i)
{(u® - %) 2 3
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3 I

an dal
3 3 g ]
Jra— B '?b? pat - e [ Dedina
(111 F(r,5) | ) () Kooy @afaly errins
; I Y(j) e 2
wird. Diese Entwicklung fragen wir in (108} ein und erhalten das Resultat
o s— 1
. ) V T 2 ) . - "
B v s (g, ), ) = &= z,'m LA, iy, 40 5 . Efs— Vo, thy — ¢
(112) ©or3)
#
2 T -t . 9z |ml grin
&l 2 j 2 e Qm §-m|1—="‘§.|?'z} iyt fss;;;( "Z_J’?z y)c 0 -
3 J

=

a1 P
0= [;(_:}) hale 11 1-,,;55(%[@)
@?ﬁ Die analylische Fortselzung ist damit geleistet
in der Entwicklung (112) formal auftretenden Pole der Zeta- und (amma-
funktionen in ¢ = 1 in Wahrheil gar nicht vorkommen, missen wir von den
Funktonen (s, 4, &) Gebrauvch machen. Be-

Um zu bewelsen, dall die

Transformationsformeln der

kanntlich ist
@ 2
e _( ( ) o ) :ﬁ{ﬁ(\@?) ER
(113) o # 1 wtn’ oG e § 7 Eat
S e D IR I S P T)
i \{_ﬂ_mag(g} j l U b nmdQ i l:’l);—i l(f,;fé) f
=+ ==

B
venn £ o==e §  gesetzt wivd, und daber
. 1 + -
(114) E(l s, i, () = 2T LerEle b o)),
E @ on moei(é
Miy Hilfe dieser Funktionalgleichungen 168t sich die Summs der von © un-
wbhizngigen Torme in der Fonrierentwicklung (1123 ‘

53 ), ) = 0 () £ oy ) 8

(115)
ses Aunsdrucks In s =1

Aoin eine Form bringen, welche die [ sularitht iese
Tos wird nimlich

" unmittelbar erkermen 18l

w (1, 55 (g, ), )

.
Zyrme o1
PR {h Qi) 2
4 2 s
o MEETIE o
(b ( Qa) s b, Gy AT ay = 0100
und
i ¥
YT i g % 0(Q).

A7) w8 (g, ), {l;) =
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Die nach Potenren von & — | fortscheeitenden Entwicklongen

. 2 2 /., 95k
Cn @ = gy g0 Do (2 7))

gestatten in Yerbindung mit den Relationen (114) die Berechnung des Grens-
werts

(118)  lim F( §§l}(l— B O — 2 log (‘zfssn ?,Q,,,) Fir b= 0(4).

s+ 1

Eine einfache Bechnung liefert dann

(119) w{y, L (), €)

+ T

o 1 5,
— 3 fab g (2 sin —i?)) 't i a, = 0 (), ‘

ba= 1

2 .v,uhw Y- é (fi e Lo

2.,
-

wihrend man fir r = 0 mach (115) direkt

™

gin ———"(; D E far ay = 0(4),

w (g, 1 2ir; {oy, uy), @) =4 (i‘—) QL -2, ny, Q) yls i

(120
. Lo
erhilt.

TIm die Maximalzahl lincar unabhingiger Eisensteinreihen zu bestimmen,
gelwn wir 2o den Reihen
&

; — . E
(121 B (s lap a) ) = 8 vE o
ity = ) |7y T iy |
(g, ity = L

8

ither, die fiir (a,, @, @) > 1 identisch versehwinden, wenn wir wie fiblich fest.
setzen, dafd eine leere Summe den Wert Null bat. Zwischen den primiliven
Reihen, die durch (o, @, @) = 1 charakterisiert sind, bestehen die linearen
Realationen

(122 B e 8 (g, ), G = M40 (v 8 (T, dag), Q)0 (5.0, G
£ ol 6

nnd /M
) B {183 (g ), ) = 2 B (7,5 (bey, L) @) (501, ©)

mit t o £

(124 den o ¥ "l_ |

—
ti=1 (Q)
1A

wobiel @ (#) die MGsrvssche Funktion bedsutet. Der Bewels ist wie im ana-
Iytisehen Fall {vgl. %) zu fiihren. Die nicht-primitiven Reihen £ {7, 53 {o), u,), §)
it (7, e, &) = d > | lussen sich wegen

195 v s o th )
{125) Er, a5 (g ), Q)_ =+ (r"5‘<TiL’ g ) d)

durch die ¥ zny Stufe Qi ansdritcken; diese wiederum sind Jurch die £ wor
stufe ¢ darsustellen, da allgemein
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(126) B (v, 83 {ay i), Q) = X E® (1,51 by, by). Q)
by mod Q4
N

i 'EE{(Q)
gilt. Ihe Hneare Aquivalenz der Reihen £ und £%, die in den in s analylischen
Tdentitéten (122) und (123) zum Ausdroeck kommt, kann Hir spezielle Werte
von & verloren gehen, wenn die Koeffizienten d (s, 4, ) singuldr werden. Auf
der Cleraden e s =1 ist das fitr § = 1 der Fall. In der Tat izt die Maximal-
zahl der linear nnabhingigen Reihen % (1, 15 (g, au) @) kleier als die der
Reiben B (1. 15 {6y, 0y), ), wie die Jolgenden Betrachbungen lehren. Die
Rrgularitit der Funktion o s, ¢, @) ani der Geraden e s =1 einschlieBlich
§ == 1. folgt ans der Darstellung

o e . _ _.__!‘ s 4 (f)

{127) eis. b, ) = p_tss % Lis

v owobei ther alle Charvakiere y mod @ summiert wird und ¢ (§) die EULERsche

w Funkiion bedeutet, sowie der Tatsache, dafl die L-Reihen

T A
Lits, ) n>—l ne

fiir Me s == 1 picht verschwinden. Ferner iab

o I s

a8 s E A = - N s, Y.
(128) d{s,f 0 S0~ Lits, 7)oy )

Eins Singnlaritit auf der Geraden ‘]wa == 1 legt hei diesen Funkiionen also
nur far {, ¢ =1 im Puankie s = 1 vor.

Wir berechuen nun das von @ i.u.mJJhéifﬂOja”é‘ f*ﬁl"d w* (g, 85 (ay, ag,)s @)
in der Fonrierentwicklung von £% (2, 8 oy, 2,5), ). Nach (113) ist

Wk (o, 95 (e ay). @) = Y (g8 (o, bay), e (s, 1, )

‘ i modd @
(129) & —
o f o LI l“r r (:Zi) 1— 4 -
r‘J( {»;'w) Yz ML b (Y e st ) o - yo 5 M e — 1 ba e s 1 8
i ¢ e £ ’ i (i) tnod £
o

Setzen wiv (d,, te, ) = 1 voraus, danp ditvfen wiv uns bel der Berechnung
wnken, da dieses Gliod
Aennr fie gy =00 wirklich anftritt. Fiar (@, ) =1 ist aber

_— - . 2 () ‘
X s ta, Qe s, @) = 3, 3 T
tmnd @ Crod G fre LG m=tel@) (T
w3

®
des Koelfizienten vou y% in {129) aufl (#;, ¢ =1 heschrd

8

P o .
w0, m |
wfie, e w= w(0h

a0 dal
: ty — 1 BT i _ o
(130} w* (y,9: (g, 009}, @) = & ((EQI ) (\}(ﬂ 0 ) 0B (” : )) o A1 (5 ©) yi ;

wird mit einer gewissen Funktion » {8, ¢, @), von der uns nur interessiert,
daB sie anf der Geraden e s ==1 3f‘guléhf igt. Wir stellen damit fest, daliin

w* iy, 1 (g, 29}, 4 die Funlktion g log # nicht mehr vorkommt. THe Maximal-
zahl linear unabhinglger Rethen E% (7, 11 (g, 05}, §) i3t demnach kleiner als
die der Reihen B (7, 1; (7, a4, ). Aullerdem folgt aus (130) fir » >0, dal
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ye i (g 1o 24 {0y, ay), ) dann und nore dann aufbrilt, wenn iy =0
uned gy =1 oder — 1 mod ¢ ist

\ - o b . c o
HEs sel nun r> 0, (o, 0) — 1 und & = (c 4] wine Substitution aus M
deratt, dufl §74o eine vorgegebens parabolische Spitue wms‘ ifumhm( ntal-
hereichs von M{) darstellt. Dann verhalt sich ]?"‘ (r, 1+ 2idv; {ay, ), )

in T =81 sy owis

WE(S e, 1420 (e i), @) = B% {1, 1+ 2ir; (o, m) 870, )

. Lo s . .
m o o==aa. HiTH Lkommt in der Fourieren twicklung ven B% (£, 1 - 24y

< ¥ 1
@y, ay) 874 0 genay dann vor, wenn

hd —aye=0, —ubta,a=-1 1),

o, he
=, dyz= I d{H
b2

: . . . /
ist oder, gleichwertig damit, wenn die parabolischen Spitzen — - wnd Sheo
1

4 . N
- nach M (@) dquivalent sind. Sel ¢ (Q) die Anzahl der indauivalenten

parabolischen Spitven von M (@) Im Talle r > 0 sind dang o (£ linear nn-
abhangize Nisensteinreihen B* nachgewiesen. Bekanntlich ist

i fir =1,
{18 "G (Q) = 3 fir = 2,
fiir ¢ =2

Zwischen den primitiven Rejhen £% {ry 10 2y {iy, wy). ), die mit der
Gesamtheil aller Bisensteinreihen zur Stafe § linear dquivalent sind, bestehen
nar die Relationen
A% (e, 1 4 24, (s ttg), @ = B (r, L+ 247 (B, by, €

Hir ap= by (0) oder ay=—5b, (). (= 1.2}
Aullerdem verschwinded, jede Linearkombination der Risensteinreihen iden-
tisel, wenn sie eine Spitgenfunktion darstellt. Diese Tatsachen folgen un-

(132)

mittelbar aus dem Verhalten der Reihen 5% in den parabolischen Spitzen, weunes,

man dberdies beachtel, dall zwei Spitzen —Z‘ und ——Z— mit teilerfremden
/uﬁ}{er nnd i\vmmr nach M@} genan dann i« ]nzifalsmt sind, “wenn thy = - Iy (&)
b= 1,2) ist. o () ist ohcnl_ur die Maximalzahl linear zxfmi)l:.dng;gc_; TFisen-
ntums_-.z.f.wu.

Der Tall » = 0 ist erheblich komplizierter. Wenn @ () = 1 oder 2 ist,
dann gibt es unter den primitiven Bisensteinreihen & {v, 1; {m. @), &) cheniulls
o () linear nnabhiingige Rmhs‘ ry odenn nach {119 kommt yi log g in &(—fi‘
.?{)'!n'if--‘:re-er}Es&'ici{mﬂg von I (r, L legag), &) penau dann vor, wenn ff-l':_?‘)f
+ 1igh st Hs gelten dany die gleichen Uberlegungen v\'ie‘i i Fall
E%pz‘%ts-r werden wir erkennen, dall fir » =0 and e >2, 4 h fHuo
6= 1, 2,8, 4, 6, die Maximalzhl linear unabhin giger Bisensteinrethen Kleiner

Js o (€) ist.

Wir formulieren das gewonnens Teilergelis,

e
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Satz B, Hy sei v >0, Q beliehiy oder r =0, ¢ (13)
oder § ) Davn ist die Mavimelzahl der imm} wnabhéiingigen i
e, 1 2awy {ag, ), @) gledeh o (). Auflerdem it as in der
dor Eisensteinrethen fe nicht ddentisch verschwindenden Spiiz 7

Um die linearen Relationen zwischer den Eisensteinreihen i BPalle » = 0
zu ermilteln, erseheint ez zweckmiaBig, die Heihen

. b e ~ _
{133) G, 850,00 ) = il 2 EwEE (2 s w0, 6D
) T F et}

Zid k.

einzufithren, die mit den Bisensteinreihen lnear dguivalent gind und Hirs = 1
wichtige Symmelriceigenschaften besitzen (vl 9. Nach (112) wird

= T

ﬁ'{r?s;{}},mz?f_}-=h(L}>?zj> ol .

n ' g |ntf

) . 1w
S Lay @)y

: ) ! T o i :
e X i 2 T 7 %3‘?; @
ER Wherl P S
o # ot fii a2y [£43] E
2 iy iy = p

Mit Hille von {119} erhilt man daher

4 - : P Zrdn
R [T . f 7 ‘E; Vi IR FE T
Gl iog e @) =y f,A,Lff.,_f'“iiuj_f v ‘["”( o “’)“ ¢

thy iy -t

fitr o, =1, a, = 0 {{}),

Ml

fur a, =0, a,50(),

for a0, 0, = 0(6)

0 ‘ Pty a4 0, a, = O {4,
Arorans sich die Symuetrierelationen
(M{;) i, 1; fys e, G) == OF {7, 1; 3ty ty, G, '
CHr, Ly gy, Q) =G (v, 1t — oy, — a0, 1))

ergeben, Um alle untereinander verschiedenen (- Reiher su erfassen, peniigt
o3 algo, wenn wir uns auf

(137) ¢, =0, 00, < ’_ffJ nml o = b, b=e, = 0—k (v =14 ... [QD

beschrinken. Hine einfache Abzahlung ergibt #iir die Anzahl A4 (€ der an-
gegebenen Paare (a4, ¢,) den Wert

(138) Ay =1
(&) stellt eine obere Schranke fir die Maximalzahl dor linear unabhingigen
Eizensteinreihen dur. Da

]

ah

Q@+ J
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R far Q= 1.2,3,
; A (6 = 1 o ,
(139) Loty 1 far ¢ =—4,6,
4= (O Fir Q- 1,2.3,4,6

ist, wie man leicht feststellt, so bestehen nach Satz 8 in den Fallen ¢ = 1, 2,1
keine weiteren Relationen acBer (136) und e ¢ = 4, 6 gibt oz joweils genau
vine, die unter den Symmitrierclationen nicht vorkommi.  Sclohe zusite-
lichen Relationsn gibt ca im allgemeinen, wenn @ nicht gerade sine Primzahl
ist, in grofler Zahl, Fir zwel beliehige natiirliche Zahlen f, und &, ist nidmlich

140y 36 Liay Sl b an by = 2 0{n L aug - fw )

#oriiod 1 » mmEtL

Yer Leweis ergibt sich selhr vinfach dorch Vergleich der Koelfizienten in den
fi)l]lif‘ié‘n{'\ﬂ(‘i szgen der heiden Seiten von (14031 Sei A, {9y, @,) der Fourier-

nach (135) die Losungszmahl des Systems
dy =y, dy=ay (), dpdy =a
Nie Relation (1407 ist gleichwertig mit

Aoy b taw dymg) = 2 A, (g, + 90, (& =11,
o £y # ot

Auf der linken Seite dieser Gleichung steht die Losungszahl des Syslems
dyz=aq (), do=1tyaq{h fy), dids =mn,
auf der rechten Seite die von
di=tyo (4 1), dy=u,{,), d,dy, =n.
Diese Anzahlen stimmen offenbar dberveing (140) ist damit hewiesen. Sei
bty = 6, dann ist die Relation (140) von den Symmetrierelationen unabléingig,
auler, wenn #, =1 oder ay = ¢ (§) ist. Der Bewels hierflr ist elementar
tmd darf ithergangen werden. Speziell fir 1, =4, = 2, ¢, = 0, ap = I und
= 2, 8y = 3, 4, =, a, = 1 erhalten wir
26 (r, 1; 0, 1,4y =0 (7, 1;0,2,4) -+ G {r, 152, 2, 4),
Gir, 1;0,1,6) =0 (1,15 2,3,6).

(141)

iy,

koelfizient von —_)4 (7, 1; epay. @) zum Expenenten wm==0; 4, (0, 0,) ist .

e
Allgeanein gibt es zu jeder zusammengesetzton Stafe =164 > 1) unte;
den Relationen (140} mindesiens eine, die von den Symmetricrelationen ux-

abhingig ist. Dagegen hat man fiir Primzahlstule ¢ =g in (136) cin voll-
standiges Relationensystem. Zum Beweis denken wir uns irgend eine Relation
gegehen. Von den vier Reihen, die aus & (7, 1; gy, ¢y, ) entstehen, wenn man
g, 0, durch + @y, 4+ a, oder &y, 4 @ ersetzh, moge hichstens etne in der Re-
lation wirklich suftreten. Zur Abkilrzung selzen wir [g,, a,] == G (1, 1; a4, ts, @)
Sei o oeine beliebige Primzahl. Der Fourierkoeffizient zum Expom nten B
ist offenbar nur Hir die Reihe [1, p] von Null verschieden. [1, p] dazf also
in der Relation nicht vorkommen. Nach dem Dimieuierschen Hatz dber
die Primzahlen in arithmetischen Progressionen kann p cine belisbige wu g
prime Restklasse mod ¢ reprisentieren; natirlich ist anch p =g Aulm 1g,

worans erhellt, dalBl simtliche Reihen [1, ¢] {o beliehig) in der Relation nicht.

auftreten, Der Fourierlmefﬁ/ivﬂt zum Exponenten pp’ ist nur fir dic Reihen
[, o | und [g ¢ ] von Null versehieden, wenn o und 9 beliebige Primzahlen.
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bedeuten. Da 11, pp'] in der Relation nicht vorkemmt, kann auch [p, p7]
nicht auftreien, Bel geeigneter Wall von » und 9 slellt [p, '] eine vor-
gegehene G-Reihe dar. Unsere Helation ist also leer wnd damit dis Voll-
standigheit des Relationensystems (138) fiir @ =4 Lhowiesen. T gilt somit

Sate 9. Die Mozimalzahl der linear m-mb/nﬂmi gen  Lisensteinreihen
F 7, 1; {ay, o), oY dst gleich o (Q) filr (} 1,2, 3,04, 6 wwd Blewner o (G4} iy
t) 1

alleiilrigen §, inshesondere gleich Pir Primeallsiufe (¢ = 3 wnd bleiner

. ¢ + 3 . i .
ader gleich {‘} [@ M } fiir alle zusammengeselzien Stufen ()

2

Die Frage, ob eine vorgegebene Wellenfunktion zur Stufe 4 mit Hille
der Eizensteinreiben suf eine Spitzenfunktion reduziert werden kann, ist
unter den Voraussetzungen von Satz & zu bejahen. Der Bewels dicses soge-

*mannten Reduktionssatzes stittzt sich im wesentlichen aaf

Satz 10, Hs sev G afne Untergruppe der Modulgruppe M won endlichem,
Tndex.  IHe Substitubionsn A, CM {p= 1,2, ... o) seien derurt bestimul,
dafi A 'f"t“t-, A;{ >y . .A.ffl-: o sin vollstindiges System won indguivelenien
parabolischen Spitzen eines Pundamentalberciches von G durstelll. Jeder gegen-
iiber den Substibubtionen von G dnearionten Wellenfunkiion g (7) mil den o fin-
wicklungen

2w
142) g =) = Syt K (P e e
) el s )

ordnen wir den Vektor w={u (yh vy (4), . ou, ()} v In der lnewren
Sehar dieser Veltoren gibt es hichstens o linegr wnoabhdngige.

Bewsis. Wir denken uns eine zweife automorphe FPunktion & {7} mit den
Entwicklungen

AT
(143) BT =, )+ Db,y Ko (2 ) e
e i h

gegeben und wenden den GrusNschen Satz

14y [L (Vi a U — U)o Vin)dady — _/‘(V(x) LI G Cgf-f?-}f_z.s
¥ % ' S

Swobei M den Rand eines Bereichs B und % die nach aullen weisende Normale

“auf dem Rand von B bedeutet, auf 7 (ry = g iy und V(v) =17} an. B sci
speziell der Bereich, der ans dem Fundamentalbereich (71) entsteht, wenn
man die o paralmﬁfw'imr} Spitzen ldngs gewisser Querschnitte abschneidet.
in iﬁn wihle rean einen solchen Querschnits, der durch 4, in die Strecke
|23 €, ¥ =9, (= x) thergefithrt wird, Da g{z) und k(r) Wellentunk-
tionen sind, verschwindet fL’;LS Flichenintsgral in (144). Tm Randintegral
bleiben nur die Beitrige za den Querschnitten sichen: denn der Rand 3 be-
steht, wenn man von den Querschnitten absieht, ans pasrweise guivalenten
Sticken und die Beitrige des Randintegrals zn solchen heben sich offenbax
apf. Wenn wir im Integral diher den g-ten Querschnitt die Variablentrans.
tormation 7+ A4, 't varnehmen, erhalten wir schlieflich

o 1§ o o
— R , —3 ﬁ] ‘(}(A,QML) o L M_) .
0 _ei—“[ . [‘ Qg(h (Ag T) oy ¥ (AF.* T) &y y=y, da.
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Trigt man hierin die Fourierentwielklungen (142) und {143) ein, so ezgibt sich

eine wesentliche Vereinfachung der Infegralrelation; ey wird n’nuhbh
vy

h= E A:[ (?"\u (yn) {Z?’;’_j ng) — Uy (%) g ?”F‘_’ %)_) di]’?,
e=1 =34, e LT dy
a—LiSts
o i
a4 Loy g () ()
0 “‘E‘ @ (% W) 4y, e 1

Da die Lage der Querschnitte, d. h. die Ozdinaten y, unabhingig voneinander
gind, ist

« dvg {3
(145) . Arely)

diy

')(K :A}

notwendig konstant. Die ¢, geniigen der Relation

7

(146) 2 G, =10,

g=1

Die Konstanz der o, folgt anch nmmittelbar ans der Tatsache, daf u, (y) und
», (1) der Differentialgieichung

geniigen, Ans der Darstellung
o y?
y () =

1 , 1
ap iyt logy + @,y fir re==0,

Byt T by P far oy o= 0
vty =1 Y, Voo
Chpytlogy b b ys B =0

.}_ 4 s

Lt e
ay y¥ T fir v > 0,

(147)

ergibt sich in der Tat
(2 ir (g by — o) by far v > O,

(148) ¢, = _
< ay by — by, fur v =1

Alljpemein gill also

(149 L Q, (g by — ny by} =0

p=1
Bezeichnen wir die mit den Komponenten
PTTE P  1
und
[T O O IR
gebildoten Spaltenvektoren mit a bzw. b und fihren die guadratisehes Matrix
e

13 {ejﬁ
150 e e 5
(150) X=| _q |

—t,

=&a;
ein, wobel in die nicht ausgefillten Stellen Nullen zu seizen sind, so lantet
die Bilinearrelation (149) in Matrizenschreibwoeise

b
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(151) dXb=0.

Seil nun g, (7). ggizi, .. ., 7, (7) ein maximales System von antomorphen Wellen-
funktionen, fiir welche die zugeordpeten Konstantenvektoron ags g - - @,
linear unabhitngig sind, dann sind simtliche a, Lisungen des Gleichungs-
syslerns )

{152) X = (t=12. .0

Der Rang dieses Syslems ist einerseits gleich st die Dimension des Lisungs-
gebildes andererseits mindestens gleick i sodall p= 20— 0 odor M=o wird,
Dramit ist Satz 10 bewiesen.

Unter den Voraussetzungen von Satz 8 gibt es o (¢} linear unabhingige
Fisensteinveiben I, B, . H, @y Dieim Sinne von Satz 10 den Eisenstein.
reifben zugeordneten Vektoren 1w, u,, . . ., teggy sind linear unabhingig, da in
der linearen Schar der E,(p=1,2,....0(¢) keine nicht identisch verschwin-
dende Spitzenfunktion enthalten ist. Nach Satz 10 bilden die Vektoren
W, {o=1,2, ..., 5} eine Basis in der lineaven Schar aller moglichen derartigen
Vektoran, woraus der Reduktionssatz Tolgl:

Saiz 11. Es ser entweder r >0, {) beliebiy oder r =0, (@Y <2 (d. h. § =
12,3, 4oder 6), dann gibt es zu jeder gegeniiber M (&) dnvarienten Wellen-
funktion g (¢}, die in den parabolischen Spitzen Fourlerentwicklungen der Ari
(142) besitzt, vine Lincarkombination A(r) der Eisensteinreihen wur Stufe o,
so daff g (t) — /(1) eine Spitzenfunktion durstelll.

Far » =0 kénnen die automorphen Wellenfunktionen zur Modulgruppe
und zur Thetagruppe sofort angegeben werden, da os nach Satz & keine Spitaeu-
funktionen zu diesen Gruppen und » = 0 gibt., Auf Grund von Satz 11 stimmt
jede automorphe Funkticn zur Stufe 1 mit £ (. 1; (0,0}, 1) his auf einen
konstanten Faktor itberein. Sei nun g (r) eine gegeniiber T invariante Wellen-
funktion zu r =90. Wegen M(2) < T gibt es nach Satz 11 eine Linsarkombi.
nation A {r) der Eisensteinreihen zur Stufe 2, so daf f(r) =g (1) — A (1)
eine Spitzenfunktion zur Stufe 2 darstelll. Da T die Zerlsgung

. (U
T=M{2) «ME) (w] 0)

I . .
—1 gegenfiber T nvariant,

gestatiet, so ist die Spitzenfunktion f{z) ;‘(M— ;

. Lo . . . . . i i
also identisch gleich Null. Es ergibt sich somit y (1) =~ (A {r) -+ A (— ?)) .
Die automorphen Punktionen zu T bestehen also aus den Linearkombinationen
der Reihensummen
Bir Loy, a), 2) = B (1,1 (ay, a,), 23,

wobel (4, ¢y, 2) = 1 angenommen werden dael, Die Bnear unatrhiingigen
Funktionen

(158) By {r) = £(z,1; (0,1),2) 1 £ (r, 1: (1, 0)2), E,y(z) = F (r, 1; (1, 1), 2
biiden demnach eine Basis der linearen Schar aller g (r). Seid (n) die Anzahl
der positiven Teiler von %, dann lindet man nach (112) und (119) die Ent-
wicklungen

Mathenmtisehe Aunalen. 121, 1z
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Do) = Hy () =1 B(r, 1; (0,0), 1) = yrlogy + (€ — logdn) y>
2 XAyt K, 2w |n] ) e3mine,
(154) ok O
38 ( D+ 280 =3yilogy | (3(C—Togdm) +log2)y]
3l n) oyt K'J fﬁi y)eing |4 )ﬁ{l (n) y Ko 475],,3,, ypdming,

W o ey
Die den Funktionen £ (v, 1; (0,04 1), £, (z) - £y (x), 35, (v) -+ 25, (z) nach
der Vorschrift (32}, (33) zugeordneten p-Reihen lauten

(155) SZB(s), 4-27F02(g), 4 (L2020 22 (),

wihrend die yw-Reihen simtlich verschwinden. Satz 2 ist damit hewiesen.

Bevor wir auf die speziellen Verhiltnisse eingehen, die im Fall ¢ =5
¥ = ( vorliegen, schicken wir noch einige allgemeine Betrachtungen voraus.
Zwischen den primitiven Eisensteinreihen B und % zur Stufe € hestehen
sufolge {122) und (127) die leicht howeisharen Tdentithten

" I o
(156) in%:{; 3 (burg, Brg), Q) o (.5 %) fﬁl(}d(;’L (T &1 (B, bay), @),
{t@=1 (@) t
wobel ¥, den Einheiischarvakter mod @ bedeutes. Fiir s = 1 erhilt man also
(157) X OBt (1, 1 {tay, i), Q) = 0.
fmod
Gy =1
Wir mennen zwei parabolische Spitzen — :—z und — f;_g mit teilerfremeden Zahler
1 1
und Nerner mod € assozijert, wenn es eine zu ¢ teilerfremde Zahl & gibt, so dal

(158} a;=hbb; (Qy far i=1,2

gilt, Die Anzahl der beziglich M () nicht aquivalenten parabolischen
Spitzen in einer Klasse mod @ assozierter Spitzen ist offenbar gleich 1 far
=1, 2 und gleich § ¢ (@) fiir ¢§ > 2, so dal} wir fiir die Anzahl der Klassen
med € nicht assozilerter parabolischer Spitzen nach (131) den Ausdruck

" ]
(159) 6o Q) = @ H( +5)

B

erhalten, Es seien 4 und B zwei Substitutionen ans M mit den zweiten ' -

Zeilen (@, iy} und (by, by); A7 oo und B o sind mod @ genau dann assozilert,
wenn (188) mit (&, ¢) = 1 erfillt werden kann. In der Fourierentwickinng der
primitiven Reihe H (z, 1 (4, i), @) it {2y, ay) = 1 zur Spitze B7leo (BCM)
tritt die Funktion 4% logy dann und nur dann anf, wenn B leo und —2—2
. 1
mod ¢ assoziiert sind; denn E {7, 1; (ay, ty), &) verhalt sich for v B 1o
so wie B (7,13 {ag a) B70 @) Hir 7 > wo and in der Fourlerentwicklung dieser
Reihe gur Spitze oo tritt Y log y nach (119} genan dann anf, wenn {u,, uy) B3
= (0, k) oder (ay,a,) = (0, ) B{Q) mit (£ @) =1 gilt. Wir bestimumen nun
7o (§) Substitutionen B, ¢ M derart, daB B, oo (p=1,2,...,0,(()) mod ¢
nmht assoziiert sind. B{ zmclm(*n wir mit B die zweits Zeile von B‘,, dann
sind die Reihen

{160) Bz, 1; B, &) (o=12 .. . 0,(¢0)

P
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linear unabhéingig, wie ans ihrem Verhalten in den parabolischen Spitzen
unmittelbar hervorgeht. Unter den o () Reihen £*(7,1; kB, Q) (L == 1

firgd =1,2und1 5% < -31 (ky @) = 1for @ > ") gibt es wegen der Relationen

{167) hiichstens o (§)) — crﬂ (¢} linear unabhangige. Da in den Fourierentwick-
lungen der £* die Funktion ¥ % log y nicht auftritt, sind die E* von den Reihen
{160} unabhingig.

Wir beschranken uns nun suf die Stufe @ = 5. s ist dann g = 12, g, = 6.
Dhe Substitutionen

o ) (0 (00 Ga) 63 ()

mdgen in gleicher Reihenfolge mit By, B,, .. ., B, bezeichnet Wmdml Eine
w.Bolche Wahl der B, ist zulassig; denn die parabolischen Spitzen B o gind
in der Tat mod 3 mch{; assozitert. Das Relationensystem (157} nimmt hier
die Gestals

162) E* (1,1, B,,5) - B*(2,1; 28,58 =0 (g=1,2,...6)
an. Da es genau veun lincar unabhéngioe Eisensteinreihen zur Siufe 5 gibt,
und die sechs Reihen (160) unabhdngig sind, kann es unter den Funktionen
(163} F,{t) =E*(r,1; B, 5) =128 ...86
nur noch héchstens drel lineaur unabhingige geben. Die Bestimmung der
Iinearen Relationen swischen den ¥, {(7) kaun in der Weise vorgenommen
werden, daf man diese Funktionen durch die (Z-Reihen ausdrickt und be-

achtet, dafl das Relationensystem (136} fir die ¢-Reihen zur Primeahlstufe
vollstindig ist. Zur Durchfithrung der Rechrung benstigen wir die Werte

) el 152).

(164) ¢ (L, &, 5) + ¢ (1, — &, 5) == (’;)

die wir in die Darstellung
E® (1,1, B, 5) =1 (7,1 Bg,.:- (a(llé)mr(l i, 5))
o~ -+ ff’ (7, 1; 2.8,8) (e (1, 2,5) + {1, — 2,8)

~eintragen, so dall
(165} B () = —K—— - (B (1, 1; B, 5)— B (1,1; 2 B, 5))
wird. So gelangt man sehhefjhch zu der Erkenntnis, dall die Funktionen
F (1), Iy (7)), Fy (1) linear unabhingiy sind und dall die Relationen

} -
£y = Bt (p ) 1y ()~ B,

(166) Folr) = %L-(I’ () +F; (7)) + Fy (1),

hm:Vg‘<<n+ﬂ)y4un

bestehen. Awf Grund der Transformationsformeln (107}, die auch Ffir die
F*.Reihen gelten, wird
124
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1 o )
B ) =R A=) =P B 1) =P
nnd damit nach (166)
S TR , N R
167 (#, 4 1) _( v f)wft_, ). (£, (~+)) ‘( o0 e
P S \ : PR

. R o - A . . .
[EITE QA 5 und ¢ = 1, 2,3, Die Eigenfunktionen in der linearen Schar

der B, (r) zur Bubstibution 7 -7 -+ 1 stimmen his auf konstante Faktoren
mit den Fanktionen

2= 0 0 Cemi
(168) (&, (r)):( 1 — )5 y?){ﬁ*{,(z)) (f=e 5 )
1=y VEL s
fiberein und transformieren sich gemaf (167) nach den Formeln
100 14 1 (i 2 2 ‘
(169) (G, (r £ 1)) =[0 1 0 ){G',_,(r)), (fﬁ;(—;-)}:-ﬁ: R :+;—1)<%(~r))‘
00z '- R T
Dis V“:‘U{fl‘i'flil!]Iitii"}l%(‘il g (r, Q, (1), 1, )5) (o =10,1,2) zom Systemn der Zeta-
funktionen &, (r,¢, (1), L5 fyx() i:p==(12) genigen ehenfolls den

T*’un'iitioxmiglemhunﬂ‘f*n (169) nnd es ist zu vermuten, dall sic mit den &, (1)
ip==1,2,3) bis aul einen pemeinsamen konstanten l< alitor tbere lﬂ‘:iﬂll]u&*!}
Das ist in der Tat richtig, wie wir nun heweizen werden. Die Transformations-
formeln des Funktionensystems

(170) () = 1{ (7). G (1) = Gy (), (5 (1) = 0y (1)
lauten
FU0 ) . ! I [z
71 (625 (r 1 1)) = (0 coo )((;z_] (r)),(ﬂg‘(_ %))— V3 ery et mp | (@)
b0 i ' ! e JZ oot
und definieren offenbar cine unitdre Parstellung oy
. __ B
(172) (Ga (S1)) = Az (6 (1)), dgds=E fiw SCM
der Modulargruppe M/M (3}, Sei nun g, (), g2 (1), ¢4 (7) ein heliebiges Lisungs.

systermn der Funktionalgleichungen (171). Der Spaltenvektor g (7} mit den
Komponenten g, (r) geniigh der Transtormationsforme!

(173) a(87) = Agg (o) fir §CM

and gestattet eine Entwicklung der Art

3y il ?*xm &
- Tl Rl B , - 3
(174) g () = uly) -+ Q(ﬂu/ b K ( s y)a 5.
o= '
Es handelt sich hierbei um die Zosammenfassung von drei Fourlerentwink-
jungen zu einer Vektorreihe. Der Spaltenvekior [y (v) mit der Entwicklong

{I75) Gir) =v{y) + :, [J 3{31{1,( | st inl J) . ,‘(;’3. @
lS#U a3
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se] eine weltere Losung von (173). Da die Darstellungsmatrizen oy unitir
sind, 18t @' (£)d § (z) beasiglich § ¢ M invariant. Um nachzuweisen, daB u ()
und v () sich nur um eipen konstanten Faltor nnterscheiden, ziehen wir den
Guunxschen Satz (144) in der Form
" — b

176) W A fdady = [(F 0 — & ds
(176} _‘He ab—haddady { S )M
heran. B entstehe aus der Modulfigur chzrch Abtrennen der pmcs,bﬂiiseimn
Spitze und werde durch die Ungleichungen «f + 9 =1, || =%, vy = #a
heschrichen.,  Das Flichenintegral versehwindet, da die K(:mp(ﬁnonf{m Vo
g und i Wellenfunktionen zu gleicher Wellenzahl darstellen. Im Randintegral
fiber it heben sich ddie Teilintegrale iiber dguivalente Randstiicke herans

wegen der genannten Invarianzeigenschaft von §'d B, so dab

Vi, en ]
R )az —0

verhleibt, Bei Berteksiohtigong der Fourierentwicklungen (174} und {(175)
srgibt sieh somit

—— _,dyp T
{177} O e e (),

Wegen der heiden von 1T verschiedenen Iagonalelemento in der Substitution

1] . .
Agmi N :( ) darf von vorpherein

0]
oy (yF oy ()
U {#) ( ] )'und b {y} ;:( 0 )
0 O

angenommen werden. so dall (177) in die Bedingung

— o cdufyl

(178) 1ty (¥] Iy vy (4) Ty 9
ibergelit. Unter der Voraussetzung w4y (y) = 0 ist demnach f_",l_i(’_{)} konstant.

'M; y

Speziell fiur g{z) = h(r) folgt die Konstanz von _1{(@) und damil such von

- ' wy (Y}
; (;j} g.e.d. Nach Sate 7 ist q (7] als Lisung der Funktionalgleichung (173)

1

durch u {y) mlé{“lf}l.l%;;g bestinmt und ist daher Oberhaupd bis auf einen kon-
stanten Faktor festgelegt. Bin entsprechendes Resnltat gilt fiir das System
G (o= 1,2.3). Satz 3 ist also bewiesen. Inshesondere ergeben sich noch
die Darstellungen

g{r. 0, (1), LY5) =, G (1}, ‘
(179 g {7, 1,{ L YR) = Oy Gy ), i
g(v. 2, (), LYy =040
mit einer gewissen Konstanten (.,;O, fitr walehe man den Wernd.
(150) AL

erhilt, wenn man die Fourierentwicklungen der Funktionen miteinander ver-
gleicht, Werden die ldentitdten (179} in dieser Weise explizit geprift, so
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erhilt man fiir die Funktionalgleichungen des Systems der Funktionen g (1, g,
(1), LY5) (o =0,1,2) einen neuen Beweis, der von den Thetareihen in zwei
Variablen keinen Gebrauch macht, wohl aber von der mit dem Zerlegungs-
gesetz der Primideale in B (J D) filr I} == 5 gleichwertigen Beziehung '

- (D .
(}81} N%: wi ﬁdfn-dj-:‘ 0 (7) ' > @)

v B >

Dabei durchiauft a alle ganzen Ideale aus R (D) mit der Norm n. Lineare
Relationen von der Axt (179) sind mit Hilfe von (181} auch fir beliebige
Diskriminanten D > O nachweishar. Allgemein gilt namilich

B-1
(182) X gn 0,0 1,)D) = S (.P.) G (r,1; 0,a,D),
{a} Sl g VO

wohel a ein volles System von Reprisentanten der engeren Idealklassen in@

R (D) durchiautt und ,;i die Anzahl der total positiven, mod 7

G
ten Einheiten in B (D) bedeutet. Der Beweis dieser Identitdt beansprucht
ein hesonderes Inferesse, da er als Nebenresultat die DiricHLETsche Klassen-
zahliormel

. o]
inkongruen-*

1 Pt .oan
{183) ho=— Sloge aé’ ) (?) log sin -

mithefert. Nach {135) erhdlt man einerseits
1

_ g D=1 o :
A (E)G (r, 10,0, Dy = ~»~u% > (—)) (lc}g #in r;]_;rr) ?j%
{}84} g1 v % ) e=1 1%
20y (Al :
F+ “114;,;7'-0 7}"”’ cZnnyeos (2ann),
i i, d 0y

andererseits wird nach (29}
TS b 1 A S 2aiMNpl _Z”iN"_w
(85) g(r. 0,0, LD) =2hys + 7 Y yvKyl—7—w)e 4
B = (Ha) ' )
{1y s oD

wobei I, = §log g, ist und g, (> 1) die Gruppe der total positiven Einheiten
in B (D) erzeugt. Seiallgemein §, die engere Idealklasse in B (D), die durch

q reprisentiert wird. Wenn die Norm der Grundeinheit Mg = — 1 ist, kann,
die Reihe (185} in die Form <
(186) ¢(n.0, 0, L,yD) =24 y¥ + ‘ilk Y ytE,2aNbvyeos @2aNb

P bCR

gebracht werden, wilrend sieh im Fall Nz =1

o(r, 00,1, D) =2yt { ¥ ybE, 2 aNby) etninee
(ES'?) ‘?‘U BCRGMI
+ X yYE 2 mNDby)e—2niNex |
M*ﬁ'cn—’]fﬁ' {

ergibt. In heiden Fillen resultiers also
2 gl VD)

!
188 21, |
(188) gff_l_{ﬁy'é'}ogﬁ—i—g

#

I

( P E) y'%Kﬁ(2nny) 005{275?;:15)1,
Nb = ]

1
s
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wenn wir mit £ die Anzahl der gewdhnlichen Tdealklassen bezeichnen, so daf}
nach {184)
51

gr.0,0, 1, )D} = ::l!_ {(ﬁ loge + 4 3 (D) log sin )y'é'

111} {!_1

(189) p =1
4 _L() t,i(ta[))}
#=1
wird. Diese Relation zerfallt in die Gleichungen (182) und {(183), da die
g 0,0 L, YD)y und &, 1; 0 0, I antomorphe Funktionen zur Stufe D
darstellen.

SchlieBlich bestimmen wir noch die lineare Sehar der den Bisensteinreihen
fir r = 0 zugeordneten Paare von Dirichletreihen. Der Reihe & (v, 1 4 24w,
g, g, Gy enispricht nach (134}, abgesehen von einem konstanten Faktor, das
Funkiionenpaar

V'J b |d1i_”}d !"}[m i Z‘sgnw{ |y T !Wl\né
Ak e}‘dk =y, (§) ne0 0=y @)
dytly = n dy dy = n
Hierfir kann
o, - i 1 s SR 2 SE 7
{190) ¥ e } .................... , l — 3 2
%E‘;(Q) “’*ihL“ nmag{(g) ‘”I:s ir = () |Tra§8‘” ﬂ**i‘-{;:(Q) ‘n|s—7=
# o= G b () e ) #

geschricben werden. Sei nun (e, ¢) = >0, o, =4 §; und y; cin beliebiger

Charakter i { = 1, 2). Multiplizicrt man die Prodnkte (190} mit

i

2 (By) xa (By) und summiert tber b; mod :‘i( = 1,2, so erhdlt man bis auf

einen konstanten Falktor

(191) 1 v h (u)ﬁ‘ v i (n} 1 3y fsgm) xy (W) oy (52D {i}/z(ﬂ)
() aFo " 70T a7 ) hFo [nPTT Fe [

Alle maglichen Funktionenpaare dieser Art sind offenbar mit den Paaren (190)
linear fiquivalent. Die Funktionen (191) sind mit den L-Beihenprodukten

Ao (= D) (— ])}

Li{s 71,,(1}L( — ¥, ¥a),

(6 4y)"
{182y - o
(—xi=1) (f-;““ Xy (— -f)) Lits & ir, 1) Lofs — i ¥y 2g)
{fs 4]
idantiseh.

§ 4. Die Theorie der T, - Operatoren.

. . T ol . .
Bs zei O, die Menge aller Substitutionen ( ) mit ganz rationalen «, b, ¢, d

ed
und gd—~6ec =n> 0. Unter der Voraussetzung (n, ) =1 koénnen die
Reprisentanten § in einer Restklassenzerlegung
e
0, % M&S

so gewihl werden, daf
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ist. Ein derartiges System von Resthlassenvertretern bezeichnen wir mit ¥V,

und definieren den Cperator T, fiir antomorphe Wellenfunktionen F (1) zur
Stufe £, indem wir

(193) Firy T, =

setzen. Diese Funltion 1s¢ unai)hé‘mgig von der Augwahl des Systems V, und
gehort wieder zur Stufe . Verstehen wir unter £, den durch (36) definierten
Operator, 5o hilden die Transformationen

(194) R, (?} bf) ,

wobei # alle positiven Teiler vou » durchliuft, b mod 4 vartiert und ad = =
igt, cin spezielles Vertretersystem V. welches fir die Durchfihrung der Rech-
nungen gecignet ist. Wie im avalytischer Fall beweist man die Vertausch-
barkeit aller Operatoren B, und T, = T{n} sowie die Multiplikationsregel
198y T Tm) = % T(%ﬁ)R,, Fir (s ) = 1. (o 0 == 1.

ri;n o y

=0
Uim die T -Operatoren auch tir soiche % zu definieren, die zar Stutfe ¢ nicht
teilerfremd sind, 71‘!‘[(‘9(*]}, wir die Iim‘au\ Sehar aller automorphen Funktionen
in die Teilscharen 8, . ¥ &) und r‘i, {t. x» 6) zum Teiler ¢ und Charakter 5.
Diese bestehen wie eingangs ausgelithrt wurde, ans den Funkiionen F (1),
die durch den Operator B, in das y(r)-fache ithergefahrt werden:
(196) Fiz)| B, = 4 () F (7} far (n @) = 1
und die egine Fourierentwicklung der Art

asm P =s{g)rim -2

2oini] Zaint
a iyt K, (25 y)eTe
23
gestatten, Uberdies gilt {iir den durch {36) definierten Operator K
: Al . i -— "‘v% ‘3 F
(”)8) ¥ {T) ‘K — J F (?“) Hir F (T} By {f,, s Q}‘
| -ﬂf—F(‘) fiir F(r)c -(\,,. (x P2 (?).

e"fmif*rma wir fur dy' l‘\m]\tmm 1 #UIm Im]m t den (Bpemtor I’ dmoh

(199) Fa) 7l Ly F(i»i;%);
' I‘f g bmedyg ¥

er versehwindet Fir (g, 4) = 1, ist mit B, und T, Fir (0, @) = 1 vertauschbar
und fihrt, ehenso wie 77, mit (2, §) = 1, die Scharen 55w, ¥ 6 in sich dher.
Fiir cine heliebige natirliche Zabl m sel schlieBlich

(2001 Th o= T,§ i WEnn o= gn. ([, @) =1

ist und ¢ nur Primteiler von ¢ uithéh Der Operator T = 1" (m) hat auf
eine beliehige Funktion F(7)¢ ‘Tf {t, 7, ) die Wirkang:

T (£ T *l 3
(201) Fayrh, = oy 7 ) F(i”*”‘l)
i’/’m m.r w d
fred d, d 7 0

&
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undd geniigt wisder der Multiplikationsregel

1202) 1 ) T (my) = X 7 ( ?33'--%--;,’1’1) ¥ (d).
djmy, vy d
0

Wir betrachien nun eine heliebige, ge 5" enitber den Operatoren T, invariante

Teilsghar &, von ‘EK,;'H {t, . @) oder o, ¥, ). Die Funltionen ¥° (z) (p =1,
2, ..., ) mit den Fourierentwic k]unﬂcn
a|nt ) daint

(203) Por) =l (y) - Saf )yt K, (
(-ﬂ, Q) = ] v
i -

N . . - -1 I - B S I .
mogen cine Basis von &, bilden, Dus von @ unabhingige Glied %° (y) tritt nur
fitr § == ¢} wirklieh auf; es iai von der Form

= (204) i (y) = { af 0y y 3TV LG (0) T far 2 >0,
@’ (0) ¥ log y — ab (0 y‘!z' Hr r=10.

Nach {201} findet man unmitteibar

z;im.h”t‘
@05 | Th = ZE K (T e e

; . /
s ‘
mit
T T — o N - b 3
@8 B = Dt (T g e (8 L) = (m )~ 1.
&V m £ I ¢
g0

Die Beschrinkungen fir & und m entfallen, wepn ven vornherein of (n) =
Briny =0 fur (n, {j) =1 angenommen wird, Das sei hiermit geschehen,
AuBerdem st

i Z)VL(‘}J T LB 0) T bar or 0,

207 o
(207) W = l BS (0 % log 4 - 15 (0) aﬁ fitr =10,
wenn
V0 =m— gy, m, yhai (D) far rz= 0,
P (208) i g _ gy, {m, ) ag {0) fir r > 0,
N @ o 2
b2 (0) = 1 ( 2 rldylog d—) oy (0) 4o, (i, yias (0) firr =0
A
@0
und allgeniein
(208 gy tm, ) = 3 ¢ (d)d*
1
0

gesetzt wird, Die Forderung (1883 kommi zom Ausdruck in den Koelfizienten-
refationen

(216 @ (— 0y = - ¥ (B,
3] T : . ~ . +1 .
wobel das ohere bzw. untere Vorzeichen gilt, wenn &, in &, {t, y, @) baw.
—1 r e - e
Fr Uy, &) liegt, Wegen der vorausgeselzlen Invarianz der Teilschar &,
- - i N N - |
beziiglich der Operatoren T, gibt os eive Darstellung
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(211) PO =3 by, () F° (0) =12 ...,%

o=
mit gewissen konstanten Koolfizienten A, {m), fir die man durch Vergleich
der Fourierkeeffizienten in den Entwicklungen der beiden Seiten von {211)
die wichtigen Bezishungen

o N - g w0, N=10,
(212 ot (——f————;—) () == 374, (mya” (V) ( S )
YN @) L e=L2 ..,%
40
erhilt. Offenbar ist
k4 k4
(213} X mye” (N) = Y4 (Nya' (m), (>0, N>
a =1 a=1
woraus fitr ¥ =1 Y
. o
(214) o (m) = X A, (mya” (1) (m > 0)
A
folgt. Da die Funktionen #°(z) linear unabhingig sind, gibi os ganz rationale
Zahlem N, N, .. N, derart, dali die Determinante
@ (N =0
ist. Bdamtliche ¥, dirfen zniolge (210} positiv angenommen werden, so daB
eine Auflosung des Systems (213) nach den 2, (m) moglich ist, wenn man N
dic Werte Ny, Ny, .. ., N, durchlanfen 186t:
(215) Ao tm) = 3700 a” (m) Tir m >0,
: v =1
Wir benutven diese Gleichungen zur Definition von A,, (m) fir m < (. Bei
geeigneter Wahl von w,, (y) stellen danu die »* Funktionen
§ Zmimi
. - L { Zmmt ==
(2“}) fl.?(i (T} :(""{er (f/) _!_l’ 'z'ian;r{’m’)yj-ﬁir( Q —i y>g Q
= 0 A
ein mit der Basis 7 (1) {o=12,..., %) linear aquivalenies System dar. Die
lineare Aquivalenz dberirigl sich anf die Systems der den Funktionen F* (z)
und f,, {7} sugeordneten Drvichletreihen A

T AP oo
{Qi?) [}jf_, (.S} — >—r £ (}N;) , {].JO - (L\} e ) - SalV,

w1 (m1)® =1 (mt)?

Fir die mit den Reeftizienten 4, (m) gehildete Matrix 2(m) ist nach (202)

{218) Al £ (png) = X' 4 ( m;!i“’g) p (zi)_,l

iy, e
o e U

Wie im analytischon Fall ethdlt man dann e die Funktionenmatrix

(219) D (5) = (g, (5)) = 3 A (m) (mt]

oz ]

die Evrrrsche Produktentwisklung

(220) Qi) =1 G —Ap)p* + glp) A1) p~29)—L.
n
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Eine Reihe von wichtigen Sitzen kaun nun wortlich wie in der Hrcraschen
Operatorentheorie bewiesen werden. Inshesondere ergibt sich: Die charak-
teristischen Wurzeln der Funktionenmatrix
(221) B (1) =(f,, (1))
grhoren selbst zur linearen Schar der F¢ (7} und entsprechen Divichlotreiken
mit einer Produktentwicklung von der Arl (2204, wenn man hierin 1 (1) und
A (p) durch Matrizen ersten Grades ersetst, Umgekehrt ist jede Funktion
aus &, zu einer Divichletreihe mit ciner derartigen Produktentwicklune
charakteristische Wurzel von B (¢). Die Frage, ob es in &, ¢in System von x
linear unsbhingigen Funktionen gibt, denen Dirichletreihen mil Busenscher
Produktentwicklung entsprechen, ist gleichwertig damit, daB B (7} mit Hilfe
einer konstenten Matrix aufl Diagonalgestalt transformiert werden kann,
¢ Notwendig und hinreichend dafir ist, daB es » verschisdene Kigenfunktionen
des von den T, erzougten Operatorenringes gibt, die sich nicht nur wm kem-
stante Faktoren voneinander unterscheiden. Disse Eigenfunlktionen stimmen
his anf konstante Faltoren mit den charakteristischen W urzeln von B (7)
iiberein. Fine bhefriedigende Losung dieses Problems gibt es vorerst nur fiir
t=1und r>0. Dic Scharen 3" (. o) zerfallen nimlich im Falle ¢+ = 0
in die invazianten Teilscharen der Eisensteinroihen und Spitzenfunktionen,
Den  Eisensteinreihen in 55 {ty, Q) baw. & ° Eop @) zum Teiler ¢ =1
entspricht wach (192) dic lineare Schar der F-Reibon produkte L (s 4-ir, 3 »
Lils —dr, go), wobel y, und %z Charaktere mod ¢ bedeuten, ¥ == ¥ ¥y und
(=) =y (—1) =1 baw., — 1 ist. Da die Dirichletreihon zir diesen
Funktionen sine BEviprsche Produktentwicklung besitzen, so kommen die
zugeordneten Eisensteinreihen unter den charakteristischen Wurzeln von
B (7) vor. Wir kénnen uns daher anf djs Betrachtung der Spitzenfunktionen
heschranken. Ks sei nunmehr &, sténdig eine invarisnte Teilschar von Spitzen-
funktionen. Mit Hilfe des Purerssosschen Metrisierungsprinzips beweisen
wir, daB alle Matrizen 1 (n) mit (n, ) =1 simultan ant Diagonalgestal(
transformiert worder kénnen. Damit ist davn das Problem far die Teil-
scharen €, zum Teiler f = 1 vollstindig gelést; denn fir (i, ) = 1 verschwin-
det 4 (n), sofern ¢ = 1 angencmmen wird,
Es seien | (7) und F, (z) zwei Spitzenfunktionen und § ein Fundamen tal-
M hereich znr Gruppe M (). Das Integral
@) (R By (0) = (0 e )y = [ Py () () 240
i :
hangt von der Wahl von ¥ nicht ab und wird das Skalarprodukl von #| (r)
und &y (z) genannt, Sind F, (7} und Fy (7) iiberdies Funkiionen von gleichem
Charalter y, so gilt

{223) (FLla) | T Fa () = g n) (F, (1), Py (7) | T,.) fir (n, @y =1,
Der Pererssossche Beweis (5 II) der entsprechenden Formel fir Modul-
funktionen kann auf den vorliegenden Fall wortlich ithertragen werden. Eiwas
kiirzer kann man dabei verfahren, wenn man Leachtet, dull die Links- und
Rechisklassen von O, nach M cin gemeinsames System YV, von Vertretern
& besitzen:
[ I
O MAM mit 8= (U H) .

&
gV, :

i
Y
=
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Die Reduktion der Formel (223) anf den Fall n == p {(Primzahl) wird dann ent-
bhehrlich. H. PerErssoN beweist und benutzi die BExistene eines derartigon
Vertretersystems VY, nur fir »=p. Fir beliebige » konstrojert man ein
solehes in folgender Weise. Sei O, , dic Menge aller Substitutionen

(f 3) mit {a, b, ¢,d) =g, ad—be=n.
Offenbar ist

(224) Opy= (‘q ﬂ) O,  fitr ¢¥n und O, 2O,
) Oy, gl N
Die Darstellung
. , 10
{225} Op1=MS38,Mmnmit §, = (O n)
gibt Anlali zu einer Zerlegung
o {m) N
{226) O, =3 MES, Lf mit Lf CM.
i=1
Wegen S, M (n) CM S, gilt dann mit beliebigen €; CM (n)
o {n)
(227) O L = 3_‘ M Sn Li’ L.£ e Qé L;,k .
i=t

Bei geeigneter Waht der Substitutionen @ kann L; ¢ M(g) erreicht werden;
denn die Kongruenzen

G=(y ). @=L

sind wegen (r, ) = 1 mit einander vrlflﬁ:f?'iich Bezeichnen wir mit L die zu
Ly transponierte Matrix und setzen A; = Li 8, L;, so folgt offenbar

o {m ¢ ()
(228) Opq=3MA; =AM, A;=45 (Q);
=1 i=1

denn ©,, ¢ &ndert sich nicht, wenn man alle Matrizen durch die fransponierten
ersebzt, iiberdies ist d; = 4, Allgemein sel (g%n)

(7 () 0
Y 1
(229) O, =XMAP=YAPM, 4P={ |,
=1 i=1 = 0
so dald mit
o= ( [PRIANS ( g0 Y
(230) B (0 g) RAD. R,= ( q) (@), R,CM
schiiclich
)(’_ ol
el 5
{231) O:rg,! = 2; f}w} M 2:’ M B(L(!') , Bi{l) = ‘gn (Q)
i=1 =1

wird. Nach (224) stellen die B.(é“) ein Vertretersystem Y, mit den gewlinschien
Eigenschaften dar.

Wir wihlen nun eine normierte Orthogonalbasis #°(7) (p=1,2, .. .. %)
in &,:

(F* (z), " (x)

=90,, {= Kroneckersymbol)
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und erhalten dann naeh (223) Hir (v, ) = 1

Ago () = (B (0) | 1, 17 (7)) = 5 () (F* (0), I ()| T',) = 7, @) T )
also
(232) Ainy =z (m) 2 (n) -
Es bestehen somit die Vertanschungsrelationen
AmyA@m) = Am) Ain) |
Ain}dimy = A{myA(n) |

Bie sind notwendig und hinreichend dafir, dali aile 2 () mil Hilfe einer einzigen
unitdren Matrix simultan anf [Hagonalgestalt transformiert werden kénnen.
Wir erhalten damit das Resultat:

(233) fivr (n, 6) == (m, )} =

Ratz 12, I'n den linearen Schaven %, ta, a0 6y 2um Ledler 1 wnd Charakier y
qibt es im Fulle v > 0 eine Busis F* (1) (o = 1,2, ..., ») die aus Eigenfunktionen
des won den Cperatoren T, mit (n, Q) = 1 erﬂ’ezeg{m Ringes besteht. Die den
Funktionen F° (v) mit den Fourierentwicklungen

23 P =0 (gt Dty (T y) e 0

RIS
{ 2)

=k O
zugeordneten Divichletrethen

{235) " (8)

besitzen die ETLERsche Produltentwicklung

B - : — Ly g L
(236) ¢y =Ll —a" (p)p=* -+ yipp—yT,
my=1
wenn o (1) =1 (g =1, 2, ..., %) ungenommen wird, was keine Einschrinkung
bedeutet,

Die Untersuchung der Teilscharen §5* (£ . 67 zu beliebigem Teiler ¢+ und
r= 0 mit den von H. Pererssox entwickelten Methoden fiihrt zn dhn-
lichen Iirgebnissen wie im analytischen Fall. Dabei mull allerdings beachtet
werden, dal sich die Theorie der Bisensteinreihen zu # = 0 noch in keinem
betriedigenden Zustand befindet.

Zusalz bed der Korrekiur : Im Zusammenbang mit den vorliegenden Untersuc hungen
sind folgends Arbeiten von Interesse :

H. Koseg: Transformation siner hestimmten Bassprschen Reihe sowie von Paten-
zen der Rimvannschen £-FPuoktion und von verwandten Facktionen. Crelle Journal 173,
66—68 (1935). — Transformationsformeln gowisser Busserscher Reihen, Beziehungen
zu Zeta-Funktionen, Math. Zeitsche. 89, 609—624 (1935). — Bine der Rimmaxnschen
verwandte Funktionalglelchung, Math, Zeitschr. 39, 630—633 (1935).

{ Eingegangen wm 3. dpril 1946.)



