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4 Haxs Maass:

vorgelegten Funktionalgleichung  des ersten Typus und HOWISSEN
automorphen Formen der Dimension — 2 cine umkehrbar ein-
deutige lincare Bezichung und gestattet somit jede  Aussage
iber e lineare Schar der Losungen gfs) in eine dquivalente
Aussage Hher automorphe Formen zu verwandoeln.

Auns diesem Grande erscheint mir die Frage von Interesse, ob
fiir die Tunktionalgleichungen des zweiten und dritten Typus ein
dhnlicher Zusasmmenhiang mit der Theorie der automorphen Funk-
tionen hergestellt werden kann., s ist natiirlich von vornherein
Klar, dal} es sich Iierbei nicht wic im ersten Fall um analytizche
Funktionen einer komplexen Variablen handeln kann, Eine Teil-
losung des Problems liegt bereits vor, Der zwoite Funktional-
gleichungstypus fithrt niimlich fiber die Mellintransformation zur
Theorie der automorphen Funktionen, die der Wellengleichung

D S =g =0 =ty ()

gentigen®, so dall wir uns mur noch mwit dem dritten Typus zu
befassen branchen. Dieser bringt eine funktionale Tnvarianz be-
diglich der Substitution 5.2 —¢ zom Ansdruck im Gegensatz
aum zweiten Typus, der cine solche beziiglich s —1 — s behauptet.
Es liegt hier also derselbe spezifische Unterschiod vor wie bei den
Funktionalgleichungen des ersten Typus zn k=1 und & — o
Dhese Analogic legt die Vermutung nahe, daf die dem dritten
Tvpus zugeordneten automorphen Funktionen, sofern itherhaupt
von ibmen gesprochen werden darck, in enger Bezichung zu den
Wellenfunktionen stehen und sich i ibrigen wie automorphe
Formen der Dimension — 1 verhalten, Wir stchen damit vor der
Aufgabe, eine Klasse von Funktionen zu ermitteln, die ein dem
der Modulformen cntsprechendes analytisches Verbalten zeigen
wnd zugleich eimen nichtanalytischen Charakter gemill ibrer Ver-
wandtschaft mit den Wellenfunktionen aufweisen, Hinen Misch-
Lypus dicser Art hat man in den verallgemeinerten ErspxsTaix-
Rethen

; - i . 1
Ey(r,rtay, ag), Q) — N -, ‘ 5y ]
R A L Y A H M A 1 (7}
iy w= () : -
g, gty -5 (1, D) (ht2r>2 kganz 2 0), |
4 Maass, Ho Ther eine neue Art von nichiaualyiischen antomorphen

Funktivnen und die Bestimmung Divicrrerscher Reihen dureh Funktional-
glefebungen, Math, Ao (im Druck),



Automorphe Funktionen und indefinite guadratische Formen. 5]
dic in einem andcrc-n Zu:ammenhzmg von 'HECKE i die Thvoric

man in der Tat eéno Mndui form dc; l)lmunslun — & zur Htutc Q,
Ahrend k=0 eine Wellenfunktion zur Stufe @ ergibt, Allgemein

gilt fiir die Substitutionen S T(.: 4) der Haupthkongruenzgruppe
modulo () '
E (S, oy, ), Q) =(cr-bd) Eg(z, r; {ag, ay), Q). (3)

Die Frage, ob die verallgemeinerten FisensTtEIN-Reihen zu 2 =1
den gesuchten TFunktionentypus darstellen, kann erst dann
entschieden werden, wenn es gehingt, die Rehen (2) durch
Differentialgleichungen zu charakterisicren. MHerr PETERSSON hat
die Moglichkeit einer solchen Charakterisierung, wie er mir vor
cinigen Jahren mitteilte, seit langem als wahrscheinlich angesehen.
Um {estzustellen, von welcher Art unsere Erwartongen secin
diirfen, bestimmen wir zuniichst alle linearen particllen Differential-
gleichungen in %, ¥, dic gegeniiber belicbigen Substitutionen der Art
ar

T
&7

(a,0,¢,d reell, ad—bec =1)

formal invariant sind. Diese Forderong ist schr einschneidend und
wird nur von den Differentialgleichungen
[ glm) =0 (4)

erlitllt. Dabei ist f{4) ein beliebiges Polynom in

mit konstanten Koelfizienten., Eine Differentialgleichung von der
Art GL (4) fiir die verallgemeinerten Ti1sENSTEIN-Reihen zu finden,
bercitet keine Mithe, Es ergibt sich allgemcinen Invarianzeigen-
schaften z&[ulge'

H(iw 7o) (ke — D) Ey(r, 7 (ay, ag), Q) = 0.

Dariiber hinaus kann aul Grund der Transiormationsgleichung (3)
geschlossen werden, dall die Funltionen Ek(r, ¥ (aq, @y, Q) das
Ditferentialgleichungssystem
kE
A=t wirtr—1)zrg(r) =0 (u=01..,% (6
p=1

belriedigen.



6 Haxs Maass:

Wir wiihlen das System (6) nunmchr zum Ausgangspunkt
unserer Betrachtung, Es sei G eine Gruppe von recllen unimodu-
laren Substitutionen und v {S) ein Multiplikatorsystem zur Gruppe G
und zur Dimension — % (ganz). Es ist also

2(S)0(Sy) = (5,8 fiir  S,5,¢6G (7)
und
OBy = (-1, falls —E—(T! Yeq. (8)

Unter einer Wellenform der Dimension — & zum Wellenparameter #,
zur Gruppe G und zum Multiplikatorsystem ©(S) wollen wir eine
Lasung ¢{7) von Gl (6} verstchen, die in der Halbebene y = 0
(2& + 2)-mal stetig differenzierbar ist und die der Transformations-
formel
- . ‘ FAN

g =v(S)erdign fir s={"Ylec (9
genigt. Wir bezeichnen mit {G — &, r, v} die lineare Schar aller
dieser Formen g (7). Der Begriff der autemorphen Wellenform
erwerst sich als sinnvoll auf Grand der Transformationsinvariany :
Sei L o= (ig) eine  belichige reelle unimodulare Substitution,

vH(S) = v (.ﬂ., SL7Y fiir SEL7'GL und gt (r)= (y -+ 8~ Fg (L7
Aus

gm) (G, —k 7,0} folgt dann gr{v) € {L-1G L, —h, r, vl}. {10}

k

Wenn das Polynom f, (x) = 1[( =) (v — 1)) sepa-
byl

rabel ist, kann cine Losung des Systems {6) auf ecindeutige

Weise als Summe von Wellenfunktionen dargestellt werden:

g0 =g (D +a @+ +ald, |

(A=U+nor+r—1))gz=0 (r=01,...%). (1)

Um den Umiang der formaleni Rechnungen auf cin ertrigliches
Mafl zu begrenzen, wird man sich zunichst anf die Betrachtung
des Falles £ = 1 beschrinken miissen (der Fall 2 = 0 ist bereits
m * vollstindig diskutiert worden), Aufgabe des varliegenden
Aufsatzes ist cs aber gerade, zu zeigen, daB der dritte Funktional-
gleichungstypus vermittels der Mellintransformation mit den auto-
morphen Wellenformen der Dimension —1 in Zusammenhang ge-
bracht werden kann.

—_



Automorphe Funitionen und indefinite quadratische Formen. 7

Im einzelnen wird {olgendes ausgefiithrt:

Zunidchst (§1) werden iiber einer belicbigen im Kleinen frel
beweglichen Rigmaxnschen Mannigtaltigkeit die linearen partiellen
Differentialoperatoren bestimmt, die gegeniiber lingentreuen Ab-
bildungen formal invariant sind. Ihese Untersuchung ist auch
von Interesse im Hinblick auf die Verallgemeinerung® der in #
nicdergelegten Theorie.

- In §2 werden aus dem Begriff der antomorphen Form der
Dimension - & zomWellenparametery emnfache Folgerungen gezogen,
Insbesondere werden die Begriffe | ganze Form™ und |, Spitzenform®
dhnlich wie in der Theoyie der Modulformen fixiert. Die Bestim-
mung der Fourtgr-Entwicklung emer Wellenform  allgemeiner
Dimension — k& ist mit erheblichen Schwierigkeiten verbunden, Wis
beschrinken uns daher auf den Fall £ — 1. Es zeigt sich schlicBlich,
dafi es zu den Untergruppen der Medulgruppe von endlichem
Index keine nicht identisch verschwindende Spitzenform der
Dimension ~—1 zu reellem Wellenparameter » > §, v 1 gibt.

Ein allgemeiner Zusammenhang zwischen DiricHLeTschen
Keihen und automorphen Wellenformen der Dimension —1 ergibt
sich in § 3 m Gestalt eines allgemeinen Satzes iiber Losungen einoes
Systems von Funktionalgleichungen des dritten Typus (Hauptsatz).

In §4 wird bewicsen, dal mit Hilfe der Ersenstein-Reihen
El(r,?; (2, @3), Q) jede ganze Wellentorm desselben Typus auf
cine Spitzenform reduziert werden kann. Da im Falle r = 4, » == 1
jede solche Spitzentorm identisch verschwindet, bestehen die
ganzen Formen der Dimension —4 zur Stufe ¢ aus den Linear-
kombinationen der Reihén £, (r ¥y lay, as), Q). Zin analoger Satz
wird fiir die Wellenfunktionen (Formen der Dimension 0) zur
otufe ¢ formuliert. Spezielle Untersuchungen zur Thetagruppe,
die von den Substitutionen

2 01
(o 1)’ (———1 0) (/1 2)
erzeugt wird, filhren zu einer wichtigen Anwendung des Haupt-
satzes,
In §5 werden die von SIEGEL aufgestellten Funktional-
gleichungen der Zetafunktionen indefiniter quadratischer Formen
geeignet umgeschricben, so dall eine Bezichung zur Theoric der

1 Maass, H.: Automorphe Funktionen von mehreren Verdnderlichen
und DiricaLeTsche Reihen. Ha‘mburgex Abh. {im Druck).

— 7 —



8 lawsg Maasss:

Wellenfunktionen erkennbar wird, Fiir die Zetafunktionon zo den
speziellen indefiniten Formen

x?_gr"'+xﬁ_'ﬂ€;§*iimn“.”mxi (Hl: ....... 0(2): :H:le)J tsns “13—1,?;3,‘_?%6)

crgeben sich auf Grund des Hauptsatzes analytische Identititen.
Man erhiilt damit explizite Formeln fiir die von S186EL eingefiibrten
DarstellungsmaBe der angegebenen quadratischen Formen.

Zu Ergebnissen allgemelinerer Art gelangt man, wenn man, wie
spGiL angedentet hat, die Zetafunktionen indefiniter quadratischer
Formen im allgemeinen Fall durch Kongruenzbedingungen in Teil-
reihen aufspaltet. Bemerkenswert erscheint mir, dall die Variablen-
zahl der in Frage kommenden indefiniten quadratischen Formen
im wesentlichen in den Wellenparameter der zugeordneten auto-
morphen Wellentormen eingeht uwnd auf die Dimension nur cinen
geringligigen Einflaf hat {es kommen nur die Dimensionen 0
und — 4 vor). Im Gegensatz hicrzu bestimimt dic Dimnension der
Thetarcihen (diese als Modullormen aulgefalt) zu den positiv
defintten guadratischen Formen die Variablenzahl dor betreffendoen
quadratischen Form vollstindig.

© Es bletbt noch die Frage zn kliren, welchen Beitrag die anto-
morphen Wellenformen der Dimension — & (4> 1) zur Theoric
der DIiricHLETschen Reihen zu jeisten vermogen.

§ 1. Invariante Differentialoperatoren,

Zssel feine A-dimensionale beliebigoft differenzierbare RiEMans-
sche Mannigfaltigkeit, P ein allgemeiner Punkt von M, Die kovarian-
ten Kompoenenten des MaBtensors beziiglich eines gegebenen lokalen
Koordinatensystems &= " (P) (x=1,2,.. ., k) bezeichnen wir mit
., ferner sei [ g,,| = g. Wir iibernchmen eine aligemein gebrduch-
liche Summationsvorschrift, indem wir im folgenden dber jeden
doppelt auftretenden Index stillschweigend von 1 bis & summieren.
Uber ® denken wir uns cinen linearen partiellen Differential-
operator #-ten Grades gegebon:

L(P)=a(P)+ > o (P & 14
' ( ) a( ) +p%ia ( ) Fatvgatr BT ( 4)

Die Koeffizienten &™* " selen symmetrisch in den Indizes,
Der Ubergang zu einem anderen Koordinatensystem (%) ist formal
za vollziehen, d. h. es 1st
g8 eam ¥ ot SAR 05° ot Fealss &
Dxfpxv XY CEY dwk gy oxt

v gxv gEE pad Bay

—R



Auvtomorphe Funktionen und indefinite quadratische Formen. &

und allgemein

s d
g1 E:
i
s >_‘ Bty o
B PLI 5 B T o N
PTETE LR g R pyfp

qf.i‘

rfe S
' die in den 1, und

H

zu sctzen mit gewissen Koeffizienten £
den y; symmetrisch angenominen werécn kénnen, Set

) —a(py @)

fJ:i

L

n

dann ergibt sich

. { T_ == gt Fa (P),

- i
cxn

F{P)=a (P, .

woraus  hervorgeht, daffl a{P) einen Skalar bezeichnet uand
&% " (P) die kontravarianten Komponenten cines symmetri-
schen Tensors sind.

Wirwaollen L, () cinen invarianten Differentialoperator nennex,
wenn fiir zwel beliebige Gebiete & und § von R, die dueh P @
umkchrbar  eindeutig und lingentreu aufeinander abgebildet
werden, stets

LAPY=L,(Q) (PZ2®, gcH; P () (13)
gilt. e Polynome in
A= /Eﬂ ([J-Eg*‘*‘ f] ) {Beltramischer Operator) (16)
Y o

mit konstanten  Koeeffizienten stellen  invariante Differential-
operatoren dar. Es soll nun gezeigt werden, dall es keine anderen
gibt, wenn % im Kleinen {rei beweglich ist. Die freie Beweglichkeit
im Kleinen, die wir nunmehr voraussetzen wollen, bcmg dall
gecignete Umgebungen zweier vorgegebenen Punkte [ uwnd ¢,
von M nmkehrbar eindeutig und lingentreu aufeinander abgebildet
werden kinnen, so dal ein vorgegebenes k-Bein in Fy in ein vor-
gegebenes A-Bein i ¢, iibergeht.

Wir wihlen zunidchst #, = ¢, und bezeichnen mit 3" die
Koordinaten des Bildpunktes ¢ von F im urspriinglich gegebenen
Koordinatensystem. Die auf cin zweites Koordinatensystem (%),
welches in B, geoditisch und kartesisch sein mdége, bezogenen

—



10 Haxs Maass:

Grében sollen allgemein durch einen oberen Querstrich gekenn-
zeichnet werden. Ein unterer Index 0 soll andeuten, dal die
betreffenden Ausdriicke im Fixpunkt B, zn bilden sind, Es darf
also angenommen werden, dal

.
N
(,55?”)& ( )
eine wilikfivliche orthogonale Matrix darstelit.

Se1 L, (P) ein invarianter Differentialoperator, dannist L, (P) -
Ly, d k. also

~ o
WQW PP) -, e a@%ﬂwmﬂw
_ . i o o % Tl

=1

WOTHUS

erhelit. Insbesondere ergibt sich damit
R g o o e iy #)
a 't EY e an L oan) =4 (BTN

Der durch g (Py) dargestellte  symmetrische Tensor  hat
also in allen kartesischen Koordinatensvstemen dieselben Kom-
ponenten. Ddaim kartesischen Koordinatensystem der Unterschied
zwischen kovarianten und kontravarianten Komponenten entfallt,
diirfen wir

BB

setzen. Die Berechnung des Tensors Copmen, erfolgt mach einer

Methode, dic ich Herrn SEIFERT verdanke. el

I
Q (Zi, Lop vy Z;h.) = Z Cl{l'ﬁ wﬂ &y,

Fis By vy iy =

Sy

und z, — I, eine beliebige orthogonale Transformation.  Offen-
bar ist
Ol 2o 20 = Ol T 5.

Da eine feste Richtung durch eine geeignete orthogonale Trans-
formation in eine vorgegebene Richiung uerg{,Iuint werden kann,
hingt Q@ f{z, 7, ..., z) nur noch von 2 +4:5 4. Lz ab.

— 1 —



Automorphe Funktionen und indefinite quadratische Formen. 11

Die Funktion

i3
- 2| 2 AN
Qe 2z (B2 L 8 P=w
ist homogen vom Grad 0, also von den z, anabhingig. Damit wird
5 #

Z Cpy g e iy Spy Epiy e e s Z-“;-z = (Z" _L Zﬁ —'E— o + gi‘) * (1 7)
Hipg fyg ey flyy ™= 1 .
w == 0 ist nur mit # = 02 vertriiglich, Mit einer nur von £ und =

abhiingigen reellen /,dhi o ist u

- )
/ ; By by oo (2

=0 1/ Wi iy i (L) # " ().

@ = (Fy} erweist sich damit als Skalar. In die Ldentitic {17)

/
== 91;‘ Cpiy tty orntiy ©

tragen wir = gin.  Das ist zulissig, da die Vertausch-
Ay

barkeit der 7, ausretcht, um GL {17} zu verilizieren. Es ergibt sich

~H

Z’lwl Fy pan ity (R}) —(_..

P o=y
GG EAS LT,

und folglich

n—1 #
= Pavia 2
L“ (}zl) - %( {) ‘2.4 4 1 f (Zé) “o J‘f”p 7'L a (E’j) A() i
pe=1 o ! »
- b K4 (18)
A S o |
— St fay .. dagp ]

Hierin darf £, durch P ersetzt werden. Wir erhalten dann die
Zerlegung
L(Py=L, (By+w(PyA%" (dp=11),

»
cwobel L, 4 (P) ein linearer Differentialoperator {n — 1)-ten Grades
ist, der durch Gl (48) erklirt wird.

Seien nun P, und @, willkiigliche Punkte in 3 und P ¢
eine nmkehrbar ecindeutige und Iingentrene Abbildung ciner Um-
gebung von I, auf eine Umqvbung von Qg L, (P) = L,{() und
Ap = 4, h'{bo

Liy(Py=L,.4(@) mnd o(P)=w(Q), also of)=0ol)
zur Folgé, Damit crweist sich w({P) als eine Konstante und
L, .., (P) als ein invarianter Operator. Vollstindige Induktion nach #
ergibt unmittelbar



12 Hans Maass:

Satz 1. Jeder invariante Differeniialoperalor diber einer im
Kletnen frei beweglichen beliebig oft differenzierbaren RiuMaNNschen
Mannigialtigheit ist sin Polynom in A mit Konstanten Koeffivienien,
die ketner Beschrdnkung unterliegen.

Ser

Flay=(x — Ao {x — Ayt (v A% (4= 4 fiir < ==9)  (19)
und g (P} eine Losung der Dillerentialgleichung
: /() g (P) = 0. (20)

Nach einem aus der Theorie der gewflinlichen linearen Differential-
gleichungen mit konstanten Koeflizienten bekannten Verfahren ist
zu schlieBen, daB g(£) in eindeutiger Weise als Summe

Z(P)= gy (P) 4 ga(P) 4 g, (P) (21)
von Ldsungen g,(P) der Difierentialgleichungen
(d— g Py=0 {=1,2,...,7) (22)

dargestellt werden kann, Wenn f{x) separabel ist, also alle g, = 1
sind, dann 1st g(P) ecine Summe von Wellenfunktionen.
Aus der Invarianz der Funktion g () gegeniiber einer Gruppe G
von Bewegungen des RIEManNschen Raumes R:
glo Py=g(FPy fir o€6G (23)
folgt bereits die Invarianz der Komponenten g, {P):
glo P)=g(P) fir ocG {(1=1,2,...,7).
e automorphen Losungen von Gl (20) fithren also iber die
Klasse der automerphen Wellenfunktionen nicht wesentlich hinaus,
wenn f{x) separabel ist, Um hier etwas Neves zu erhalten, ist eine
allgemeinere Transformationsforme! von der Art
glo Py==p, (P)g{P) {ir o€G {24}
an Stelle von Gl (23) zugrunde zu legen, der zufolge o geeignetes
System von vorgegebenen, nicht konstanten Multiplikatoren u, {F)

auftritt, die fiir alle Bewegungen o des Ripmawnwschen Raumes
erkliirt sind und der Regel

Hor (P) = (T P) o, (P)
geniigen. Eimne spezielle Untersuchung dieser Art wird im nichsten
Paragraphen fiir dic hypeibolische Ebene durchgefihrt.

LA



Automorphe Funktionen und indefinite quadratische Formen, 33

§ 2. Automorphe Wellenformen,
Sel T =1+ ¢y cine komplexe Variable., Wir reprisenticren
die hyperbolische Ebene durch die obere 7-Halbebene mit der
metrischen Grundform

da® o dat

ds?=""" (v = D).

Die hyperbolischen Bewegungen induzievren in der Halbebene
v = 0 gebrochene lineare Transformationen der Art

QT - b

T L (abe,d reell; ad—be =1,
CT = d

und der Differentialoperator A nimmt die Gestalt

A=y g0+ 5 (25)
an.
Um den Begriff der Wellenform ecinzufithren, betrachten wir
die ErsexsTeIN-Reihen

1 L
Binrstam Q= 2 P oo (20)
N sy = g (0 (w1, T 4= 1) 4 D, T+ oy %-}
(e, %wa.a) l &4}

Hierin sei () eine natiirliche Zahl, a;, @, ein Paar von ganz ratio-
nalen Zahlen, % eine nicht negative ganz rationale Zahl und »
cin reeller Parameter. Damit die Reihen (26) konvergicren, ist
k-2 %> 2 vorauszusetzen. Wir bestimmen ein Polynom 7,(x)
mit kenstanten Koeffizienten so, daB f, (4} E, (r, ¥ (g, 2y}, Q) =0
wird. Dabei machen wir weitgehend Gebrauch von der Invarianz
der in Frage kommenden Operatoren f, (4) gegeniiber den hyper-
bolischen Bewegungen. Zuniichst stellen wir fest, da die Glieder
der EsenstEin-Reihen, abgesehen von konstanten Faktoren, von
der Gestalt

S Y .
v oder | ) e {a reell)
- L S Lo T

sind. Die zweite von diesen Funktionen erhilt man, wenn man auf
. " . s — 1 - e s
78 4" die Substitution 7 - ha anwendet. Es geniigt demnach,
wird., Auf Grund der leicht heweisharen Formel
({f,’é e 30 (?’ — é)) '[,'k },r = 22‘ k ¥ Tf"—l -}J" i 1



14 Hars Maass:
ist nun zu schliefen, dall der Operator

fu(A)= U(A (r-H ) (r v — 1)) (27

die geforderten Eigenschaften hat.
Die EmisenstEIn-Reihen gentigen der Transformationsiormel

ESor; (g, ay, Oy =(ct+dV Ey(z,7; (ay, a9 S, ), {28}

- . - @b + - . o . -
dabei ist 5= (: d) ) eine belicbige Substitution der Modulgruppe.

Insbesondere wird, wenn /£ cine beliebige ganz rationale Zahl
bedeutet,

-Ef( 'g;'";j":‘*‘; (@ fe — ay, @), Q) st WPE (7 ey, ay), Q).

Diege Funktionen werden durch den Operator (27) simtlich
annuliert. Mithin ist auch

(A==t r—1) " E{r,7; (a5, a44),Q) =0 (=10,1,..., %), (29}
denn die Potenzen 1, 7%, ... +* kénnen ans den Polynomen
LRl CIE I DL S )k lincar kombiniert werden.

Geniigt die in der Halbebene v > 0 {2k -F 2)-mal stetig differen-
ziecrbare Funktion g(r) dem System der Differentialgleichungen

][( +rlrFr—-Dirtg{r) =0 (u=0,1,...,k) (30}

=
sowle der Transformationsformel

gD =v(S)ertdigly) fr S=[{')EG, (1)

wobel G eine Gruppé vonr reellen unimodularen Substitutionen
darstellt, so soll g(r) eine Wellenform der Dimension — & zum
Wellenparameter », Multiplikatorsystem » und zur Gruppe G
genannt werden. {G, ~ %, 7, v} sél die lineare Schar dieser Formen
g{r). Der Bewcis, dal3 dic transformierte Form

gr(n)=(yr-- 8~ *g(L) (L = (c;[;) reell und uni';'nodular)

in [L71G L, -k, v o*} liegt, ist leicht zu erbringen; wir begniigen
uns mit dem Nachweis, dafl g% (1) cine Lisung von GL (30} dar-
stellt, Da j(A)v*g(r)=0(p=0,1,.. k) mit [, (AL g(Lt)=

0w =0,1,...,k gleichwertig ist, ergibt sich in der Tat

— 14



Automorphe Funktionen und indefinite quadratische Formen. 15

fld) et -8 g(Ly)=0(w =0,1,..., 4 denn in der von
1, Lz, ..., (L1)f crzevgten linearen Schaj liegen die Funktionen
Ve ST =0,1,. . k).
Wir bestimmen cin mit GL {30} dquivalentes System von
Differentizlgleichnngen. Sei

L) A== =) =0, ) (32

0 =29
und @ (7) eine belichige analytische Funktion. Wiederholte An-
wendung der Operatorengleichung

Ayple) = @ln) i+ '(n) 2 (33)
crgibt eme Entwicklung der Avt
Aoy Ay =
wﬂMW+@%NﬂUq%ﬂM@Pm%¢“WﬂMﬁu}

Die hierin aultretenden Operatoren M sind rekursiv nach der
k!
Formel

(34)

MY = A, MUEY o p (33)

1 berechnen, Sie ergeben sich auch als Koeeffizienten in der

lormal(n nach Potenzen der Vanablen £ fortechreitenden Ent-

wicklung
A+ ERD (A, 88 .. (dy+ 582 = |
(g g gy ek ) (36)
M{, EMP g2 |

Trigt man m Gl (34) fir @{r) der Reihe nach 1,7, ..., 1% ein,

g0 folgt unmittelbar, daB GL (30} mit

MFPali)—0  (r=01,..., k8 (37)
gleichwertig ist. Speziell ist
MU =4,  M=d4,4,, M'=4,04+04,.

Eine clementare Umformung ergibt Hir M{7 die Darstellung

M=o+ 4,— - 0). (39)

Die Formen einer Klasse { G~k ¥, u} sind entsprechend ithrem
Verhalten in den parabelischen S'pitzua dey Gruppe G in be-
sonderer Wedse zu unterscheiden. Wir beschriinken uns hierber
auf die Betrachtung einer beliebigen Untergruppe G der Modul-
gruppe M von endlichem Index. s sed 55,8, .. ., 5 ¢in vollstindiges

— 15
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System von indquivalenten parabolischen Spitzen der Gruppe G.
Die Substitution 4, €M fihre 5 in e iiber, und

li"‘" = ((i’ fij) (5 9}
erzeuge die Gruppe der parabolischen Transformationen mit
dem Fixpunkt oo in der transformicrten Gruppe A;GA7?
(f==1,2,..., 4. Ferner sei v{%) ein Multiplikatorsystem zur
Gruppe G und Dimension — £&; es sei [#(S)| =1 fir alle SEG.
Wir setzen

‘Lf(fi;"' U]’ffij) = o 1(_D'zf) = g (f=1,2,...,01; (40)

dabel ist # eine reelle Zahl, die im Intervall 0 <2 <1 ange-
nommen werden kann. Eine antomorphe Form g(7) € {G, - &, », v}
soll eine ganze Form genannt werden, wenn {ir hinreichend grolie
Konstanten o; gleichmiBig in x fiir ¥ »eo

G =0b =12k (41}

gilt. Einc Spitzenform erster Awt liegt vor, wenn gleichmiBig in
x i v oo
4.t . \ ®
g =) ff==1,2, ... }) {42}
ist. Von ciner Spitzenform meeifer Al soll gesprochen werden,
wenn iy beliebig grolle g; gleichmidBig in x fir y -+

g (1) =0y

G=1,2,..,0) (43)
pilt.

Die nun folgenden Betrachtungen bezichien sich auf den Fall
ko4, Wir setzen vorans, dall f(x) = (x —r {r — 1)) (x —r (r+ 1))
separabel, also v == G ast. Jede Losung g{r) des Systems

MY g(x) =MV g (x) = o (44)

LBt sich danm in eindeutiger Weise als Swmme von Wellen-
funktionen schretben:

glr) = go(n + g in) {45)
Diaber st
Gln)=——=dgln), gl =-" Ag(d),
also
Ay golt) = Ay g, (7) = 0. (46}
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Der Darstellung (38) sowie den Relationen
Ayg (e = 2r g7, dig{n) = —2rge(n)
zulolge kann die zweite Gleichung des Systems (44) durch

Q2 (g ()~ gon)

crsvlzt werden. DMese Differentialgleichung besagt, dal

() = 2r{gln) —golm)) — . Qlggtml o (1)) {47)

.
cine analvtische Punktion von ¢ darstellt, Dhirch diese Forderomg
wird dic Mannigfaltigkeit der Losungen des Systems (46) er-
heblich eingeschrinkt.

Sei mum g(7) eine in der Halbebene y = 0 viermal stetig diffe-
renzicrbare periodische Lésung von Gl (44):

glr-+2) = gl), (48)
die fiir v—eo  gleichmiifiig 1w x héchstens wie cine feste Potenz
von v wichst:

¢(r) = 0(ym). (49)
Man erkennt zundchst, dali gq(7) und gy () i der Halbebene v = 0
zweimal stetlg differenzierbar sind nnd ebenfalls die Periode 2
haben, also in Fouripr-Rethen der Art

glr) =y +> !a YK (“7/” y)raryils, ( i }

e , o P(50)
gi? {T) - (y) ’Lz [bu.f}’é ‘T{.f - f(ﬂjﬂ Z") f bf; :\Fi g;-— N ( 27} i ')’” 6'”7'}‘77 ! l[

7= ‘ T o

entwickelt werden kinnen. Die von x unabhingigen Glieder sind
von der Gestalt

< ) [ 6‘!0 v F [J':j: :-V} b far 7o 1J : &
ITRED == i
3 l iy j,v;? -+ g;{z-“‘ :\,vfx log 3 fiir Jomm e E ]
, 51
[y Byt fiir v = , { 1)

[T,

e =1, |
by vitbFytlogy  far 7

und die Funktionen K, {z), £, (z} {in der Bezeichnung von WaTson %)

hefriedigen die Differentialgleichung

dta daw
o, A

det 7 7 dy

-

— {2 s 0,

“ Watson, G N.: A Treatise on the Theory of Bessel Functions, Cam-
bridge 1022,
]

2 Heidelberger Sitzungsberichie 1940, — 17 —
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Fir z-»00 gelten die asymptotischen Entwicklungen

c O LS DRI ek PR Gkt VA Lot ). s
K )= (2 e [14 750 5 MUY Loy,

3
]

l
N N | |

Unter der Voraussctzung
¥ :%7 0: TET
soll num

@¥e==pb¥ =0 (n beliebig) und b, =a,sgnn  (n == Q) (333

bewiesen werden. Ans g
1 ; ~ iz, 27 2w M‘
- [ glpe 7 dx:“n)’é]{rﬂ( i y)+m‘?3f’z I(, & ;v)+
i . :
o e 2R - s 2ot
+ b v, (—,' y) +i —-5( ,‘— y)
flir w==0 folgt nach GL (44) u. (52}
2aln
O{y*) = (4m®|nl)=te * ~ x
! . A . .
und damit e LB =y {r+1)ja¥ L 0¥ =0, also af =
bi = 0{x == 0). Dic ibrigen Bedingungen ergeben sich aus der
geforderten Anpalytizitiit der durch Gl {47) erklidrten Funktion
R{r). Da &(r) periodisch ist, konnen wir eine Tourier-Reihe
Tolgender Art ansetzen:
\"I ' ; txin
B — A it i T
hizy = 2¢, - 226 sl € ;
7o == 11
Es bestehen dann die Relationen v

7 (y) —e () + v (@ (v o () — o (54
und fir 57 == ¢

o/ . R

{A - - 2xonl - 7z
c”l’;f e fw[a,,ylfaf%,é( 3 y)f-b”yl!ﬁ,_é(

2an

AL e [2mln] i

’ 257 ] . . e
Wenr 7/:_{, v zound sgnow e e gesetzt wird, geht GL(55)

ither in

— 18 -
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G =vla, K, @) —b, 2 K, ()]
—l—z(s + j’f) a4, K,z )+z;nzuc,._é(s)].l]
Mit Hilfe der Formeln

i [N § 1 ~E LT .
2 % (K, ()= r2K,_,(2) —2K, (2,
E— [z Ko :(i=—vaK, . (@ —2K ()

wird Gl (S()) in
(ea, — b, (28 K.;(z—é?ﬁ ()] =¢,e— " (
gibergefithrt. Berticksichtigen wir nach, daﬁ zufolge Gl (52)
BE, 4(2) 2K, (@) = 2me s 2 0(1)],
1 e |, . wEE— ]
AR, (1) 2K, ﬂf()mb/; . [,},T =D Lo ‘")j

"1
S

L

2z
und nach Voraussetzung » (#* — 1) == 0 ist, so ergibt sich aus GL {57)
die Bezichung b, == ¢ a, (# = 0) und damit auch ¢, = O(n 4= 0).

Wic cine elementare Rechnung zeigt, ist GL (54) dquivalent mit
(128 aF y Hr o (1 — 29 B =7 =, fiir 72 =

ZaFvi byt =¢, flir v =

[
—

aF yi - 2bF i =¢y far v = —1.

s gilt also stets af = 0f = ¢, = 0.

Wir kénner nunmehr den Satz avssprechen, daB eine in der
Halbebene v =0 viermal stetig  differenzierbare Funktion g(r)
dann und nur dann den Bedingungen (44), (48) w. (49) geniigt,
wenn sie eine Fourmr-Entwicklung der Art
2() =@y 7By + ]

D in -
Za,&qf P& ( 3l J4 sgnn K, . ( ’;—” yﬂz, it [ (59)

== {}

besitzt. Vollzicht man hier formal den Grenzibergang # -0, so
geht g(7) in eine analytische Tunktion dber. Diecse Figenschaft
hat HECKE benutzt, wm aus den Reihen Ey{r, 7; (2, a), (2) Modul-
formen der Dimension —¢ zur Stule Q abzuleifen,

Sei g(r) eine ganze Form der Klasse [G,— 1,7, v}, die den
oben genannten Voraussetzungen geniigen moge. Den Trans-
formationsformeln

1

gli (-L'_If ;{?) = {:"‘M}J ol L! (Tj) (? = ‘1, 2, P r}l) (GG)

2+ — 19 —
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zufolge bestehen dann fir 7 =1, 2, .. ., 4 FourRiErR-Entwicklungen
der Art

A7t Noo—y g ¢ . Ty I
g (T) = g’{(ln ¥ 7#[)53) '}"V s ;: (’lgj'g'” yx

|
2y

® y) +sgn(m ko) K,y

s durchliuft Inermn alle von - % verschiedenen ganz rationalen
Zahlen. Dic Koeffizienten o', 60" verschwinden eo ipso, sobald
#22 0(1) 1st. Die Existenz solcher Entwicklungen kann Zbhmlich
wie im Falle reiner Periodizitit bewicsen werden., Unter der
Voraussetzung » > 0 stellt g ) eine Spitzenform cerster Art genau
dann dar, wenn ) = 0(;j =1,2, ..., k) ist; eine Spitzenform
zweiter Art legt genau dann vor, wenn a(” ='=0(=1,2,..k
ist. Es zeigt sich nun, dafl von Null verschiedene Spitzenformen
im allgemeinen, wenn >4, # == 1 ist, gar nicht cxistieren,

Satz 2. [ssei G efne Untergruppe dey Modulgruppe von endlichem
Index, v (S)ein M z:fz"z';b/’iﬁato-r-‘wsiem zur Grappe G wnd Donension — 1 ;
flir alle S CG ser |9{S)| =1. Ferner sei v =% und v ==1. Dann
enthilt die Fow';ze;z/’elussff 1G,— 1,7, v} ketne nicht identisch wver-
schwindende Spilzenform ersier Avi.

Beweis: Die Gruppe G besitzt, wie man leicht erkennt, in der
Halbebene y > 0 einen Fundamentalbercich § mit den paraboli-
schen Spitzen s, s, . . ., &, der sich in Teilbereiche B, B, .. ., B,
mit je einer parabolischen Spitze in solcher Weise zerlegen 16t
dafl der Bildbereich A; () von ¥ beztiglich 4;in der Punktmenge

| x] = 2’ -, ¥ = 4= 0 enthalten ist, wobei § hinreichend klein zu
wihlen 1st und Z; dic oben festgelegte Bedeutung hat, Sei g{r)

eine Spitzenform erster Art in der Klasse {-G, — 1,7, v} und ¥ = 4.
Fir eine geeignete Konstante C ist offenbar

o \
Vv &' (9| <,

sobald 7 in A (%) liegt; dabei ist j eine beliehige Ziffer aus der
Reihe 1,2,. ..k Stedlt 7 einen beliebigen Punkt der Malbebene
y= ¢ dar, so gibt es in § cinen zu t beziiglich G élcfluivaleﬁtm
Punkt ', der etwa in ¥ liegen mbge. Wir setzen A, ¢’ = 1"
und bezeichnen mit v, ', y" die Imaginirteile von 1, 7', ‘r”. A]t\*
dann ist

Y

VY7 g (],
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woraus erhellt, dall
lvigln) <=C fiir 4 ()

. N . 10
jst, I%s darl und soll ¢ = co und A, = (0 1) angenonymen werden,

Aus der Fourierschen Koeffizienten{orimel

folgt nun, wenn wir al’,, == 0 voraussetzen,

K,y bsgn{nta) K, y(3) =0(1)  fir oy -0

LY

Dieses asymptotische Verhalten ist mit der bekannten Bezichung

lim e Ko (yy= 27" (¥) (e v = 0)
4 —ied) e 1}
und » >4 nicht vertriglich, mithin st f@z_, ......... U UIEETE
Ferner ergibt sich aus '
‘J'l
b , m
i o / g{r)da = 4,

it

fiir v -0 auch af’ = 0, so daB g{r) identisch verschwindet. Dic
hicr angewandte SchluBweise geht auf vine Bemerkung von Herrn
PETRRSSON zuriick,

§ 3. Diricuiersche Reihien und automorphe Wellenformen
der Dimension —1.

Um mit Hilfe der Melintransformation ecinen allgemeinen
Zugsammenhang zwischen den Tunktionalgleichungen des emgangs
heschriebenen dritten Typus und den automorphen Wellenformen
der Dimension —1 lierzustellen, bendtigen wir einen Identitiitssatz
iiber Losungen des Differentialgleichungssystems (30) fir & =
den wir zundchst vorausschicken.

Satz 3. Sev v (/% — 1)<k 0 und g(z) eine in der Halbebene

v O vievmal stefig  differenzierbave Lisung der Differential-
gleichungen

(A—rlr— 1) (d—rG+ D) g(x) = (4 —rir— D) (A—rtr+14) rg(e) =
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dte den Bedingungen

geniige. Dann verschwindet g(7) identisch.

Beweis: » wnd g(z) mégen die Voranssetzungen von Satz 3
erfiillen. Wegen » <= 0 lilt sich g(r) aul cindeutige Weise als
sSumme von Wellenlunktionen darstellen:

glr) = gy (7) -+ g (e}, }
(A=7r—1)ge(r) ={d—rir+ 1)) glr) = 0.

Die Funktionen g,{7) und g (7}, die explizit durch

(62)

¢ (1) = — 55 (A—rir+ 1) g (o), un) =5 (4 —rir—1) ()

gegeben sind, baben als zweimal stetig differenzierbare Losungen
der elliptischen  Differentialgleichungen (62) analytischen Cha-
rakter, Mithin ist g(z7) selbst eine analytische TFunktion der
Variablen «, v und wir kénnen eine Potenzreihenentwicklung der
Art

8(1) = S, (0) v

ansetzen. Voraussetzungsgemill ist

o (2) = oy (v) =
Behauptet wird, dafl alle o, () identisch in 9 verschwinden. Wir
setzen zur Abkiirzung afi = D ti = D, und [inden nach einfacher
Rechnung:

(Awmr (=) (Aor b 1)) ==y D+ 292 (2 D5 2y Dy 1 %) Dt
+ }"Q‘Dy - 43”?“03' + 201 =74 ')Hy o — 1) f
Dieser Operator annulliert g{z), mithin erhilt man fir die e, (v)
die Rekursionsformel
(34 4) (e 4 3) (s = 2) (- 1) V¥t 4 2 (W)
+2(??’— ﬁ I ,1) ,y..‘ (y‘ Df+ ¥ ]‘} ‘ 1— ?’2) Olﬂ,,;,-_‘g('/\f) (‘An>
DL 4y Dy 21 ) 92 Dy 2 % — 1)), (3) = 0.

Sie gilt fiir alle ganz rationalen », wenn wir g, (v) = 0 fir %< 0
setzen, was liermit geschehen soll. Eine zweite Rekursionsformel

— 99 .
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dieser Art ergibt sich aus der Tatsache, dall auch

no

7g(7) = X (o1 () iy e, (3)) 47

e’
durch den Operator (63) anpulliert wird. Offenbar  brauchen
wit in {4,) nur e ly) doreh oy (y)-Hdyo(y) (v g —=n, 0242,
#- 4y zu er E-.L-t/,(ﬂ Von der so entstehenden Relation zichen wir
das iy-fache der Formel (4,) ab. Es verbleibt

(k) (- 3) (o 20 1) Va4 ()

L 4i(m2) (nH 1) v Y Dy 1) daoo (3]

G2(nd2) (et 1)y (D E 2y Dy =) a1 ()

+ 4052 (4 D3+ 3y Dy (1 ““““““ r")D) 2, %)

(D Ay D 21 — ) R D 2R — 1) o () = 0.

(B.)

Wir eliminicren o, ,(v) aus (4,) vnd (B,,,), indem wir das
(n-+ 1)-fache von (B,,.,) um das (n+45)-fache von (4,) ver-
mindern. Nach Division durcl 4 crgibt sich

(o 3) (- 2) Ok 1) 3% (9 Dy 1) s (3)

— (ot 2) (e )P (D 4 2y Dy 1 s ()

Fi{n 1)y DIA 3Dy (=) ()

— (YD} 458 Db 2 (1 %)y DA R — 1)) o, () = 0.

——
1]
.

Tnsbesondere wird also, wenn man oy (y) = o, (v) = 0 bertick-
sichtigt,
249t oy (1) -+ 80P (y Dy o (v) = 0, (By)

6193 (y Dy+ 1) o () 293y Dy -2y Dy 1 = aa{y) = 0. (Cy)
Gleichwertlg hiermit st
3y o (v) b1 (3’ Dy oy (y) =0,"
Dy (3y o () + 7 (2 Djck 29 Dy H 4 — 1% o () = 0.
Elimination von e, (y) lihet aul
YD, (3 Dy 1) oy () — (02 Dy 29 Dy A = e () = {72 — 1) e () = 0.

Damit ergibt sich oy, (y) .0 und (B, zufolge aunch oy(y)=0.
Der Rekursionsformel (4)) ist nonmehr zu entachmen, dall alle
w, (v} = 0 sind, .o d.

Wir kommen nun zum Hauptsatz der Theorie,

— 2
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Satz 4. s seien fest gegeben: eine veelle Zahl } = 0, eine reelle
nichi gang relronale Zahl v, etne waliiviiche Zahl g, cin Svslem von
ganz rationdlen Zahlen by, by, .., by und eine N-reihige quadratische
Matrix (c,), deven Quadrat gleich dev Einheitsmatriz sei,

Wir betrachien Funkitonensysteme

Fulsh E2(8) e (8 pnls) wals), oy (8) I
il folgenden Iligenschaften:
L s=3= Mgl -3t Awds) (=12 N)
sind ganze Funktionen von s von endlichemn Geschlecht.
2. Es gelten die Funktionalgleichungen

5

Gl2= )= Seunls)  (h=1,2,.., ), e
[
wenn
R A TR ek AU O
5, (5) = (7) 7 ( z ),] ( St ),},Jk_ (s}, 1 -
‘ ’ : i)
R A U b '
1 (5) = (T) 1( . )1< ; ...... —")’M(S) ’
geselzl wivd.
3. qpis) wnd gy (s) sind in DiriCHLETsche Reihen dey At
L&) (kY
@y W1 Gy, RETE R , )
s () = :Z L (s e Z ST (k=1,2,...,N) (66)
a z () " nowm by () ‘.”‘
# e {) 3 s )

entwickelbar, die ivgendwo honvergieven.

4. Es ser o das Residuum von g (s) in s = by und f, das

Kestduinn von w,(s) in s=13% —r  Dann isl
2aim O ' 'lniék) X,
(;l —e ¢ )/_ Cpp Bty = (}1 e ey B =0 (f=1,2,...,N).
P i1

Auflerdem betvachten wir die Funktionensysteme

gilth (), ) gw(2) i1
mit folgenden Eigenschaften.
1. Die Funkiionen & {v), g,{7), . . ., gy (1) sind in der Halbebene
v =0 viermal stetig differenzierbar und gentigen dem Differeniial-
gleichungen
(47— 1) {d = rtr+ 1)) g (r) = 0
{4

N
—r{r— 1) {d —rirL Mre(r) =0 (=12, I (68)

o4

(67)

72’&
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ud
s ist gleichmdifig in x
gln) = 0y fir e g} =0(y=) fir y-o0)

L (A
(h=sq,2,..., N} | %
mit gewissen positiven Konstanten o, v,
3. Es st
i Tadly,
A
elrti=e T W@ Be=t2..M. ()

4. Es gelten die Transformationsformeln

= . , ~
(5 =i wmal® k=12, N) (71)
=1
Zwischen den Iunktionensystemen I wnd IT Lesteht eine wnkehrbar
eindeutige lineave Bexiehung, die dwrch die Mellintransformation
vermittelt wivd. dusgehend von evmem System I findet man fiir das
zugemdnete System 11 die Darsiellung

g0 =a’ y7 L b
P ; vy Pmim .
. Z a}, y1 {I& ¥ (237}‘ L :V) - SgIL H I{, i (EL}“,_ 3;)] g * ® ] {/2)
H= g ) ‘ ‘ ) “
T
Daber ist
& ]
a” 't —9 Lzzm i |
! (h=1,2,..,N). | (7%
EJ(()k = +7) }j Cpy By ;
Pl

Vorbemerkung: Der Fall ganz rationaler » erfordert einige
Modifikationen. Der Einfachheit halber lassen wir ihn auler Acht.
Bewels: 1. Es sei g (1), go(7), . . ., gy (1) ein Funktionensystem,
welches den Bedingungen 11, 1 bis -L geniligen mige. g, () 14t eine
m der Halbebene v >0 \1(;m¢al stetlg differenzicrbare Funktion
mit der Periode 2 und wichst fir y — co gleichmiillig in x hochstens

wie cine feste Potenz von v, Infolgedessen Bt sich gxlr) 10 eine
FovriEr-Rethe der Art

= al v b + 3 al? vl {K ( T/” -------- y)—[—sgﬂ%[{, z<27/” yﬂg 4

i {l
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entwickeln. Damit GL (70) befriedigt wird, ist a® =0 fiir
n = by (g) und 4§ = 0 flir by== 0(¢) zu verlangen, Die FoUrRIER-
Entwicklung von g, (7} kann also in der Gestalt GL (72) angesetzt
werden.  Erkliren wir die Zahlen oy, o9, .., on: B o . - o By
durch Gl {73}, dann sind die Bedingungen (67) erfiillt. In die
FouriErsche Koelfizientenformel

dredn

i I glrhe 7 d%*@gﬁ y: [Kr —'(MJM y} Tsgnn kK, (?‘RF“” y); (== 0}

tragen wir ¥ = ¢f] n| cin und withlen ¢ > 0 so, daf bei jeder Wahl
des Vorzeichens

I{r+é.(2:::c:) i-Kyﬂé(zifﬁ) g

wird, Fir # —co [olgt nun nach GL {69)

Al 0 (njeryy,
Die DirrcHieT-Rethen (66) sind also {ir MHe s> o, L § konvergent.
Zur Abkiirzung setzen wir
N
1 ,
I (n) = L[ )ﬂZ cogl(n) (h=1,2,...,N).
f=1

Auf Grund von 5Satz 3 ist das Funktionalgleichungssystem (71) mit
a ‘ :
fzk(r)xzoz—m Ay (T)eca=0 (E=1,2,..,N)

gleichwertig. Hierfiir kann auch

N
m&(_. j “'V?Cmm(ﬂ
1.._3 (fu’:z’l,Z,...,N) -
Ry N I (74)
- 1 ] -7 .
c,("v & (_-'E_--)x o 3’.2;"'“ rf;,_ im0t l i & (e ) o
P ' Penl J
geschrichen werden. Die Funktiomen
3 ' Ly 1 - {2 -
Fly) =a I)y i 5({)#&)3)_ n S a:,(f}y[]iw ( _____ "E/i”y) +sgn HA%__;“(?:'}! 7 y)]
= b;\ {a) ’
b= U
. -l 27 . EEAE
Gl = Yo al [y (7)) sgnn K,y (2210 y ) - (79)
n =y (4]
wa G 5
Hily) = G{y) — 5 ()

— 9 —
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geniigen alse den mit GL (74) dguivalenten Transformationsformeln
N N
L 1 }
F(L): N; H(—):_ e H - —4,2,..,N). (7
A 2_'5:,; 1), H " zZ (V) k=12, ,N). (76}
=1 =1

Wir ziehen aus den Funktionen £ (v}, H,(y} die zuom FOURIER-
Expenenten # = 0 gehdrigen Glieder berans, bilden also

B ) =B () —al'y' 7 0Py

B ) = M) e ol .

(77)

In der iiblicken Weise kann nun mit Hille der Transformations-
formeln (76) gezeigt werden, dafi die zundchst nur fir hinreichend
grolle Werte von Me s erklirten analytischen Funktionen

fus] oo
()= 4B 0) v Ay, )= [HEW) w2 dy (B=1,2, )
" i 4
in der Form
) =afBX )y 2dy + 4WHIF (y)y~*dy
1
- iji""_i, S ey
- (79)
—4 [ HX(y) ’a"y—w o f HF) y=dy
1
Aal® /,fJE(,
LEETI TP e + w5 g -7 + n
dargestellt werden i{éﬁz}en. Hierim st
'.}7 ?) &
= Yo, e =2, b (h=1,2..., N (80)
Tl I—J

gesetzt worden.  Die Funktionen £¥{s), »¥(s) sind damit in die
ganze s-Ebene analytisch -fortgesetzt.  AuBerdem stellt man fest,
dall die Funktionalgleichungen

ff(2~5):£> G §7(sh A (2—s) =X (s) (h=1,2,.. N} (81)
=1 : fal

bestehen,
Trigt man fix FF(y) und H¥(y) die angegebenen Reihen-
darstellungen in Gl {78) cin wnd vertanscht sodann die Summation

— 97 -
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mit der Integration, so ergibt sich unmittelbar

EF (") =&, {‘) T (5)

(82)

wean man die in Satz 4 eingefiibrten Bezeichnungen verwendet
md dic Funktionen ¢, (s) und g, (s) durch die Reilen (66)
definiert. s zeigt sich nun, dal3 die Systeme (31) und

Qi =Fegnis) {h==t,2,..,N) (83)
7

gleichwertig sind. Wir losen die GL (82) nach den ungestirnten
Funktionen aunt:

A S
; e

v s e (84)
S Me(s)= sy — —— & ()

und erkennen auf Grund der Darstellangen (79), daf3

L 5 (%)

gal BN +h 4k
RN i o i . o W ___ 3

#{s) e e 71 () see dob e By

ganze Funkticnen von s sind. Daraus folgt die Identitit der
unter 11, 4 genannten Residuen mit den darch Gl (73) cingefithrten
Zahlen o, und f,. Schlieflich kann I, 4 aul Grund der Formeln
(84) u. (79) nachgewiesen werden,

2. Leht man umgekelrt von einem PFunktionensystem T aus,
so BBt sich an Hand der notierten Formeln das zugehdripe
Funktionensystem 11 leicht konstruieren. Dabei ist von den zu
(78) inversen Transformationstormeln

ot f oy i - E 0o
LA ) = 557 / Ep(shottds, HE(y) = / 7 (s) 'Sdél (83)
a— [ )

Gebrauch zu machen. Dicser Hinweis mag im Hinblick anf die
breitere Darstellung® des entsprechenden Satzes iiber Wellen-
funktionen genfigen., Satz 4 ist damit bewiesen.

— 98
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Dic in § 5 beabsichtigten Anwendungen bezichen sich anf die
speziellen Daten 1 =2, g=N=1, y=4(1). In diesem Fall
treten antomorphe Formen g7} auf, die den Transformations-

formeln
elr+2) =g(7), (71)* (— 1)*irg(z) (xganzrational) (86)

geniigen, also dey Formenklasse {T,— 1, 7, 137 **} angehdren. Dabei

begzeichnet T die sog. Thetagrappe, die aus den ganzzahligen uni-
modularen Substitutionen ’

(=) oder (0

besteht und von

£ 2 ( 04
(ﬁ‘)i)’ - 20)

erzengt wird, und w, das Multiplikatorsystem der Thetareihe

by (7;) — \;(3‘ grirut
pra 3

2

die eine antomorphe Form der Dimension -- % zur Grappe T
darstellt. Bekanntlich ist

@

iy

‘afh e , rw 1 fir b= S0 {2, (87}
(f ff)) l{_ 1) 2 ¢ fiy a=d=0 (2}. /

Im nichsten Paragraphen werden wir die ganzen Formen in der
Klasse {T,— 1,7, vyt explizit bestimmen; si¢ lassen sich, wie
wir schen werden, aus den FisgnstEin-Reihen E| (v, 7; (49, @q), 4
linear kombinieren, sofern 7>} und » == 1 ist. Ferner bleibt
noch zu zeigen, daB die ganzen Formen in der Klasse {T, rrrrr i, 9,
1574} durch die O-Aussagen (69) charakterisiert sind.

§ 4. Die Eisenstrin-Reihen zur Stufe ¢.
M(Q) bezeichne die Hauptkongruenzuntergruppe in der Modul-
gruppe zur Stufe (. Sie besteht aus den ganzzahligen nnimodularen

Substitutionen
@ 10
(c d) = ((} i) (Q) ’

Wir untersuchen zuniichst fiir eine beliebige natiirliche Zahl £,

— 9
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dic wir im Falle Q0 = 2 gerade annehmen, die Ersenstrin-Reihen

¥
E ay, @y, Y= S“ i . ay
]\( i 2! Q) ;.__J (m Tk o) w1 o, e (“)
wnodby 1003

(m nzu 4= {00}

Sie konvergieren absolut und stellen Formen der Klasse IM(O),
— ko7, 1} dar, sofern k427> 2 ist. Von dieser Voraussetzung
kémnen wir uns befrelen, wenn wir E (r ¥ (ay, as), ) als Funktion

von 7 ing Komplexe analytisch fortsetzen. Wir branchen indessen
nicht niher hierauf einzugchen, da wir uns spiter auf die Be-
trachtung der Falle 2 =0,7>1 wnd 52 =1, > = 1 beschriinken
werden. e in ¢ periodische Funktion & k(r, ¥l @), O) gestattet
eine Entwicklung in eine Fourizr-Reihe, die wir nun bestimmen
wollen, Es sei

(5({,‘)_{1 fiir 63_——0(@).

- 0 fiir @ 2=0(Q),
s Q)= ) et (30)

W oma {0
g )

i (5.7) = V e (90

Heo== e O

Nach einer einfachen Umformung wird

4}2‘;{ (T’;V; ({{.1,612), Q) — (S((:;) f:k (fﬁ—}— 2 7’, {Izl Q) y?‘ :

H N {%Q‘ﬂm V;@ ( e g 1
| 2 o
ke s f A X + w2

momE g, {4) ' F 1w
g = 3

so daB nur noch dic Fourter-Entwicklung von f,(, 7} berechnet
zu werden braucht, Wir setzen

S L Surimy
-f.‘s (7:» 7’) = Z An- (y-' ?‘) e
H= o

und finden

i#) " Jirpf“lnin,‘b
Ay, = ] L -dx fiir alle .
w oa '

Diese Integrale lassen sich durch bekannte Funktionen ansdriicken.

— 30—
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Far # == 0 ergibt sich

_ yl —1:-7;'62-.1»13:(77 2%?:’»"?-)7 b

-k _
- —h T—f—r 2z i — 2w COS 2T XY
= D (— 2"51?’1) y gy g T [ dx

Ayt ()it
i
Daomy = o
3 el —dany 1 v — )y
= — Yawml )T T e, —y (27 0 )
T O b e e 2m a0t ' 2
{ - "y ,
= - B (2 ml v, sgn w,
Wenn wir
ik} O R T T i e ,
B" (f)’, P) = ( ‘E’) V e cf‘l‘k ¢ ¥ YSepr—d (})
setzen., Aunlerdem wird
k) PR 1~k —7
Ay ly.n) = 7 (7)
mit
!_.?}""
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Inshesondere ist also
B (y, &) = v} [K, () + 2K, _ (9} {e= 1), pyle) = — i pwm:%;OK

I
Da  der Operator [T (A =) 4w — '1)) dic Reihe f (z, /)
7w
annulliert (der Beweis ist wie fiir die E1sENsTEIN-Reihen zu fithren),

st f,(r,7) als Summe von Wellenfunktionen darstellbar, sofern
i

das Polynom Jf (x—{r- ) (r -9 — 1)) scparabel, also » wvon

p ==}
— i:m (B =0,1,..., 2k —2) verschicden ist. Darans folgt unmittel-
bar das Bestchen einer Identitit

k
BE e = L0 e vEL L ()

i

wovon man sich auf Grund der bekannten Relationen zwischen
den Funktionen K, {y) und ibren Ableitungen zu verschiedenen
Parameterwerten g auch dirckt iiberzeugen kann, Berticksichtigen
wir dic angegebenen Entwicklungen, so geht Gl (91) iiber in

Eulorsienan, Q) =85 )Gtk +2r,05 0) v
P ()

x Z Z (sgnd,)* d, —"“dgik—?—r---ulgb

EE L A
d ()

Die Emsensrrin-Reihen, die sich beziiglich der Substitutionen der
Modulgruppe nach der GL. (28) transformicren, erweisen sich damit
als ganze Wellenformen der Dimension — % zur Stufe Q.

opeziell fir 2 =1 und @ > 2 wird

Ly{r,viiay,ag), Q) == (v,7; (aya 2,0

Ed iy el
2w A R ; . +ds
) R S 3 i by Lt ) .

7“<z»~w)<ﬁ+fz Zf’g”‘% dydrt dyitre x

it Pt Loy

S

< ph iK, " é(h{)” ‘ y) +sgnukK, ( 27{;” 5 y)j P J
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it

2 (v, 7 {ag g, (=90 (f—;) C{t4-27,ay Q) v 1

Wir beweisen nun, daf eine ganze Form der Klasse (M{(Q), - 1,
¥, 1} (7 > %, v == 1) mit Hilfe der ErsEnstem-Reihen Bz, {ay.
dy), Q) anf eine Spitzenform erster Art reduziert werden kann.
An Stelie der Reihen El(*zr‘ ¥i(ay, ay), Q) betrachten wir die Funk-
tionen

E#¥ (v, v;lay ap, Q) = Z t T

fin, T ‘mz)kgmI T b My
g = ag {3
i, omy) =k

die sich ans den urspriinglichen Reihen lincar kombinieren lassen;
fiir (a4, ay, 0) =1 ist nimlich
E¥(r,r;lay ay), Q)= 3 Ey(r,v Gay, fay), Q) c(1-+2v 4, (),
oo
dabei ist
. L [} .
cls,t, )= N 20 {1 (n) = Mdsrussche Funktien).
-l "
inowm {4

W A
Wir bezeichnen mit wf(y, #; (ay, 4y, @) den von » unabhingigen
Bestandteil in der FourRigr-Entwickhing von E-}"(r, 7 (@, as), Q).
Mit einer gewissen fir » >3 reguliren Funktion w, (r, @y, 0) ist
offenbar

sty ay), Q) =8 () ) Gil1+2nbay Qo (1 + 278, Oy -ty Q)
tmod

ey 4 W1 S o pmsgnlmae) .
_a(@) Z i .}_J o PR Yt (o a, Q)
fmod ¢ in=1{0) #=0.4{0) ‘

] we == 0
ity - 1 b} sgn g _
:§<}fj) Z N Vb a, Q) v
< |7

4 B, s}
), who22 @ 1)

=o(Z)(s () = o{= )y A m (e, Oy

3 Heidelberger Sitzungsherichie 1940, — 33 —
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Wegen (= 2 tritt v hierin genan dann auf, wenn

apz=0 und gy oder —1(Q)
ist. Nach einer bekannten Hrckeschen SchiuBweise evgibt sich
daraus der oben ausgesprochenc Reduktionssatz. In Verbindung
mit Satz 2 lolgt nunmehr

Satz 5. Sev v =}, r o= 1 wund Q= 2, dann besteht die lineare
Schay dev ganzen Formen in der Klasse [M(Q), — 1,7, 1) aus den
Linearkombinationen der EISENSTEIN-Rethen Ifl(r, ¥y, ay), (})

Mit derselben Methode beweist man einen entsprechenden Satz
tiber Wellenfunktionen zur Stufe , den wir an dicser Stelle for-
mulieren, ohne anf Einzclheiten des Beweises cinzugehen.

Satz 6. Set v > 1 wnd ( eine beliekige natiirliche Zahl, dann
besteht die lineare Schav dev ganzen Funktionen in der Klasse
IM(Q), 0,7, 1} aus den Lineavhowmbinationen der FEISENSTEIN-
Reihen Ey (v, #; (ay, as), Q).

Line Form aus einer der in den Sitzen 5 und 6 aufgefithrien
Kiassen {M (@), — & 7 1} ist dann und nur dann ganz, wenn es
positive Konstanten o, 6, gibt, so dal} gleichmiiBig in «

g =0(w) fir vooo, g(=0(y) fir y-o  (o5)

Zum Bewels nehmen wir zunfichst an, daB die O-Aussagen (95)
fir g(v) ©{M (@), — k, r, ¢} erfiillt sind. Es ist dann zu zeigen, daf

o v -— &
TN 8T a)

{(—¢1 -+ a)k

G (A = (H b} beliebig aus M, ¢ == (})

i

[ir y - oo gleichmiBig in x hochstens wic eine feste Potenz von Y
. -t . . v . - v .

wichst. Da g (1) in « periodisch ist, geniigt cs, x n einem festen

hinreichend grofen Intervall variieren zu lassen. Sei

gilt.  Die letzte dicser Ungleichungen ist wegen €= 1 immer
erfiillt. Es kann also
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und mithin

g (=00l fir yoeo

geschlossen werden,  Stellt umgekehrt g(t) eine ganze Form dar,
dann gelten O-Aussagen ven der Art Gl (93), denn g (1) setzt sich
ans E1seNsTEmN-Reihen lincar zusammen und fiiv diese ist die
Behauptung richtig, wie man auf Grund der FouriEr-Entwick-
lungen leicht feststellt,

Wir kénnen nun jeder ganzen Form

. Loin
IR

gm=u(y)+ 3 a8 K, 7 ¥)+sgnnk, 7 "yl e 0 (96)

o=

der Klasse {M(Q),— 1,7, 1} ein Paar von DIRICHLET-Reihen zu-
ordnen:

I §) — N7 Ay SET ‘ c
wl=> e vl = (97)
w0 2 4

Die Tatsache, dafl diese Reihen in der s-Ebene irgendwo konver-
gieren, kommt in der zweiten der O-Aussagen (93) zum Aus-
druck. Sei &, dic lineare Schar der Funktionenpaare (g;f (s}, v (s)).
Die Frage, ob &, cine Basis besitzt, die sich aus DIRIcHLETsChen
Reihen mit Evierscher Produktentwicklung zusammensetzt, gibt
m Falle >4, 7+ 1 zu keinen ticfliegenden Erérterungen mehr
AnlaB, da die ganzen Formen von den Ersgxstein-Reihen erzeugt
werden, Gewissen Linearkombinationen der Reilien El(r, ¥ {ay,
dy), Q-), dic mit jenen linear dquivalent sind, entsprechen die Paare
der L-Reibenprodukte

(98)

o (1 — (= 1)) L(ﬁw—-’ ,xl)L(Sff’M :

Ly , xz) .

Dabet ist /; ein beliebiger Teiler von (, z; ein belichiger Charakter
modulo Qff; (@ =1, 2) und

&
n

Lis =340

1

3 — 35 —
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Zum Bewels sind hier dieselben Uberlegungen anzustellen, die an
anderer Stelle® fiir die Ersenstriin-Reihen der Funktionenklassc
IM{Q}, 0,7, 1} einen analogen Satz ergaben. Ordnet man jeder
ganzen unktion

glr) =)+ D a K,

)

Sais

yje ¢ (99)

der Klasse [M{{}], 0,7, 1} in derselben Weise ein Paar von DiRIcHLET-
Rethen (qc- (s}, qp{s)) zu und bezeichnet man mit &, die lineare Schar
dieser Paare, so folgt im Fall » > 1 auf Grund von Satz 6 nnd eines
m 3 bewiesenen Satzes, dafl €, von den Paaren

GonEMU st p oyt Efs—rt ), i
Uy i} E ) - l {100

{1 R LR TEE 1))L(S

{y ts)°

Ay L /1)1(6 ] /a)

erzeugt wird.
Wir wenden uns nun der Thetagruppe T zu und bestimmen  dic
ganzen Formen in den Klassen
2 . 4
{T} — 1,7, Vs “} (ro=d, 7= 1), {_T, 0, ¥, v,f‘} (r==1).  (101)
Iin Fundamentalbereich % der Groppe T in der Halbebene v = 0
wird durch die Ungleichungen

0 xs 2, |x

=21, |‘L‘ﬁ2i =1, ¥ =0

beschrieben, Er besitzt zwel indquivalente parabolische Spitzen,
ndmlich s und i. Die Multiplikatorsysteme #37** o3 sind in
der Spitze ce unverzweigt, in 1 verzweigt; vf = 1 ist in e und 1
unverzweigt. Da die Formenklassen {101) als Teilscharen der
Klassen {M(4), — 1,7, 1} baw. {M(2), 0, #, 1} keine Spitzenformen
enthalten, so ist die Maximalzahl unabhiingiger ganzer Formen
in jeder der Klassen (101) gleich der Anzahl der parabolischen
Spitzen von §, in denen das zogehérige Multiplikatorsystem unver-
zweigt ist, Diese Anzahl ist gleich 2 fiir v} und gleich 1 in allen
anderen Téllen., Ganze Formen der gewiinschten Art hat man in
den Lincarkombinationen

Efr,rye) = E {0, 7,0, 1), 4+ E{r,v; (2, D), 4) +
1 ¥
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Um das Verhalten dicser Formen gegeniiber den Substitutionen
der Thetagruppe zn pritfen, geniigt es, das Verhalten gegentiber
den erzevgenden Substitutionen
(1 2‘) SRR
KEIE T ( ---- 10
festzustellen, was auf Grund der Transformationsformel (28)
ohne weiteres méglich ist. Die Fovrizr-Entwicklungen der Rethen
(102) kénnen nach GI. (93), (94) sowie entsprechenden Gleichun-

gen in % berechnet werden, Man erhiilt

5 L-,‘ S @ ry g
5o g 2_ ( ) PR B

b Koo (mon ) Ssgnn K,y (mony vy erin s

T /".!'_

Eoglroria) =L, (2n,1.2) v 4 l” A
2] by (103)

)lgy (2-

¥ PR A
LA N b ey
NV " ; bR
' =y A P ( } i - ( EAT
Cit=Alfah =i @b = n
e o= 1(2)

o lr - , \ .
VK, lmln v e,

anf die der Saiz 4 und das analoge Theorem dber Wellenfunktionen
= {— 1}* anwendbar sind,

kénnen Paare von DieiceLETschen Reihen zugeordnet werden, dic

in entsprechender Reihenfolge mit

CNERGRINONS)

(pots, ol py (s}, (pa (8,700, (s, 75 2)),

- 87 .
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bezeichnet werden sollen, Sel

o L (szzﬁ( 2= (104)

Einfache Umformungen ergeben dann

e e L Nt N 1 !rs v N Ly — 8
gals,rie)= > nilsgnn >_ P MT( 1) ;\_ | #
=1 ah=2n ab=72u
@ 4 {2) @ = 1 (3

yals, o) = ;i nk Z (;l): ’

A ab=n ah="3%n
4z 1{d) @ = 1{2)

i b=t BUESS:
QFQ(S,?’;Q)‘“‘: Z Z (71)1) J7] _L(m é)a L @ wme
k0| abh=un wh—n
& (2] o= 1{2}
= A= (=g 2 {2t 1os)
XEls—r 3 Elsbr—4),
C ! e — r—k X
W (5,7 0) = Z Z (1) —%—:1 R i' Cisenarin] e,
w0 abowen . flb—;" .
Lep o O 12) a =12 .
. i by — &
{}.‘0 (S;'J’) — Z Z ( 1)51 a |,;.1 —
=] b e
wws {2}
(12— 2 s R D sy 4,
. 1
wolsr) = S| S ap e =
ﬂ:f__t’! (&;?! i
o 1 (L)

Auf Grund der bisherigen Feststellungen kdnnen nunmehr folgende
Sitze ausgesprochen werden:
Satz 7. Es sei v ein veeller, wiché ganz vationaler Parameter (= 1)
wnd (s}, p(s) en Funkitonenpaayr wmil folgenden Figenschaflen:
o5 —4 - (), (s -3+ 7) w(s) sind ganze Funkiionen von s
von endlichem Geschlecht.

e BB e
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2. Iy

18t

3. Fs existieren Entwichiungen tn DIRICELET-Rethen

o (8) == >‘ L () = SR

q i 3
e Arvd 7 ‘!
=) W= !

die drgendwo honvergieren.

Dann 1st mat konstantem ¢

Satz 8. Es set v ein recller, nicht ganz vationaler Parameley (> 1)
und (sy, yi(s) en Funkiionenpaar mit folgenden Eigenschafien:

1. {s— L ~7) (s =3+ @ls), p(s) stnd gange Funkiionen von s
von endlichem (eschlecht.

2, Fiby

st
-9 = CE nft—s) = 1 ).

5. Es existieven Enbwicklungen in DIRICHLET-Reihen

. SV g SETL
¢ (s) = Z Sl = $

7 iy f
: o 1

n 8
die irgendwo konvergievenm.
Dann gst mil konstantewm ¢ wnd ¢,
P19 = fey (1 - 17 27 e, (1 (- 1 212 x
X Cs—rHtetr=1, vl =o0.

— 30 —
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§ 5. Anwendungen aul indefinite quadratische Formen.

Es sei & cine symmetrische m-reihige Matrix mit rationalen
Zahlen als Elementen und r der Spaltenvektor mit den Kompo-
nenten %, Xa, . . . %,. Den Betrag der Determinante von & be-
zeichnen wir mit S, Ferner sei ¢ & ¢ cine indefinite quadratische
Form und M (€, {) das von SizcrL! eingefiiivte Mall der Dar-
stellungen einer natiirlichen Zahl # dareh diese Form. Eine reelle
Substitution mége die Ferm ¢ S1 in

J_V! _i ____ ‘7 y-n. - f\rlﬁ LT T :5"”:
iberfithren. Unter der Voraussetzung
m=01(2), wn=1(2), t1=<wmm—1,  wm=4 (106

Jasseri sich die von SiecrL anfgestellten IMunktionalglcichungen
der Zetafunktionen

s
A

F(3,8) = S M8, 1)1+ (107)
@ |

durch clementare Umformungen anf die Gestalt

o b H HE
-~ T i — —— 1 i
R(&s)=(1 ¢ ¢ *Str(e7 5 s,
- 108
S " . <i£)
. y S ——1 M
Ry (&, 8) = Pt 8TER 4;(‘\, , )
. #it i
bringen, wenn —=——2/| und

gesetzt wird.

Um nun cinen Zusammenbang mit den Wellenfnoktionen her-
pustellen, ist eine Disjunktion nach der Restklasse von m mod 4
erforderiich,

1o — 0{4), ¢ — 0. Wir ersetzen in den allgemeinen Formeln

s durch s+ w”lmf - 1. An Stelle von GL{108) tritt dann die unk-

ttonalgleichung
(110



fer
e

1Y

()
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mit
R8s+ —
X"g(v; s ] ; )i
R T CRE RN T
r(ew . q) fomst - 1”

Bine weitere, nickt mehr hingeschriebene Funktionalgleichung
entsteht aus G, (110), indem man hierin & durch & wnd § dureh
S ersetet.

s g 9

- - . ~— B3 ¥ —
Spezicll fir " Ep=xj b — A, oA, 18U 2=

- v . . - - . - - i 1
2 and & =1, so dal anf diesen Fall Satz7 mit v — T30y

3 1 i . " .
und o — - + o angewendet werden kann, denn die fibrigen

,
Voraussetzungen von Satz 7 sind nun erfitllt, wie aus den Unter-
suchungen von SIEGEL hervorgeht.
2.me= 2(4), ¢ =1, In den Gl {(108) w. {109) evsetzen wir s
172 1 [ . ; . .
durch sty Die Funktionalgleichnngen nchmen dann die
Gostalt

an mit

B

283

L3
4
$) ( ) )
£ : N M E E @ 2
Withlen wir speziell wieder 1" ¢ = a5 v 1y, R o
. o . HE e in
so kann jetzt Satz & mit r= o o1 oo l-z angewendet
werden.

— 4] —

(111)
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Ja Hoass Masss: Antemnorphe Funkticnen.

Damit ist ein allgemeines Verfahren zur Bestimmung von
analytischen Identititen fiir die Zetalunktionen ¢ (€,3) be-
schricben.  Auf Grund der Jetzten Bemerkungen ergibt sich ins-
besomdere \

.

Satz 9. ks ser ¢S —ald-..
w02, w2, A <wsim - 1. Mid gewissen Konstanten

¢, ¢, €y 158 dann

2

Mit Hille einer Residuenbestimniung lassen sich die Koeffizienten
€6, ¢ ermitteln; dabei treten die von StReuL  eingefiihrten
Gruppenmalbie ¢ (S) auf, deren Kenntnis allerdings vorausgesetst
werden mub,

FiEr o= 04), s

(5‘ o 1)J f’ff?‘ H=2 (4), m =G,



