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Unter einer hyperabelschen Transformation § versichen wir %
simultane Substitutionen

P
( o f.,,”)., po== 1,2, ..., 1
?} é Jl 7 b ¥ H
mit reellen @7 B ™ 6% und der Determinante &V 8" — 7" = 1L
Fitlr S wiiblen wir (lm abkiirzende Bezeichuung
. o
(1 S o= ( i\}
¥ &

andd komunen fiberein, dal eine Relation swischen Grofen. die thror
Natur nach mit dem Konjugiertenindex v behaftet scin milssen, in
aleicher Welse [ir alle Konjugierten gilt, wenn der Index # nicht mit
angecehen st Unsere Forderungen beziiglich § Iauten alzo:

>4 o8 reell und wd —Fy e 1

Wir witlilen » k'_llz‘li)le'xwm‘rirw Verfinderliche «® (v = 1.2, ..., ») und
hezeichnen mit & den Bereieh
(7 SJmor >

Die hvperabelsehe Tran<formation 8 bildet T vermige
3 T
YT ook O
aunt sich ab, Bine Gruppe & von byperabelschen Transformationen st
in T dann ued nur dann diskontinuierlich, wenn & keine infinitesimalen
Trausformationen enthilt, . b, wenn ¢s in & E:_ejm\ gegen die Llentitis
konvergisrende Folge von Transformationen gibt 'y, Wenn im folgenden
von maximalen diskontinuierlichen Lm(mmzwwnz}_;;_)i,n & die lede
sefp owird, =0 isl damit gemeint, dafl § als Abbildungsgruppe [ir T
Beiner diskontinuierlichen Erweilterung mehr fAhlg ist Somi wind alse

oH Maazs - Uber Gruppen von hyperabelsohen Trapsformationen, sitmongs-
herjohte der Heldelberger Akademie der Wissenschatien, math-naturwiss, Klasse
1o 20 Abhandlung.
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iie Frage gar nicht beriihrt, ob 6 die Transformationen &, (h==1,2, .. u:,
definiert dureh

. (— 1 {1 . 1Ty
5 iy s -
() o ( 6 1)¢ i = ({) 1.) fitr v == A,

und ihre Potenzprodekie enhdlt. Wir werden bei unseren Betrachtungeen
ohne diese Transformationen auskommen. indem wir lostselzen, dal}
stets Lo >0 sein =oll, wenn @ > 0 Ist (filr alle Konjngierten von oo

He lengerer Hurerrsehe I\e‘li.)(.hligjlippﬁ M ovu einen total reellen
Luhlkdrper 7 vom Grad 7 besteht aus den Transformationen (1] mit
ganzzalligen o, .y, 0CZ umd ed- Sy = 1. Die Konjugicrten von
CPopo 6 sind nun ime gewdhnlichen Sinne der algebraischen Zahlen-
theorie zucinander konjugicrt. M ist in T diskontinuicrlich. Die Frage
naeh  den 'ii*‘ekﬂl}liitilff‘]‘“{‘,]ltﬂl Erweiterungsgruppen von M wird o
dieser Note vollstandig beantwortet, Wir bazeichnen mit H die sehon
von Hiwwrrz angepeliens Grappe der Transformationen

« i}
o 1"&) 1 i}
) S = N
¥ &

1-' m l [£1)

wobel die Zablen ¢ §, 9, 8, 0 In Z devart zn wihlen sind, dal die
oetlizientenr ven 8§ ganz algebraisch werden und ed —fp = 0> 0
gille Ba ergibt sich dann folgendes Resultat: Jede diskontinuieriiche
froedenimgsyruppe von W ist dn W oenthalten; W lst demmach die ein-
zige aicvlmale diskontinuierliche Erwellerungsgruppe von B

Die wesentlichen Begriffshbildangen vod Hilfsmitte! zum Bewels dieses
Satzes sind in Yy entwickelt worden, s sei an die Definition elner para-
bolisehen Spitze crinuert. In einer vorgelegten  diskontinuierlichey
Chrnppe & bestimme man die Untergruppe der atfinen Trassformationsn

(7 ¢ _ (ﬂ. ::C;u_i')

s ' KUY

Kommen unter diesen 2 unabhiingiee Translationen (2* = 1) wnd »- 1
hyperbolisehe Transformationen mit unabhingigen Multiplikatoren 1°
vor, ®o heifit w = foo, ..., s} parabolische Spitze von & Wir
selzen fest, dald (i\} Begriff der parabolischen Spitze gegeniiber Trans-
formationen von T in sich invariant sein soll. Die Begzeichnung Trans-
lation (4" = 1} verwenden wir gleichzeitig fitr § nud

Polgende Bemerkung wicd ans gelegentlich von Nutzen sein. Die
Transtformation

® S

sei i edner vorgelegten Transformationsgruppe G enthalten. Das ist



Uber die Frweiterangsfiibigkeit der Hilbertsehen Moduolgruppe, Y
v Booder Fall, wenn M C& st Gilt danno filr einen festen Koeffizienten
haw. fitr eine feste Yeile oder Spalte ciner beliehigen Transformation
aus G eine gewisse Aussage, 2o izt diese avch fiir alle Koelfizienten
hew. alle Zeilen und Spalten der Trapstorimationsmatrix richtig. Das
folgt im wesentiichen daraus, dabh & mit (1) aueh

TS = (_f; _z) ST = (’; M:j) rser = (50

enthitl,

Wir legen noeh folgende Bezelchnungen fest: Bs ose
feodie Tdealklassenzahl von Z,
o der Bereich der ganzen Zahlen in Z,

g == 1020 e volles H:_\}._n‘iiaﬂﬂzmteml\’ om der [dealllassen von 2.
a, werde erzeugt von den Korperzablen gl 90 dice Zabhlen ;. fi; seien
in Z derart bestimmt, daB e d; — By = 1 isl. SBehliefilich soi
£ a

g R . i i
(10 K= %05 § = ( oy

7 == VP !')f'
Mit 5 bezelehmen wir die zweite Zeile der Transformation S0 und N

verwenden wir als Normzeichen in der iblichen Weise,

Der Bewels des oben formmulierien Saizes wird nun auf eine Reihe
von Hilfssiitzen reduoziert.

Hilfesate 1. Sowd ooo= [, o0, m) ound A7 % purebolische
Spltzen einer dishontinulorlichen Transformationsgruppe G und sl

ScAB 8 = (.0

5o ist enlweder y == 0 oder |[No| > =0 wdl einer nur von 4 und
G ablidngigen posiliven Konstanten

Bewels: =0 h) 3. 18

Bilfsaatz 20 Es sei G Untergrippe  elner diskowtimdertichen
Teansformaiionsyruppe G, und o parabolische Spitze von B Tulso
awch von B MIER bewo A, bezeichnen ovir dic affiven Unlergrioppen
vorn & und G, Daan il sich der Midtipliketor 32 elner Troans-
Formations s R als Quotient? zieeier Translofionen o wnd 6 wis A
derputellon

e

e .y &
(171} AL =
) : i

"

Die Konjugierien von & shul dlgebraische Einheifen,

Beweis, Wir zelgen zunfichst die Existenz einer nur von & und
G, abhiingigen natitrlichen Zahl w derart, dafh das n-tache m o, einer
Translation ¢, aus &, eine Transiation o aus K wivd,  Dazy wihlen
wir eine Basie @, o, ..., wy (i die Translationen in A und machen
den Ansaly

it

0, — S g,,-gg.,-
i
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it ganzrationalen », und recllen E. Yu vorgegebenem positiven s

L~
lassen sieh die ganzrationalen Zahlen . ooy w0 bestinnmen, dul
O m—af<e Hr Po= 1 92 . oy

Bei klefnem & st dann mé — w0 2u sehilieBen, da G, kelne inilini-
tesimalen Translationen von dor Art s 9.~ ¢ enthilt. Da die Trans
[ationen in A, eine negliedrige Basis hesitzen, kaun die natiirliehe
Zahl e offenlar so gowithlt werden, dal generell Tiir alle g, die Trans-
lation mg, = p in A Hegt, Wenn nun

. KL N Ty VN

(12) (() J:‘)-‘ 0 ;Lj*,} ch, 2 L

dann et aneh

() ()», T (;{ g, /"._1') ('ﬂb;‘ —u A _ (} Lo, ﬁf'\)
S 0 A;!) 0 o 2_1) 0o

in Ay Ao mit 6, st anch 9, = Ala, eine Transiation in A Daraus
ergibi sich wun leicht, wie in Vondher ausgefiihet st daf die X oy
Jugierten voro A% aleehraische Binheiten darstellen. ¢ = g, und
o == nma, sind Translationen in A, so daf fo = st qoend.
r

IIillswate 8 Sind VT el wicht augleich  versclirindende
Zaliden aus o, dann glbi es eclne Transformation S, cK derart, daf
{ 14) i‘.}. e (QJU: Ou.-]? e mE o, § = gd¥ ‘0

1] Ry

<,

mit einer wur waon 4 abhingigen posifiven Konstanten x,.
Bewsis: s 1 8, 20,
Wiltscaty 4. Wenn W Unlergruppe  einer  diskontinuicrlichen
Travstorinationsgruppe 8§ ist. dawn ist Jede Trapsiorination S vus G
von der Gestall

© a
T , -l"'m ] ‘m . \ - )
(13) S o= . 5 il e oy e cZ o0,
i-'m i 43}

Uberdies gibt es vine feste o von & ablingige alyebraische Zahl u
derart, daff w S ganze alyebiraische Koelfizienten at: d. h. die Trans
formationen von § haben beschrinkte Nenner.
Beweis, Zu einer Transformation
5 = ( “ !{) cBG
Yo

hestiminen wiv 9% 8 co derart, daf

i?:é: @ e [-_=} < ‘\,':;_ ., §%) == (_(-.’.. 0y,
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KK

Nuch Hilfssatz 3 gibt e el"-um eine ’J‘l‘:fflli‘.fm"m‘win}} 5 = S;Lck

i

(chMy mit S, = (3,.0,). 0 daf S, 8 = (pu+0,c,%) ist mit
Nty o4-0,0] = {No] |N(y (.'.—‘-—r)*(')]\/\x

s

Zufolge Hili

1 isf dann p,u--d, ¢ = 0 oder aneh

@ == r. ¢=pr mit «yc7

Aui Grond einer eingangs gemachten Bewerkung kdnnen  wir nun
sehlicBen, dufd
) wr o gy g
§ = | f_J:(\ ’-)
o

35 Fr oy

i=xt. wohei die Zablen o, 8, p. 0. @, 5. 7.8 in % Legen, Sind die Koeff-
zienten einer Zeile von S beide von 0 verschioden, so folet S=pr, w7,
so dab wir v = s annehmen kinnew.  Die Determinantenrelafion
ad - be = 1 zicht dann

1

P ! mit w o= gd -y >0
fi

tach sich, Es BWleibt noeh h=c =10 und # = ¢ = 0 zu dickulieren,
Wir ditrfen uns offenbar aul Jew ersten Pl besehrinken. of sl dann
der Multiplikator einer affizen Trawsformation und als soleher nach
Y= _I isf, Ter
[ea Fo
erste Teil des Hilfssatzes ist dammit bowiesen,
Wir withlen nun eine feste Transformation ;8 o lerart, daf

Hilfssutz 2 cine EBinheit o in 2, so dafi ¢ =

i v - uc #
(14) Nildi = (O s.u'l)
Mit
17 5.8 = 808 (’7”
wird
A’ e
L{-t: N
(1&) T LS =1 v b
0 ';’

aud diese Translormation llegt in G Wilfssalz 2 hesagt dann, dal
iz . V- it in 7
. == & gine [inhelt in 7 ist, Ans

il‘tt‘

(19) ("-’ ) w [0S (1 ule )

ersehen wir schlieBlich, dafl o, ¢ Desehrinkte Nenner habon; denn
fiir 7 kowunen bdchstens /-Werte in Frage. Da die Besehrviinkrheit
der Nenner auvch [ir b, ausgesprochen werden kann, ist Hilfssatz 4
bewiesen.
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Hitfesatz 5. Sel M Untergruppe einer Transformationsgruppe B
Die RKoefficienten der Transforivetionen aus G ndgen in ¥ legen wnd
beschrdnkie Nenner haben, dann st M = 4.

Bewoeis, Es werde angenommen, daid 6 eine Transformation

s=(5 )

mit gebrochenen Roelffizienten enthill.  Darsus st ein Widersprueh
abzuieiten. ks hedeutet keine Einschrinkung der Allgemeinheit, wenn
wir voraussetzen, dall e ein gewisses Primideal poin einer negutiven
Vielfachhelt e, enthilt wnd dafh die Viellachheiten ey, e, ¢p, mit denen
gin gy d ch j\_ mindestens so grof sind wie e

Indem wir § dureh

B VA ) S B Bt ea Vo fuE g
{_@ ]__)b(ﬂ (1)) o (y g O pdA ﬁ; - (4@6) o (})’? ()‘151)

ersetzen, kann dorel geeignete Wabl von g, o Co in jedem Falle or-
reicht werden, daf

B = Ouv, G L€, By e, Fy I P

Wir wollen demnach avnchmen, daly bereits
fa <@g, g, il gy =y
eilt, und erkennen dann, duld die Nenner der Kooffizienten von
S" - ot bheztiglich p onieht uwcln”‘-inl;t gind. Das st mit den Voraus
sefzungen fiir 6 nicht vertviiglieh, g, e d.
Hilfasatz 6. Sei M U N/é’i_(/lh‘}}j)(? einer diskontinuieriichen Trans-
formationsgroppe B, donn ist M Normedieiler con G

Bewels Sei Sc@ L oW Noch Hilfssatz 4 legen die Koellizienten
Transformation SL5™ i Z0 Die ’[‘r:sznm'}*Ll‘mnvn der nus SL 8™
and M erzengten Groppe G, haben beschriimkte Nenner, da & in 8

Hegt und die Anssage fiir & zuivilit. Nach 1 Hkml t2 5 ixt dann &,
A'Ew SLETCOM,
Vilissatz 7. Sei B Normalteiler einer Transformationsyrappe G,
f_[r_mn ist & in W eathalten.
Beweis, Sel
s = b)(_&
e o

w0 dafh )

o AT B Lo e at
(20 S( ST e ( s )
L= 0 1_} L — Peoar, ¢

also wo. fcoist. Da ¢ vor den :nuif--‘r(‘ﬂ Kueffizienten nichl ansge-
geichnet ist, ergibt sich, dali alle Roeftizienten von S gunz algebraisel

M,
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sind. Uberdios st ans analogen Grinden auch deoco, und aus ac.de

—be. b = ¢ ersehen wir, daB beco ist. Mithin liegen dic Zahlen
o=, f=ho, py =70 =dcund & = ¢ in o, so dal unter
der unwesentlichen Voraussetzung ¢ == 10
« i
. lﬂ} 1:"}1)
5 = . jcH
¥ d
'l:"‘m !'Jm

vl schlieBen ist, . e, d.

Nate. Sel 8 Untergruppe einer diskontinderlichen Transformations-
gruppe G Danpe ist
2D WcboH,

H ist die macimale diskontimderliche rweiterunysyruppe von M.
Faltorgruppe WM ist dsomorpl der Gruppe der singuliiren toiul
positiven Zahlverbdude in Z. Die Grednung der Faktorgruppe ist

(23) (Hi M) == 2%

wobel e die zu 2 gehirige Busiszald der engeren Idealklusses
wor 4 ist

Beweis. GCH ergibt sich sofort aus den Hilfssitzen 6 uond 7.
Lwischen den Restklussen S mod M der Fakiorgruppe H/M und den
e owo gehbvigen Zahlverbinden besteht zufolge (6) offenbar cine ein-
eindeutige isomorphe Bezichung,  Aus (§) ergibt sich aueh die Ldeal-
elejchung o = (a, @) = ([;‘u:) Voalso ist o = a® cine singulire fotal
positive Zahl. Die oben angegebene Ordoung der Faltorgruppe H/M
wird aus bekannten Relationen dev algebralschen Zahleniheorie cvmittelt.

Nach elner Bemerkung von Herrn Prrenssoy hat Herr Heckn cinen
(unverdffentlichten) Beweis dafitv erbracht, dafl die rationale Moedul
gruppe nieht erwelterungs{ihiz ist. Herr Pereresox hat als erster die
Frage nach der Erweiternngstiihigkeil von Grenzkreispruppen in voller
Allgemeinheit aufgeworfen und sie fir eine umfangreiche Klasse von der-
artigen Gruppen mit clementar-arithmetizschen Methoden beantwortet®),

LT e

B H. Prrmssor, Uber dic eindectige Bestimmung und die Brweiternngstibiokeit
vou gewissen Grimekreisgruppen, Hamburger Ablandlungen 12 (1938), 5. 180199,

(Bhageganpen am L Oktober 1944



