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Quadratische Formen iiber guadratischen Kérpern.
Von -

. MaaB in Heidelberg.

s sel K ein total reeller algebraischer Zahlkorper, I der Bereich
der ganzen Zahlen in K. Eine quadratische Form lber X
k3 )
(1). 7 =, QE__%:;E;‘EA- (w = o, CL)
heifit gerade und positiv, wenu fir bel mbwe nicht simtlich wver-
schwindende £,C/

(2} Cw=0(2) and v 0.
Es wird hier nur von solchen pumtwm geraden Formen (1) die Rede
sein, dersn Determinante sine linheil & ist:
() le) = e
Quadratische Formen, welche darch elne unimodulare lineare Trans-
formation der Variablen wit Koeffizienten aus [ ineinander ithergefiihrt
werden konnen, werden dquivalent genannt. Fine nicht erweiterungs-
fihige Menge von untereinander dquivalenten Pormen heilit eine Klasse.
Im rtationalen Zahlkdrper R sind folgende Sitze bekanut., EKine
positive gerads Form von # Variablen mit der Deferminante 1 exisliert
damn und nur dawn, wenn = 0(8)., Mivkowsst ') hat als erster eine
golche Form von 8 Variablen angegeben, Nach Mowrpeii®} gibt es nur
eine Klasse von geraden Formen zu ¢ = 8, nach Wirr? genan zwel
Kiussen zu n = 16, Analoge Sitzo xmd auch filr den guadratischen
Karper R(Y5 ) bewiesen worden?). Fiir diesen Korper luntet das Exi-
stenzkriterium: 2= 0(4), ¢ == Quadrat einer Einheit. Zun n = 4 gibt
of gensu eine Formenklasse, zn 7 = 8§ genau awel
In der vorliegenden Arbeit wird fiir ainen heliehigen quddmtm hen

Korper K == R(\/(z) (¢ quadratfreie natiirliche Zahl) die Frage be-
antwortet, wann es eine positive gerade Form Uber Ri_\/fz) Von %
1y L Misgowsgn Gesammelte Ablandlupgen 1(1911).
% L. J. MorpzLe, The definite quadratic forme in eight variables with deter-
minant umity, Jowrnal de i\;'i'.Lthf‘mafiqm‘a‘ pures et appligndes 17 (1938), 8. 1346,
3 B Wrpr, Tine Ientitit zwiselice Modulformen zweiten Grades, Abbandl
AUS d. Math, Seminar d. Hansischen Universitit 14 (1641, 8, 525—837.
3 L Maags, Modulformen und quadratische Formen Ober dem guadratischen
Ll xlknr ser B ()5 7 ), Math, Annalen 118 (1941), 8. 65—84.
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Variablen mit der Determinante & gibt. Es zeigt sich, daf eine solche
Ferm dann und nur dann existiert, wenn

el

(4) sp0;n=0(2), (~1)¥e=a*(4), L

Dartiber hinaps st es in den Fillen a$ 1(8) stets moglich, gerade
Formen unter der Voraussetzung (4) nach einem Verfahren von Wrrr %)
wu konstruieren, welehem folgender Gedanke zugrunde liegt, Im Ratio-
nalen entsprieht jeder Kiasse positiver Formen von % Variablen nach
Mivgowssi D) ein w-dimensionales Raumgitter, Solche Haumgitter lassen
sich iihersichtlich durch lineare Kongruenzen definieren und stellen
damit ein ausgereichnetes Iilfsmittel dar, die arithmetischen REigen-
sehaften quadratischer Formen zu studieren. Bei dem Versuch, gerade
Formen tiver B (Vo) {a%1(8)) aunf die angegebene Art zu konstruicren,
bin ich in Anlehnung an die Wiresche Unfersuchung auf folgendes
System von Kongruenzen in R{Ya) getithrt worden:
[{5’) r=00" (= 1,2,...,%),

e, (1) (b= 1,2,...,n—1},

I (5" Lzlmk + z,=0 (p)-

[

Dabei ist p das Primideal, welches 2 teilt, und

{6 Vaw, wenn a=5(8), n=4,6(8),

o, == : ) l
! -« sonst.

@ ist aus (4) zu entnehmen. Zur Bestimmung von « ist im Falle ¢ =5 (8)

noch ein Zusatz notig.  Aus dem Bestehen der swelten Kongruenz

unter (4) kann unter der Voraussetzung a=5(8) gefolgert werden,

dal auch

(7) (—1)% s= o (8), a*C1

loshar igt, BEs goll dann « = oF angenommen werden.
- Im einzelnen wird nun folgendes bewiesen: Die Menge der Losungs-
vektoren

AL = {9317 g eens IN}
des Systems {5) stellt einen [-Modul M mit n-gliedriger Dagis, etwa
L{l = 1,2,.... %), dar:
{8) M= Iy +1p+ 41
Das ist eine nicht-triviale Aussage, wenn die Idealklassenzahl von
R(Ja) groBer als 1 ist. Wir iiben auf jeden Vektor yCM die Abbildung
(9 T= &, &0y = ‘\{\"En sy Ty ;{tn\l/.&‘ }
aus. Dabei gehe Iy, und M in

(10) N == Iy, v 1y +:+ e
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iiber. Es ist nun leicht zu sehen, dai =0(2) 1ir yCN und folglich
py* o= H{(y+y*F -yt —y* y=0(1) tir y,p*CHN,
Die guadratische Form

u

ki “ n
(1) (D0g) = 3 whs,

=Y k=1
die wir kurz mit £ bezeiehnen, ist daber gerade und positiv wnd hat
bet geeigneter Normisrung der Basisvektoren ), die Determinanie
(12) 19:9:] = |e ! == &.

g, sei eine Urnndeinheit von h’(\/a) Da in der Klasse von & immer
ein Reprisentant mit der Determinante 1 oder g, aufgelunden werden
kann, s0 bedeutet es keine Eiﬁsc}n':‘inlu%ng, wenn im folgenden ¢ =1
oder s, angenommen wird.

Die Vektoren aCN, fiir welche a* — 2 oder 24, fassen wir zu
einem Vektordingramm L zusammen. Die Kenntnis von I st an sich
von Interesse, darliber hinaus aler auch zur Bestimmung der Auto-
morphismengruppe von £ buw. N?) und zur Beantwortung der Frage
von Nuftzen, wann Jig Formen £ und &I Aquivalent sind. Die f‘u:m—
morphismengruppe & von N Dbesteht auns den orthogonalen Trans-
formationen von N in sich: unter diesem kommen insbesondere die
Spiegelungen an den Normalebenen zu den Vektoren aCL vor, wie
aus der Darstellung einer solehen Spiegelung
{12) g—-y—e"(avja, o = 2" allL
unmittelbar hervorgeht. & enthilt also die zu L gehirige Spiegelungs-
gruppe &, -die ans simtlichen Spisgelungen {13) erzeugt wird, Die
nickt in & gelegenen Automorphismen von N konnea nun auf Grund
der von Wit angegebenen Resultate iber Spiegelungsgruppen®) von
Fall zu Fall leicht berechnot werden. Zur Agquivalenz der Formen £
und &£ ist offenbar notwendig, daB £ gleich viele Vektoren der
Lingén V2 und V2e, enthilt. Das ist der Fall, wenn

po=3 &= g oder
(14) po= 2, =1 § = 2g oder
n =4, &=1, = 2¢ ({CI).

Diese Bedingungen sind aber aueh hinrveichend tir die Aquivalenz der
Formen. Es verdient nceh hervorgelioben zu werden, dal 2&, durch 8

dann und nur dapn darvgestellt wird, wenn entweder £ — 2, oder
a=56{8),n = 2,8 = ¢, ' =

Der Ausschluf der Korper R{Va) mit ¢=1(8) scheint eine not-
wendige MaBinahme zu sein. Fs kann nimlich passieven, dall iiber
diesen Kdrpern keine positiven geraden Formen von » Variablen mit

} 5o Warn, Bpiegelungsgrappen und Aufziihilong halbsinfacher Lisscher Ringe,
Abl a(mdl. aus & Math., Seminar 4. Hansisehen Universitity 14 (1941), 8, 280322,
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der Determinante ¢ durch Kongruenzen mach beliebigen Idealmoduln
zu definieren sind, obgleich die fiir die Existenz bhinreichender Be-
dingungen (4) erfiilli sind. Dieser Fall legt z. B. vor im Korper r{y33)
fHir =2, ¢ = ¢ = 23+ 4V/33, wie auf Grund bekannter arith-
metischer Sitze leicht festgestellt wird.
Wenn 7= 0(8}, so wird durch das System

v

13

(15) =004, n=20) (= 1,2,,,.,?*z),izl:rié{}{ﬂ)

eine Klasse von positiven geraden Formen definiert, welehe nach Wit ?)
ginen rationalen Reprisentanten £ mit der Determinante 1 enthilt.
Fir a=2,3(4) ist diese Formenklasse verschieden von der Formen-
klasse zu £ (mit & = 1, ¢, = 1), da die zugehdrigen Automorphizmen-
oruppen verschiedene Ordnungen haben. Die Formen £ und & 0 hiiben
offenbar dieselben Automorphismengruppen, was auch filr £F und ¢ 8F
gilt, ©F und & Q% gehdren verschiedenen Klagsen an, da 2, aber nicht
2 ¢, durch OF dargestellt wird. Infolgedessen reprisentieren die Fermen

Qy &k, 0% €, 07 (1’2 =} (‘Q): ¢ == a = 1

vier verschiedene Klassen tber R{V¢), wenn a=2,3(4).

§1.-

+

Das Existenzkriterinm, Konstruktion von Formen.

Sei {¢,) das Koeffizientenschema einer gegebencn pusitiven geraden
Torm iiher B (Ve ) mit der Determinante ¢, Dann 186t sich eine ganz-
zablige Matrix U mit” der Determinante 1 und Kaetizienten aus [ der-
art bestimmen, daB U'(w,) U ciner Késtehenmatrix

( 5; 7y

7.9,
(16} By
’ ¥ tyn

mod 4 kongruent ist. AuBerhalb der guadratischen zweireihigen Kist-
ehen stehen Nullen, und die Diagonalelemente f,;,d; sind similich dureh
9 teitbar. Die Transformation der Mairix (e} mod 4 auf eine Matrix
vom Typus (16} kann so vorgemommen werden, daf man zunichst
die ersten beiden Zeilen und Spalten von (e) reduziert, darvaul die
nichsten beiden usf, Aug dem Verfzhren geht hervor, dafl die Variablen-
zahl n notwendig gerade ist. Determinantenbildung erpibt dann
#

2 2
2

g = |ap{=TT )= {=1)

[
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Damit ist gezeigt, dal die Bedingungen (4) fiir die Existenz der Formen
notwendig sind. Wir nehmen jetzt wingekehrt an, dad die Bedingungen {4)
erfiillt sind und beweisen daraus die Existenz einer zugehdrigen posi-
tiven geraden Form. Offenbar konnen wir ung auf » = 2 und 4 be-
schrinken, da man sich durch Komposition dieser speziellen Formen
solche von beliebiger zullissiger Variablenzahl # verschatfen kann,
- 1.on = 2. Da —e=c{4), s0 kann § ganzzahlig aus 48 == " L&
bestimamt werden. Dic-Form mit deh Ixoe.if;mentez}
2 w

(17) (oc Eﬁ)
hat dic gewiinschte Eigenschaft.

2. 5 =4, Fiir das Koeffizientensehema der gesnehten Form machen
wir den Ansatz

. 2 1 0 0
‘ ro2g 0
b 0 u 2
Darin soll § so bestimmt werden, dall
(19) 4p—1 = g
eine Primzahl wird. Da [d] = ¢(4d—do*) — 4%, so ist also
20 dgd = 4"+ g+

ru fordern. Wenn (19) und (20) befriedigt sind, ist die 2u A gehirige
Form-liberdies positiv, da - ' ‘ ‘

PO 2 1 0 &
R 2 I
qogp| =% L 28 y | = e
- 0y 20,

total ‘positive Zahlen sind. Die Bedingungen {(19) und (20} sind zur
Definition von § und 6 geeignet, wenn
(21 gz=—104), 49y°+e=0(g), &=a'(4).
e letzte der drei Kongruenzen kann nach Voraussetzung als erfilllt
angesehen werden. Die Primzahl ¢ sei nun so bestimmt, dad
(22) () = —‘) = —1 . und s=1(g)

' J 1 (o).
Die erste Kongruenz von (21) ist dann befriedigt; auficrdem bleibé
das Tdeal (g) in Z(Va) unzerlegt, ist also ein Primideal g. Ls brancht
dann nur noch gezeigt zu werden, dafl —e quadratischer Rest mod g
ist oder damit gleichwertig, dal g im Kirper ib(\/ii’ V—¢) vollst tandig

zerfillt. B{(Va,V—2) enthilt die imaginir qumhat]%heﬁ Korper R(YD)

----- i
il R(Vab) wohel Vb = \/—ws o —\;— =, In cinem dieser Korper zer-
—F
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fhllt das Ideal (g), da die Resteymbole ( Z) und ((};’) versehiedene
Werte haben (gf6 izt dureh e£1(g) ausgeschiossen). g = {(¢) mull
alse auch in R{\o,V-—&) zerfallen, q.e.d. Wir formulieren das -
gebnis in ' *

Satz 1. Notwendig und hinrveichend fir die Eristenz ciner positiven
geraden Form diber R (\/a} von n Varioblen it der Deterininante &
gind die Forderungen (4).

Wir stellen nun eine Reihe von Sitzen zusammen, die ihrer Nafur
nach elementar aber im Zusammenhang mit den hier bebandelten
IPragen von Intercsse sind. Um eine kurze Ausdrucksweize anzustreben,
verwenden wir folgends Termini. KEine zu 2 prime Zahl ans I heilit
primir bzw. hyperprimir, wenn sie quadratischer Rest mod 4 bzw.
mod 8 ist. Mit Ne(«CR{/e)) bezeichnen wir die Norm von e.

Satz 2: Die Zahl — 1 ist in Ra) dunn und nur dann primér,
wenn o= 3(4). :

Satz 3. In R(Va) mit a=3(4) sei ¢, (und damit auch — &) primdr;
dann ist das Primideal b, welches 8 {eilt, kein Hoawptideal.

Satz 4. In R (\/ a) mit =1 (4) ist eine der beiden Grundeinhellon
&, und —eg, dann und nur denn primdr, wenn N, = 1.

Satz 6. Wenn in R(Va) mit a=5(8) eine der Elnheiten 5, und — ¢,
primdr m‘, dann ist dieselbe auch hyperprimin.

Dier Bewels von Satz 2 dari ithergangen werden. Salz 3 ergibt

sich aus folgender Bemerkung: Wenn {2) = p% 9 — ({). 8o izt etwa
£ == 2¢, und davn & = 2ya{d), also 5, = Va2, Ve ist aber kein

gquadratischer Rest mod 2. Zum Beweis der ]etzien beiden Sitze wihlt
man zweckmiiBip in 7 Tolgende Minimalbasis:

L4y _—
+ \/” ﬂi;. == :)\,/,6,6,

1 2 > 2
Sei nun &, — ww, -+ Ve, ¢ =0, +yo,. Die Kongracnz tg, =t (27
bedeuted ﬂdnu
-+ — € o 3
Tu= A 1x—y) ") (g _
o=y lle—y)?

Man diberzeugt sich leicht von der Auflosbarkeit dieses Systems in
den Fillen ¢ = 1(8), m == 2 und ¢ = 5{8), wm = 3 unter der Voraus-
gsetzung Ne, == ywv— (v — ) == 1

Wir befassen uns nun mit dem Kengruenzensystem (5}

Sate 6. Der fir ask L(8) durch das System (5) oben erkidrte I-Modul
M hat Jolgende Figen ‘?i”f&(lff(iﬂ: '

1 Far g ON st y' = 0(2).

Es gibt in N eine 1-Busis 9,,%,. ..., Y, derart, daffi die mit

den Vekioren vy, gebildete Determinante den Wert Ve hat.
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N definiert alst eine Klasse von pmn‘wmz geraden Formen, welche
durch die Form _
(23) R 2;.} ll}é I,]k ;i g?s

L=

mit der Determinante & reprasentiort wird.
Bewegis. 1. Aus (") und (5) folgt

g = e d,cby L= 1,200 -1), 501,
Fe |
- . )
3= —ne ),
L=

also -

h—1 | 3
= .1_5 mf T & ‘/r:a = [_(?&_ 1) (}5? - E-! ﬂ"‘fﬁ,i 2 %y ‘/’?’n ElyL ( 21?3)
= im= i— o

i(n——l)tx +ejat—2nel el Fatelal = n—1)ul sz,
Auf Grund der Vorzmssetzung {4} und unserer Festsstzung (8) «, be-
treffend ergibt sich nun y* = 0(2}.
2. In R(ya) sollen Zahlen f, ¥, 7, so bestimmt werden;, dal die
n Velktoren

I

1, —1, 0, ...,0, 0, 0},
0, =1, 1, ...,0, 0, 0},

i
Zy

|

S,

Loy == :’“1 U: 0* . [ —Ej 11 U }3
L = {0, 0, .0 1, —f},
L, = {?n‘”?"n?:a“‘a"‘?;a?’n Tz}

Losungsvektoren des Systems (5) darstellen, und die aus ibnen ge-
L]

pildete Determinante den Wert (—1)% hat. BEs sind also folgende Be-
dingungen zu belfriedigen:

_ F=0), v,=007 n=00")
(25) | l1—af=0{p ), viFey, = 0(p),

ylﬁ """ -1
Die letzte Gleichung benutzen wir zur Definition von y,. Fir 8 und .
verbleiben die Forderungen:
8 E‘O(l}a o= O(pw)n .

1=, f=00), 7nl—-cp = e ﬂ
die ersichtlich erfiilll werden konnen. Es ist nun leicht zu sehen, dab
die Vektoren (24) eine Basis {iir den Losungsmodul M bilden. Setzen
- owir fiir pCM:

(26)

:ﬂ
- 24 ‘S.@gia
t=1



240 11 Maaf,

s0 ist zu beweisen, dall die Koolfizienten £ in 7 liegen. Fiir die Kom-
ponen{en #;, von ¢ folgt zunfichst :

$-— 1
\1 T%ﬁ A4 = ‘E‘F!-)

zf i

also nach (3") und (25)
o= (e ff—La, =0 (1)

Der Vektor 1% = p — & = {af, #¥, ..., 25} liegt demnach in # und
tiir- seine Komponenten besteht die Beziehung

n—1 5

alftal — 0

==

Nach (25) und (3) ist-nun zu schlielien, dai
a—1 72— 1 )
Iy = (.Z T, —;‘cn'}z;) A= (Ej:ﬁg—i— calrc,,,) mp=00).
=} im= 1

Zufolge (5") ist dann auch 2f = 0(1), und y* kann somit als ganz-
zahlige Linearkombination der Vektoren x,,1,, ..., £, bestimmt werden
Damit ist die Basiseigenschaft der yp, fiir M 1JLW1€‘E»€‘11 Die zu den
Vektoren g; nach (9) berechneten Bildvektoren y, h@bcﬂ die in Satz &
formulierten Eigenschalften, . e. d.

Es ist ibrigens leicht zu beweisen, daB die im Kérper zu (23)
Lkonjugierte guadratisehe Form in derselben Formenklasse liegs,

In den nun folgenden Paragraphen beschriinkeén wir uns aufe =1
und . M und B woerden als Norm- und Spurzeichen in R(Va) ver
wendet. Die zu einer Korperzahl & konjugierte bezeichnen wir mit &

§ 2.
Berechnnng des Vektordingramms L fiir a = 5(8).
Wir wihlen in R(Ya) fiiv ¢ = 5(8) die feste Minimalbasis

(z = 2=l = 1)

und hezeichnen mit e, e,, ..., ¢x die Einheitsvektoren des n-dimen-
sionalen Raumes, Ein Losungsvektor

(27} Lo, =

. n
{28) o= da, @, ..., @n} S xe,
iz=1

4=
des Hystems (5) gestattet dann die Darstellung
) B == e, + e,
mit rationaten Vekioren
o= Loy, o Uy = WE b ey,

(?{'}) [ " . B
U === lwi‘) oy vy ’i-’nj = ’1’ VuCan
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Aus (29) folgt

(31) g W iu—v) o, +[0* 4+ 11 —0)To,
(42} Ny = (o —71{u-—0)*f +e’v’ — (uo)’],
und fliir y == {:t‘,, ey s TN E } wilt éih:nlr-ich
(33) = wio, + 0o, by Ve e,
{(34) g == [u 4 (¥ 0¥ e, 4 [ 4 (0 — )] w, -+ 2y 8,
N I}ﬁ p— [u:}: D:&: . Z(u;gz — D:E;)E}ﬂ + a iu:{:i n:i:i o (u:e: bw}‘&j
£3 —1
{'0'3) 4 [t 0 — E‘(Uﬁ - '?791,)2l2 1 S ( > W Sf) 5
. i=1
(3{}}} S U‘& — u:g—_ﬁ + U:;-.‘«Z + 2 I (n-.;..- o B:;:)w _}_ S 7;:?
Wir behandeln nun nacheinander die Tille & = 1 und &. _
1. e = 1. Esist dann y = 1, = = 0(d), ¢« = 1, &, = «(2), und
damit geht (3") dber in @, = (1) fr @ =1, 2, ..., % Die Kom-

ponenten von u und ehenso die von v sind also durchwoeg ganz- oder
halbzahlig, so dab wegen n = 0(4) die Kongruenzen

(87) W= = 0(1), ub=0()
Destehen.

11. Wir beweisen zuniichst, dal 2, durch £ nicht dargestellt wird.
Dus ist riehtig fiir ¢ = 5, 13, da in diesen heiden Korpern Mg, == 1,
a0 daB wir @ = 21 voraussetzen kimnen. Wir nehmen N == 4 an.

Aus (32) folgt dann nach einer im folgenden hiufig anzuwendenden
SehluBweise die lineare Abhingiglkeit der Vektoren w und b, Das ist
ein Lrgebnis der Cavony-Scawarzschen Ungleichung, die in der zweiten
gekigen Klammer aunf der rechten Seite von (82) wirksam wird; dabel
ist zu beachten, dai dieser Klammerausdruck zufolge {(37) hochstens
den Nenner 4 hat. - Wir entaehmen aus (32) weiter, dall u==0 und
"= 0 und schiicfen nun: '

B = — U, {;‘) 5) e 1: §>0

sowie nach (32):

u? . ; 4w
?{sr—I{.s_'r)i = & 2

- ) . . : . 1. e
Der Klammerausdruek ist nicht dureh 2 teilbar; 5 it nach {37)

2 2

. . i o P i a g
ganzzahlig, also ist -5 = 0(2), wnd aus ¥ = e {506, -+ rw{.z)“ folgt
3 o A :
¥ = 2", q oeod.

Wir bestimmen nun die Lisungen von

12, ¢* == 2. Die Gleichung (31) zerfillt in das rationale System
w+iu—-ut = 2,
pi 4l {u—~ ) = 2.
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Wenn u ==, dann ist nofwendig 1 = v* = 1, | = 1, (u—1v)* =1
g 3 3

aiso g == 5 1ub = §. Da entweder u oder v halbzahlig ist, so ist
= ¥ = 1 nur mit # = 4 vertriiglich und es Lommcn fe%genda
Vekt(}lm als L(mmnen in Frage (5, = L 1)
i :
[ n = 6¢ =% e |ut=143g¢
k== . fomm 3
4 ’ 4
b= 4 2 6e 0 o= e, v = 2 Ge e
E=1 k=1 ) ’

Die Bedingungen, die sich aus dem System (5) ergeben, sind am
besten zu iiberschen, wenn man das Sysiem (5) auf u und v umsechreibt

(e, — Ya):

w,=001), w=4%2u (1),
(38) fiir » = 4(8).
2

fe=1

2
( = 0&), w=1} ;i(?"fa o) (1)
Es ergeben sich dann folgende Losungsvéktoren

345 16 A ‘
i \/ B —\/ - 2 5.6, lj 6, = 1,
- e

o 3 /5 1 E . ' ) ” '
(39) ?iiqu) Gi+——!ﬂ4-‘ . 2oae, [[6 = —11fire=5 n=4
N

4
5 ; -
BT .€Z--§“._.-“ _.q‘ﬁfaek:ﬂ 1_[ 6.? =1
.- 23{; - § E=1

Es bleibt noch # = b zu diskutieren. In diesem Fall ist 1° = v’ = 2.
Halbzahlige Losungen liegen nur fiir # == 8 vor; es ist dann o, == 1,
und die Losungsvektoren. lauten

(40)

& 8
%’LE 0 8 s r{ g, =1 fir »n =8

Die ganzzahligen L()b%]?l”’(‘il haben die (”ewtctlt
(41) te te, i<k

2. ¢ = s;. BEs handelt sich um die Korper R(Va) mit Ng, = 1,
also igt ¢ = 21 oder ¢ =69 und entsprecliend { = 5 oder /= 17,
Nach (3" sind die Komponenten von ¥ und cE;Ln,su die vo;“; p* durch-
weg ganz- oder halbzablig, , ‘

21. v’ = 2. Der Fall w* =£p* liegt zufolge (36) nur vor, wenn
f= 0, (W¥—p*)" = 1, also n = 2. Fir ¢ = 21 ist ¢, = 3@, + 20,
und — g, = o) (8). Aus der Spurrelation (36) ergibt sich dann. v, = 0,

G . I
v, = o{ler #, == -, v, = 0, Dazu berechnet man nach (34} die
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Komponenie &, = ‘2“ bzw. 7, — & . In heiden Fillen mrd (5} be-

friedigt, wenn ¢,d, = — 1. Wir m‘halten vier Lisungsvektorén:
i%’(1_’91 [/o—[—\/)i ) .

(42 i/, /i - fiir @ =21, n = 2.
()

Wenn u¥ == p* so igf nach (‘%-4-) 2 = u¥ - als . Flir halbzahliges u*

-8t zu sehiieBen, dafl o, = 1w, = -3~ fiir i <n und daher L i g —7f— == s

Ek: kommen also nur fii{, Vd]ulbi@lud&]hzl n == 2,4, {1 1n I*mgo‘ fi‘:r

dann kdnnen wir uns &, = { gewéihlt denken, M ay = -

n—1 .
man zufolge (57) dw Bedingung >} 0, = (n— 1) d,sgn {(4), aus der
. P

gich folpende Ldsungsvektoren ergeben:
L ’ [f no== 2,40,
a—

(43} (2684 ﬁn\/pe,,), j‘[@ = sgntip = H—n,
lé == ps, (o, = §).

Fiir - gangzahliges u® st notwendig z, = 0. Man erhilt damit dis
Lisungsvektoren _
(44) +ete,i<h<n

22, )t = 2s,. Wir beweiten zunichst, dall #* und b* linear ab-

“hiingig sind. - Aus der Unabhingigheit der Vektoren wiirde ndmlieh
nach (35) folgen, daB ¢ = 21 und u® v* beide halbzahlig wiiren. (36)
" orgibi dann einen Widerspruch., Nach (34) ist
Lz = V2, () =v2.

Fir irrationales #, woerden diese Ungleichungen nur befriedigt, wenn
“g = 21 und

6, 1-4yel 6, P—y21
£y = 5 1 9\/ oder ay == -0~ 9\/ e
Im ersten Fall resultiert aus (86) u¥ = v, ¥ = I, #» 2, also
1, N " g T o 3
&, == . 6,6, = 1 wird durch (5”) gefordert. Im zweiten Fall ist

(34) dquivalenl it
. EI:‘::Z "E"" 5 (u:é: — b:i:}zﬁ

1; = bi?tz,,t, 5 (uai: — bv!:)‘é‘
Aus diesem System ist zu ersehen, daB v¥ v* nicht beide halbzahlig,
dann aber, dal u* halbzahlig und v* ganzzahlig sind. Man erhiilt so-
mit (uF—v¥)® = 1, v* = 1, 0¥ = ¢, also » = 2 und », = }6,

(=251
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v, = 0. Wic oben ist awch hier 6,6, = 1. Die vier Lésungsvektoren
lauten:

(a5) - o ' Cfiir == 21, g2
{54 ’i I—y/21 .) 21 .
_‘i:,g ( " I—‘} .......... gl_%__... Ev 1 +\/ - eﬁ

Wir diskutieren den Fall rationaler w,. Die lineare Abhiingigkeit von
¥ und v¥ besagt, dah
W= s, 0¥ = orw, (rs) = 1, i
“und fihut diber (34) zu '
2e, = W (sw, +rw) +uls,. _
Mit 7. wiren auch v¥, v¥ und damijt w ganzzahlig, da der Nenner ven
0 sowobl v als auwch s teilen wiirde. Das fithet zu einem Widerspruch
mit der letzten Gleichung. Mogliche halbzahlige Werte von , sind -

5

@, . " " s 9 oy R
Py == - Da 210 ganzzahliy ist, go folgt aus 7&, = (2w)°8, £ = so,+

; Gy 5 - .
+ray, dall w == e, i<n, also o= 2 und § = Ts. Wic bei

der Herleitung von (43) ergeben sich jetzt die Losungsvektoren

- _ fir n = 2,
(46) Yo (6, VT e, +6,0), 0,0, = —sgut e — 75, 1

{ &,

1:@

e Vektordiagramme L sind im ullo‘cmoinrﬂn irreduzibel, d. bt nicht
in zwei zu einander orthogonale © Teilmengen zerleghar, 1111(1 slimmen
bis auf eine Aimlmhkwtbtmnwémﬂmi10;1 mit den von Wrrr®) aufge-
stellten Diagrammen iberein. Wir behalten fir diese die Wirrsel 16
Lezmehnunw Ax, BE, ... bel Die Relation L~ L% bedeute die Alnlichy,

keit der Dm ramme L und L¥. Zusammenfassend stellen wir dann fest:
&
-

Satw 7y Fir a = B5(8) selet sich L aus folgenden Vektoren wu-
SEHITER ! ' '

Le=1, n—4, a=75 (39) + (41) o~ G
2.6=1, n= 8§ (40} + (41) m~ E¥
J.o8==5,, n=2 a=21 (42) 4 (48) + {45) + (46) ~o D% (1< 1)
doe=s,n=2 a>21, 5= Te,; (43)+ (46) C e~ DEBed)
B.oe= g, n—=4, F=>5s: (43) + (44) ~ A% .
G e=2s,, n===8 =3¢, {48} + (44) r ¥
Toe=1 in allen fibrigen Fillen: (41) ~ B
Bob=1z , » . (44 ~ BE

(abei ist B¥ leer, Byew D% (A = 1), Bf ~u A7),
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Die Zahl 2 wird durch die Form O entsprechend den acht Fillen
120, 240, 6, 2, 20, 72, 2n(n— 1), 2(n—1) (n—2} mal dargestellt; 2g,
wird im 3. Fall f,r wml, b 4. Fall & anal wnd sonst wicld dargestelll.

. & 3,
Berechmumg des Vektordiagramms L fir « = 2,34

‘ Das Formelsystem (27) bis (36) ist jetzt entsprechend der Wabl
von 1, Ve als Minimalbasis in I? (V) mit @ = 2, 3{4)- zu modifizieren :

(47) ¥ o= u+oye,
(48) :—-: {zﬁi, zryJ T trr w4, e,

0= fu,. v, ... T L S I
(49) e Wb b 200y,
(30) N = (1 — e+ 4a[u’o®— (uo)°).
(51) Yom e s Ve = DR R e e
(52) P = u* L ab 2 utpey a+ale,

Ni* = (¥ — a 0¥ 4 4o [u¥ 0™ — (0 1)

(28) (i —an) + 8 (nME’ e ,’,,'e’)ﬁ

W= 1

(B4  Sy'= 2+ ay®) +Sale,

. Da o, = « = 1{p), 5o sind nach (5") die Komponenten von u nnd b

~ durchweg ganzeahlip oder halbzahlig, worans

W= =un = 0(3)

zu sehliefen ist. Wir bestimmen nun die Darstellungen p* == 2 and
B = 2g,.
1. & = 1. Bg ist ddon y — &
11, 3* = 2, Die Gleichuug (49) zertillt in
(55} 2= W g, wy = U
Wenn 0= 0, 50 ist o == 2 oder 3. Filr 0 = = % k¢ ::mm nur z’z = (4]
in Frage, so dab u* = ¢° = 0(1) und zufolge (35) u == 0. v' = = 1. Die
Lg}qmwwgi toren mit hln,ilrmillzurm b lanten daher:
oy :E s :
(B6) N3 (fe te e xe) fir nw=4d 0 =12
cund die mit ganezahligen e
(57) kR iy o« =2

Mathwmatische Zeitscheift, Bd, ol 17
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Fiir @ = 3 erhiilt man ' = 0" = §, ub = 0 und damit die Losungs-
vektoren .

.y 14 oy - oy e

(5%) £ -— ;K“ i L,\ gy, o= 1, fir » =% =4
o= 0 lefert nur die ganzzahligen Immnm‘.fekwwn

{59) e ke, i<h

12, 2" = 2¢,. Aug der linearen Unabhiingigkeit von u und v folgt
nach (50, daff o =37 fin H(\/i.} ist Ng, == — 1) unel u, 0 Leide halb-
zahlig sind. Mi 2 4 V8 geht (49) dber in

' 4 = W4+3v, 1 = ub.

Da u, v unabhiingie und halbzahlig sind. so ist #» = 2. Man findet’

dann leicht die Losungsvektoren

4 LTV o -+ 3 yA eal

| S 2
4

(6360}

flir n = 2 g = 3.

Wir konnen nun voraussetzen, dall w und v linear abhingig sind:

D ==y, U= s, (rs ==
2w’ ist offenbar "d!lZZcﬂih{: Nach (50} ist £2 = w*(s*—¢s"). Da 4
kein Teiter von s —as®ish, so ist W' ganzzahlig. Naceh (50) ergibt sich
dson o = 1 und & = 25 mit § = s+ rYa, 4. h dalh das Prim-
ideal p, welelies 2 teilt, ein H&urﬂ,ulea? ist. Die gangzabligen w = ke,
ergeben die Lisungsv ektoren
(61 _ te, fir £ o= 2,
und die halbzabligen o = } (e, te, te, e} tir n = 4 ergeben

(62) %(‘*e te, ke de) fiir no==4 = 2Zs.

2. ¢ = ¢, g ist dann ¢ = 6 oder 14 oder ¢ =z 22.
21. yf = 2. Nach (54) st v¥==0 nur mit @ =6, » = 2, ¥** =
vertriiglich. Da filr gerade a der Vektor 1 ganzzahlig ist, so ist nach

« _— i (I . /{}'
(54) u* == { und nach (B2} », = * “VY . dazu kommi ¥ =k —)‘15
Es ergeben sich somit die Losungsveltoren
PRV . ;
(65} tYs et e fir # =12 « =406
/8 Jo

: V2

Wenn 9% = (), dann sind U, 2, amza,hil;; nnd ats 2 == U2

- leitet man soi(nf die Lmangwehtwen
(64} : ty2e, fir £ = 2

B
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und ’
(65 testes i kan
aly, ‘ ' :
22. t;*‘ = 25, W'}iluu ﬁ"“ und v¥ linear unabhiingig, so wilrde uach

zn,ihhgj ist, =0 ka"mmen mh)lgé: {38) auch g = 6 und 14 nichi vor,
und wir ]:;611_1}.(2:1 Ut = oy, W == sw, (5,8 == ¥ amnehmen. Nach (5 ")
igt mit £ = 5+ r\/(.z: ‘ :

{66) ) 25» = m:ﬁ.gz + ?,: 4

wpris insbesondere [, = V2, el = V2 folgt. Diese Lngleichingen
. e . 1T . N /6
sind fite dreationales oy nur erlilf(, wenn ¢ = 6 und a, = = \;, .

Da ‘?’m g(wwzah]lg,5 50 f'rg:th (66) W' = ], ' =2s. Also st n = 2,

n 2 i} i .

10 e L,e” x, w== ﬁi i‘ .oy =k “—)— woranus dic Losungs-
- veltoren

. L 2E .

(6T) *"“:iﬁgL'-(i e, EV3e) fir o o= 2 o =6

abgeleitet werden. Wenn r, rational, dann ist », und folglich u®, o*
und w ganzzahlig, also nach {66) @ = 00 Man erhilt somit die
Lienngsvekioren

(68) , ' Tie, i<n fir § = 2s,.

Wir fassen dis Ergebnisse zusammen in
Satz 8. Fiir ¢ = 2, 3(4) setzt sich L aus folgenden Velioren zu-
Semmen

Le=1, n==2 a=3 (58) = (59)+(60)-+ (61) ~v D%, (1< 1)
Q=1 n=2 a>3, 8= 2e: (39)+(61) e~ DE (A< 1)
S.6=1, n=4, a=2: (36} +(57)+ (50) ~ (L= 2)
4é=1, n=4d, =2¢,: (59)-H(61)4{62) e FE (L < y2)
Boe=1, n> 4 a=2: (57)--(59) ~OF (=vy2)
Boe==1, n> 4 F=2¢: (39)-+(61) o 0% {252
Tot==5, n=2 a=06: - A{B3) (B4} H{6T)-H(68) v D, (AT
Be=g,n=2, a>6, =25 (64)1(68) e DE (A< T
Doeumg,n > 2 =2, (64)4H(63)4-(68) ~  ~oCF +AaF(eEV2)
10, £ = 1in allen dbyigen Filien: (B9) ~ 3

Ij‘é:*ﬁ(} B » v (6 } i NB?L

4 ' (dabei st BY leer, Bfeo DAL == 1), Birod}).

g Zahl 2 wird durel die Form £ enfsprechend den elf Fdllen 12,
4,48,24,29% 2n(n-1),6,2,2(n- 1)(n—2}+2,2nln- 1), ?(PEAI)(?’Z - 2]
nal wnd flm Lahl 2, efatspref‘feerf{! 12, 4, 0, Hé 0,2n 6,2 2(mn~—1), 0,
0 mal dargestellt.

i7#
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s
Berechonung der Automorphismengruppe & fiie V.
Unter einer Transformution soll stets eine orthogopale Transforntion
verstanden werden,  Reduziert man wle Vektoren in L auf gleiche
Linge, 0 gehe das Vektordiagramm L in L @her. e bedento

& die Spiegelungsgruppe von f,

% die Gruppe aller Transformationen von N in sich.
B j

Lo .

(G0}

5

(Hlenbar st

(70) SCBCHCH.
Mit L7 bezeichuen wir irgend eines der Wirtsehen Vektordiagramme
As. Bi, o0 Das Diagramm L¥ entstehe aus L% wenn man in L¥ alle

9

Veltoren auf gleiche Lange reduziert. Analog zu (69) sei

fodie Spiegelungsgruppe von L#

(71)

Cdie Gruppe aller Transformationen von L% in sich,

G

B Bl M E K » L= ! '
Wenn Lound L# dholich sind, dann sind die Grappen &, $ baw.
¥ isomorph, Nach Witr®) sl ‘
’1 ftir L% = A, Ciin==2), £, (7,
(72) (H* . &%) — 13 o LF e AR (e > 1), BE(n==d), DY
6 " LF ]3;.
Die Grdnungen  der im Verlauf dieses Paragraphen auttretenden
spiegelungspruppen & haben nach Wit Satz 10 folgende Werte: {
R * ! L ST N e S R A RES "
) L= A4y By J)w)}‘= L G
X PR ; oy — 5 - oy .

(1) e 1)L 2% n b 2"al 2m 72-61 192 101
Dabel st der Wert FHir L% == EF Dereits korrigicrt. Bestimmt man
in A oalle zu einem festen Vektor des Diagramms E¥ orthogonalen
Viektoren, so erhdlt man ein B-dimensionales irveduzibles Vektor-
dizgramm von 30 Vekioren. Fs handelt sieh hierhei um AT und nieht,
wie Wrrr angibt, nm B, Die Buchstahen S. 5., S, ... mbgen ortho-"
gonale Transformationen des n-dimensionalen Ratanes in sich begeichnen,
0 entstehe aus der woreihigen Einheitsmatrix, wenn man die letzte 1
in der Hauptdiagonale durch ve ersetzt, Liner Transformation
{74) g = 8y, SC&
entspricht dann vermbge v = Dy eine Abbildang
{75) I = DSy
des Lisungsmoduls M des Kongruenzensystems (5).

/(‘(.p f;'\:"
D
[

g
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Tm die Ordnung der Grappe 8 zu hestimmen, geniigt es in wesent-
lichen, den Index {&:8) zn beufdnmn_ In den Fillen Loew {0 == ),
E¥, GY ist mufolge (T0} und (72) sofort (G : &) = [ zu schlicBen. Wir
digkutieren der Reihe nach die fi?‘]i‘i”‘ﬁ‘ll Fitlle,

1. Lev A7 Wir branchen dann nur Satz 7, 5. i““ullm botrachten, & eut-
hiilt die Spiegelungsgruppe &, zum Diagramm Ze,Le,, i<k <4 {mv 45}
Die Transformation S, (hﬁfnwn flurch '

Se, = 6. Se, = ¢, Se o= oo 8 €, = -,
ist nicht in &, enthalten, aber mi @, vertawsehibar, Da (& :8)) = ”J
s0 liegh § auch nicht in €, 50 LB H =S 1 8 @ denn 1 SD -
tifirt {5} in sieh-iiber.
2. Lew Bi(n == 4). Es ist dann stets L= B, Die Transformation
St = —e, Se o= ¢ fir izl
fuilzi zwar L in sich fther, liegt aber nicht in &, s0 dad § = &+
88 D80 = 8 filnt (o) in sich itber, wenn ¢ = 2, 3 (4), tzu o= (8)
ﬂag.egezl nicht, so daf
R lir o= 3 (8).
. o — |© fiir ¢ 5 (&),
ST lesEs L o= 2304).
3 Lev B {r>2). Auch hier ist L - BY . Line Transformation -

aus § permutiert notwendig die Vektoren & ¢, unter sich, da der zu L
orthogonale lineare Ramm aus den Vielfachen von e, besteht. & ha
i der Gruppe der Transformationen von L in eleh, welche ¢ fest-
lassen, den Index 2. Definicren wir 5, nmwd &, duveh

Se = —¢. S =z fiir 1.

S,e, mm g, I R W R &

iy st leicht zu sehen, daf

S, {E = 1, 2} invariant. wenn
Dramit erbilt man
& fir o = 53}
(élj:_“"“ {_v " . U . ,(i‘
E+E8 L8588,y . oa=2 3.
4. Lev B Dann st L = B und ¢ = 1. s sei
fiir > 1

Das System () ist heziiglich D781

H=E+85+ES,
} ==
@ = 2, 3(4), aber nicht fiir ¢ = 5 (8).

Se = —e.0 Se =g
PVl i

S b
und 8, die Spiegelung an der Normalebene zu — (e, -+ ¢, -1 ¢, - ¢,}:

vz
S """" é (eé - E ela)‘

=y
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B(lf Transformationen fitheen Loin sieh fber. Mit Hilte der \i.itm:n
darvstellungen tir 8, ervechuet man die Relationen
Sa = ‘{;1 Si’.- *‘j‘f = “s’s == ; S; Sa = S; ‘g"t'
Ein Totenzprodukt STS) legt also uur danno in &, wenn pos= 0 (23,
v o= 003}, 8o dah ' :
D o= BESIS, o= 0,1 e = 0,1, 2).

& ed
iy ¥
Die Transformation &, vermittelt die Abl }ﬂdmlg
T e )
T Sk e T
& = -?z-(*-n-e?' ~ ),
‘L‘«A ikl g (M ?i e 3 g)

Aus dieser expliziten 'E")m“%ielluzw folgt mi(*i lurzer Rechoung  die
Invavianz von (5) beziiglich &,. 8, 1t {)} nur invariant fiir a = 2, 3(4),
dagegen mieht filr ¢ = 5(8). Mdtl erhiilt daher folgendes Resul it

o j E+ES,+E8] Hir a:mz,")(és), ‘
T T lE+8s,+ 88485, +f:,xis+uris . =2 3(4)
o Loes DEL (A< L) Da L Vektoren verschiedener Linge enthilt, ist
c:;i’imzhar (H:9) = 2, also © = &, '
6. Lo EY. Es bandelt sich um Satz 7, 6. Fall. Zhnlich wie im Fal
{omo ¥ ﬁﬂh]lé}[}t man, daf die Transtor ma, don 5, definiert durch

Se, = ¢, fur i<h Se, = —e,, SN¢ = —e,,
-mit der Spiegelungsgruppe &, zum Diagramm e, Ze,, i€ k<6~ BY)
vertansehbar ist und weder in &, noch in & enthalten ist: denn es
st (18] == 8% 8 Bt day System (B} invariant. so daB
' = H = 8+ E5.
T Lee FEODas Diagrammn L setzt sich aus ce!u heiden Svatemen

{76} . Te, Lo fich)
il
= H -3 = oy ] i
({7) \(;*3 {mr Cl * QE a E_B + ﬁg) 3\, }
rusammen. Diese werden dureh dis Transtormation 8, definiert dureh
. v | o :
:} e? —_ 7\{[9 (gl - e‘?,)'ﬁ f} 63 == - e-i)‘
Sey == Se, = e, + e,

\(fc}
miteinander vertauseht. Da die Matrizen der i‘ rnnsformationen aus &
rationale Koetiizienten haben, so liegt S nicht in &, sodal %‘) =G-8
Wenn L Vektoren verschiedener Linge enthilt, dann wird das qwumz
(76 durch die Transformationen aus .ﬁ in 51@1; {ibergefiihrt. Es kann
alse 5 nicht in § logen und mub @ 2 gnit;{m. Enthilt [,
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Veltoren der Linge V2, so ist o — 2 und Jie Transtormation S Lkt
(3) invariant, mithin st jetzt @ =— S+E8 oo .
BoLew Gl Al (n>2). L setzt sich zusammen aus den beiden
orthogonalen Disgrammen (“,;mq il :t'\/ﬁf e;, welehe dnrel eine le-
Hebige Transformation aus $ in sich ibergefithrt, werden,  Da die
Hpiegelungsgruppe von /L oim,h dem fiudd"on Pr mlu%d der Bpiegelungs-

o

;;rﬂ;)pﬁn S, mxel 8, zu £ lmx TyZe,. so st alse \;;7 == & und
B = g e,
‘ ‘} L ist leer. Dann ist n = 2 und & = Ey. Fsaei

b B
_ CB e geosg L sing
3 = ] Vea | == (6 = 1)
\/‘?0 {521 ﬁw — ¢ 8in ¥ C‘()Eiq}
cine Transformation zus . Sis V{'srmitteif die Abbildung :

” "3‘: = fi, T {‘u‘f
(78) . ,

#y = ) 2, F g
des Losungsmoduls M des Systems (8) in sich, worauns man ersieht,
dafl die Koeffizienten f;; Korperzahlen mit der f{mgens{zlzaft B = 0007
sind. Fir die By bestehen die Beziechungen

s Blay == L B = iﬁm‘?] B = = fjn*’
Bal=1, 18

Den Ungleichungen zufolge mub B, rational wm denn der Nenner
von B, ist hmehrduh und fir o = 5(8) ist von vornherein o> 64
anzusetzen, Wir b(,ilathteu zondchst den Fall o = 2, 8(4). 3, = + 1
liefert dic Vierergruppe. erzeugt von

" ’ " 1 n) ] (wi 0)
(‘l'}} Qg T (D —1/ 3, == 0 17"

I"“i‘zr By = T4 st (28,) = 3&, d. h. 8/q und das Primideal, w r*l{,he
3 teilt, ist Hem;;tlriefll Wir hezeichnen mit ¢ eine ime{awnf& diese
Ideals, sodaf &8 B, Offenbar ist e == £ zu wihlen, Man mha?*{.
die acht zulissigen ’l"mnstmzmtwnen

Ty L) o
B > Ve

i \/..‘; b
e 2

Die zugehdrigen Abbildangen (78) filbren das System () in sich iiber,

was eine einfiche lwchnunn erkennen Lifit. S, sei die spesielle Trans-

formation, dic wan fir 0, == 1 erhilli. S, und S, erneugen &, wenn
= 3z, Es hestelien die Relationen ‘

S? == L-"g —_ (Si S(-‘J)? = f

lii

(80) ;ji 5, =
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Fiir ¢ = 5(8) wd g, = T4 wird man auf dieselben Trans-
formationen gefihrt, §,, =  liefert nuy noeh Transformationen,
welehe (3) nieht invariant lassen. S, und S, lassen (5) nicht invariant,
wohl aber S, -5, und. S,. Fs ergibt sich damit [olgendes Resultat

4 1+

- 1,
i
1

18 fiic o = 5{8). ¢ o= da,.
(1) e {5,-5,) . a=5(8) SONRT,
' ‘_l{&,a; L= 2,3, = e,
15,08, . a2 8(4) . sonst

Die mit Hilfe der Tabelle {73) zn bestimmenden Ordnungen der
Gruppe © stellen wir zur Ubersicht zusammen.

Sate 9. Die Ordnung der dulomorphismenyruppe & von N hat in
Abhiingigkeit von L jolgenden Wert:

[N, (1) Lo (&1
A 192+ 101

[41 2.4
"
" 1 44!
‘8‘”; J i Hr "

13 n«—l . sz:B 3(4) (e A= 2) 2 — 1)
o [.3 » a=5{8) 6 fiir a=b{8), =3¢,
Bin == 1,)?1 ' =9.3(4

E v 0=2.304) | 2, a=hH(8) sonst
Cin>2) 2! Leer Y12, a=2,3(4).2=3e,
Dr i< 1) 2 4, a==23(04) sonl,
o 12861

§ 5.

Betrachtungen zur Aquivalenz quadreatischer Formen.

Die vorangehenden Untersuchiungen der Bigensehaften von X sind
so ausfilliel dargestellt, daf die analogen Aussagen filr die dureh
das Systern (15) definierte guadratische Form OF, die nach demselben
Verfahren zu ermitteln sind, ohne Bewels mitgeteilt werden kénnen.
Diabel unterliegt der quadratisehe Korper £ (\/Ff} keinen Binsclivinkungen.
Mit A% bezeichuen wir den I-Modul der Losungsvektoren p=14{z,, &, ..., %,
des By sie ms {15). L* sei das Vekiordiagramm in M¥, das alle \’(:Mou:n
aus MF der Limgen Y2 und Yos, (5,30 voraussgesetzt) enthilt: L#
hesteht aus lolgenden Vekforen:

te de (Pl

A9 I - G Tl o
(82) -;—( 2 5,-@,;)9 [Te = 1. zusiitzlieh tir » =
: = i ; i

e

i =

A

g
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Formen thor guadeatisehen Karperu, Oah

Paraws ist.za entnehwen, dab 2e, doreh ©F nielt dargestelli wird.
Die Automorphismengruppe & von M¥ st mit de v Spiepelungsgruppe
LUm Dmggmzmn L7 dde zm. ('?1,_ sodald aul Grund dee An;m nenn dos vorizen
Paragraphen
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B{A), wom (M), e =1 zeigl
ddab die Formen £, 4,4,
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Wir konnen pin auch allgenicin
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i owad g, 0

Toomo== 2 e = g Mit p o foy, w) istoaueh fF = (=5, @6 oin
Losnugsvektor vou (5), Dic iwem«ifza*ii'n nach der Yorse §m§ (55} 7y lo-
reshienden Velkioren in M lanten i)‘z\: v, Ve, §umd \/5;\—.5‘? \fsmss:!}.

Wir withlen cine beliebige Basis y,, }._, in A

paar yf, ur stells ebenfalls oine Basiz von N dar
) = & (Ul ~ e, (y,9,) °
o= 5= 1, = Dann ist a
Die Vektorpaare
. 1y
{1, —1j}, { ‘;”f uned

s

das zugeordnete Vekior

By ist dann
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= 3(4) und elwa ¢ = Vo,
ey f¥Ve 1y .
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stellen Basen von N dar. Die mit dissen Basen gpebildeten guadratischen
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ormen sind dquivalent. Das hat zor Polee
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.‘E. o s s 1, §F 2e,. Die Zeilen der Matrix
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qu awal symmetrischs Matrizen 4 wnd I moge 4 ~o B bedouten, dal die

it d;:u Eoellizienten von 4 und B néhzlrle?{n guadratisehen Formen dquivalent
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254 . Manb,

Bilden ein System von Basisvektoren Hir & Zu der mit dem Koel-
fizientenseliema 4’4 gebildeten uadratischen Form Q findet man &0
als diauivalente Form wie folgt:

o -
(2 1 00 i 1o 0
12 g T
IR R Y g g
‘ ; 0o 2 1
0no0 | #2 0 o0 1 2
7 | B
~ £ '-: g‘g” S - &y :[’ |
{) CE, 25; &
0 s 2

Draanit ist bewlesen

Saty 10, Notwendig wnd hinceichend [ir die Aguivelens der qug-
dratischen Formen O wnd 8,5 ist die Bedingung (14). ‘
werden, dab im Kirper B (V33 ) mit der
Grundeinheit g, = 23+ 4 V33 eine positive gerade Form vou 2 Variablen
mit der E}ete1.‘}'[‘1111(1.!1&*. e nicht dnreh Kongrnenzen definiert werden

Fm Behiludl wii 2(*'9101.:
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@
lann, wie os sieh oben fir die Korper (Vo) mit e 1{R) als miglich
orwiegen hat. wenn die Bedingung (4) Hir & = e, erfilllt ist. del

(‘--z_ 5B
A ('r)'

clas Iami izientenschema einer solehen Form, also

A=0=0(2). A0-8 = 4.
ol
A= et be . 1= ay 58, ==y

aux ciner hypothetiseben Davstellung der Form durch Kongruenzen
nach cinem beliebigen Modul gewonnen., Dann ist ein \-\-"ir.hars-pr‘tach aunf-
wadecken, Du B2 = 1{d}, so gilt anch B =1(8), also 4 =g, +1=4(8).
4.4 ist demn ci ‘tniléziwmd w2, Die Primzahl 2 Z&'imlh vollstindig
} == p,-p,. Dagegen bleiben die Primideale o, im
) "ﬁl;mf*ﬁegi # enthilt nitmlich den qu radratisehen
Kirper fﬁ(\/— i.}), in weleher die Primzahl 2 unzet tlegt bleibt. Die
7ahl 4 erseheint als Relativnorn Mg {e-+ V=&, p) und miite daher
als gerade Zahl mindestens durch 4 teiihar sein, was nielit der Fall st
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