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Beweis des Normensatzes in einfachen hyperkomplexen
Systemen.

Von HANS MAASS in Hamburg.

Fs sei ©p ein einfaches hyperkomplexes System nten Grades iiber
einem algebraischen oder p-adischen Zahlkdrper k& als Grundbereieh.
Dabei ist

nwo— 8- t,

wenn s den Grad des Zentrums Z von & iiber A und ¢* die Ordnung
von & iiber Z bedeutet. Das ,allgemeine Element”® = von & ist Null-
stelle eines eindeutig bestimmten Polynoms F'(f) nten Grades mit Ko-
effizienten aus & und hochstem Koeffizienten 1; den letzten Koeffizienten
von F () bezeichnet man bis anf das Vorzeichen als die Norm von =:

NewZ = (—1) F(0).

Ist A der Schietkorper, der in & enthalten ist, so gilt
Satz 1: Wenn o« (CTk) Norm in Kgist, dann ouch i Sy und wm-
gekelrt.
Beweis: Wegen
NewZ = Nz Neiz=
kann man sich offenbar auf den Fall Z = & beschréanken. Wir bedienen
uns der Darstellung von © als Matrizenving {iber A

@ = K =< Mr, W= W,
Aus
il I 0
uaC K, Nt = Nejg
0 1

folgt der eine Teil der Behauptung. Sei umgekehrt Nepy: (aq.) vorgegeben.

Dann bringt man die Matrix (az) durch ,elementare Umformungen® in

geliufiger Weise auf Diagonalgestalt; das kann bewerkstelligt werden

durch Links- und Rechtsmultiplikation mit Matrizen iiber K mit der

Norm (==1)% Ks gilt dann also, wenn o gleich der Anzahl der ver-
64



Beweis des Normensatzes in einfachen hyperkomplexen Systemen. 6

o

wendeten Matrizen mit der Norm (—1)™ ist,

(o o)

Nepe (ag) = (— 1y Nep| 70 |
0 a |
la 0
x £
= (_ 1)’mm H N@;,’k i
=1 iy
y 0 !
(== H Ngne s = Ny (— 1) ay as - - atp,  q. €, d.
i=1

Die Frage, wann eine Zahl e« % Norm in & ist, liBt sich also schon
in dem Sehiefkirper, der im System & enthalten ist, entscheiden.

Sei von jetzt % ein algebraischer Zahlkérper endlichen Absolut-
grades, &y die perfekte Erweiterung von k fiir eine Primstelle p von k
und bis auf weiteres Z =%, Wenn p eine endliche Primstelle, so ist
bekanntlich bei Beachtung von Satz 1 jede Zahl aus %, Norm in ©Gry 3
das ftrifft aueh zu far alle unendlichen Primstellen p, fiir welche ©r,
voller Matrizenring iiber /, ist. Wenn dagegen fiir ein unendliches p=p,,
in Sy, ein Schiefkorper vom Grad my>>1 (also — 2) steckt, so ist eine
Zahl e« C ky genau dann Norm in Sy, Wenn

(1) o = 1(p) (my, = 2),
d. h. wenn e an der Stelle p,, positiv ist. TIst nun « C % Norm in &,
$0 ist e natiirlich an jeder Stelle Norm, d. h. e erfilllt die Vorzeichen-
bedingnngen (1). Davon gilt die Umkehrung. Das ist die Aussage des
Normensatzes, der nun zu beweisen ist. Herrn ARTIN verdanke ich die
Weisung, dabei den folgenden Weg einzuschlagen: Wenn « C % Norm
an jeder Stelle, so suche man einen zyklischen Korper 2 iiber & vom
Grad » derart, daf

1. e« Norm in Fy-2/%, fir jede Stelle p,

2. 8 Zerfillungskorper von &
ist. Da der Normensatz fiir zyklische Korper gilt, hat das zur Folge:

¢ = Ngpo und 2C @,
also
€ — I\/T@m .

Zertallt eine Primstelle p in £ in Primstellen f, ten Grades, ist ¢, die Ver-
zweigungsordnung von p und my der Grad des p-adischen Schiefkorpers
in &, so ist die 2. Bedingung gleichwertig mit der Forderung

myley fyp fiir alle p mit my > 1.

(=3
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H. Maass.

Die Existenz von £ folgt nun direkt aus dem von Herrn GRUNWALD!)
bewiesenen KExistenztheorem: KEs sei gegeben

1

. ein algebraischer Zahlkorper & endlichen Grades,

2. cine endliche abelsche Gruppe &

G = & = @< .. x @, (dircktes Produkt),

®; zyklisch von der Ordnung Z,Z’i, {; Primzahl,
ein System 2 von endlich vielen Primstellen p; aus k, ¢ — 1, ---, m,

. den p, zugeordnet g (¢) C G, fiir ¢ 4 0 aus &, mit den Eigenschaften

a) x; (e, @) = x, () x, (),
b) es existiert eine (fritheste) Potenz f; von p., der Fithrer von O
s0 dal g, () = 1, sobald «,=1(f,) ist.
Dann gibt es unendlich viele abelsche Karper £ mit der Gruppe &
iiber % derart, daB

(QDEQ) il

2 ist Klassenkorper iiber & nach einer Idealgruppe aus & mit dem

o) At et =L

N
Fihrer qy---q--[] fi. Bei der Wahl der endlichen Primstellen
: i=1
Qs < -+, 0 Kann man erreichen, daf der Trigheitskorper von g,
¢t =1, .-, 7, zar Gruppe &;(C ®) im Sinne der Galoisschen Theorie
gehort.
agC k sei Norm in &, fiir jede Stelle p von 4 und sei aufierdem

prim zu allen p mit my=>1. Zu &, konstruieren wir nun anf Grund des
soeben genannten Theorems einen geeigneten zyklischen Korper 2. Tn It
nehmen wir alle endlichen p mit my > 1, alle Primteiler von «, und alle
reellen unendlichen p auf und erklaven fiir alle p < M die Funktion %, ()
wie folgt., Es sei

1.

2.

169,

& = {o} zyklisch von der Ordnung #,

-
e Ch; wEl, o=,
a) p endlich,

« = 9. q,  a prim zu p,
b) p unendlich,
: 0 fir — 1if
vy (@) = { . o (‘D),
1 % s — l(p),
tir p I
— ¥ ()
Xp (a) = 0y i 3
") »Ein allgemeines Existenztheorem fiir algebraische Zahlkérper®, Crelle Journal,
1932,

e b}
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d. h. also

L [p fiir unendliches p mit my — 2,
P ] p° sonst.

Dazu gibt es also einen zyklischen Korper £ mit den oben genannten

Eigenschaften. a, ist Norm in %,- 2/k, fiir jede Stelle p von k. Nach

Konstruktion ist dies nimlich richtig fir alle pFqi, 2 = 1, - -+, 7,

d. h. es ist

( oy, 82
b

Da das Produkt iiber alle Normenrestsymbole gleich 1 ist, so folgt also

fI (’f@g,.ﬁ) =y

=11

): ™ farp & q;, =1, .

o, 2

Nun ist e, prim zu den q;, also ist ans der Triagheitsgruppe &,
D qiy =4 gruap

qi

von q;; es gilt daher auch
ty, 82
(ﬂf—— —) =1 firi=1,---,7r,
q:
d. b. die erste Forderung wird von & erfillt. 2 ist auch Zerfallungs-
korper, da fiir my, > 1
My = ey fy

gilt. Seinun « eine beliebige Zahl aus %, die die Vorzeichenbedingungen (1)
erfiillt. Wir bestimmen ein total negatives 8 C %, welches genan durch
die erste Potenz aller endlichen p mit my =1 teilbar ist. Dann ist

0=r(1a) Zerfallungskorper von &, also maximalkommutativer Korper
aus ©. Alle endlichen Primstellen p mit my, > 1 sind in 2 vollverzweigt ;
es gilt daher, wenn B ein Primteiler von p in £ ist,

NQ,{R% = p'

Man findet nun ohne Miihe ein total positives e,C %, welches in 2/k
Norm ist, genau einmal durch p teilbar ist und zu den qF p mit m,>1
prim ist:

#y = Nogdp = Nep 4.

« =[]0

mb‘)l

’ —¥
o = @ o P
I1 <

mp>1
prim zu den p mit m,>1 und erfilllt ebenfalls die Vorzeichenbedin-
gungen (1). Ks ist daher « und mithin & Norm in ©;. Damit ist der

H*

Wenn also

80 1st



68 H. Maass.

Normensatz bewiesen. Fr ist auch noch dann richtig, wenn Z eine zyklische
Frweiterung von % ist. Wir fithren diesen Fall in folgender Weise auf
den Fall Z = k zuriick.

Sei @k Norm in @y, fir jede Stelle p:

@Iap == @p; Zki’ e Zv;

& =— J\IT@',vmp xlp = :szfk.p ng;zp An 5
&, i=1, -, st}, mogen eine k-Basis von @y, bilden. Man hat dann

eine Darstellung
=== - .
Ay = Z ;& mit @ Chy.
7

«; werde dureh e;CFk p-adisch gut approximiert. Wenn

By = X aies
v

by = Nejz By = Neyz, By

dann liegt

p-adisch in der Nihe von Ngyz, A,. Gemeint ist dabei: Stellt man
beide Ausdriicke durch eine k-Basis von Z dar, so stimmen die Koeffizienten
beider Formen p-adisch gut iiberein. Dann folgt aber, dafl Neym, Ay
durch Nejx By gut approximiert wird. Es ist also gezeigt:

(@) & = Nz by (p")
ist fiir alle p und vorgegebenes » losbar. Daraus folgt:
(3) == A‘sz b.

Tst o ein erzeugender Automorphismus von Z/ %, so ist b durch Gleichung (3)
bis anf eine (1 — o)te Potenz einer 7Zahl @ C Z eindeutig bestimmt, Wir
werden @ so bestimmen, daf fiir alle unendlichen Primstellen B, von Z,
firr die der Grad mg,, des P -adischen Schiefkorpers in Sz, gleieh 2 ist,

(4) pat—o= 1(P)  (my, —2)
gilt. Da by Norm in &z ist, 50 folgt
(D) by = 1(P), falls mp, = 2%

Die reelle Primstelle B, sei ein Teiler der Primstelle p,, von f:

b = By Bo-o - P (B = Bo)-
mp,— 2 Hfwk=1,---,9
ist, so folgt aus (2), (3) und (H)
(6) Nz b =1 (pw) H

Wenn dann
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Es seien nun

Pi= PuPu-- - By =10

alle reellen unendlichen Primstellen aus %, die in Z einen Teiler B mit
mp = 2 haben. Der Bewertung P entspreche der Isomorphismus
1o, von Z. Wir bestimmen @ zunichst s0, dab

(M) b= 1(Pa) tiri=1, ..,0, k=1, ey 8, ke F T,

wobei /; gleich s ist, wemn mg,— 2 fiir k=1, .., s, und sonst so
ausgewidhlt wird, daB mg, — 1. DBie Kongruenzen (7) bedeuten, dab

1—o = . =< — kzﬂ ias .
o = ir i =1, 0, k=1,-.-, s, k+ ki
bei gewdhnlicher Bewertung ein bestimmtes Vorzeichen erhilt. Ein a
mit diesen Figenschaften ist leicht zu finden. Man braucht ja in der
Reihe der Absolutkonjugierten von a nur den Zeichenwechsel geeignet
vorzuschreiben. Die noch fehlenden Kongruenzen

bal— = 1 (Sl;z's) (m.qgm: 2, e 1, 2 &y 8)

sind dann eine Folge von (6) und (7). b« ist nun Norm in Sz tir
alle Stellen B von Z, so daB also
i a— J.V@"zﬁ
und
= —NZ/I; (= I\fvzﬂ;bal_‘j: .Z\"@m 4.

Wir fassen zusammen,

Satz 2: Ist @ ein einfaches Thyperkomplexes System iiber einem
algebraischen Zahlkbrper k als Grundbereich und ist das Zentrum Z von &
eine zyklische Frweiterung von I, so ist « Ck genaw dann Norm eines
Elements aus ©, wenn « an jeder Stelle von k Norm ist.

Hamburg, Juni 1936.

Zusatz bei der Korrektur: Die Frage nach den Normen aus einem Schietkirper
wurde erstmalig erértert von den Herren H. Hasse und 0. SeHIiniiNg: »Die Normen
aus einer normalen Divisionsalgebra iiber einem algebraischen Zahlkorper® (Crelle Journal,
174, 1936). Bei Benutzung der gleichen Hilfsmittel wird in dieser Arbeit, auf die mich
Herr ArTIN aufmerksam machte, der Normensatz nur unter einschrinkenden Bedingungen
fiir den Grundkirper hewiesen.



