Zusammenfassung In diesem Artikel stellen wir Euklids Fundamentalsatz der Zah-
lentheorie vor und bringen Belege fiir die Behauptung, dass dieser heute weitgehend
unbekannte Satz den Zahlentheoretikern vor Gaufl so vertraut war wie uns die Gauf-
sche Version des Fundamentalsatzes.

In einem zweiten Teil werden wir die Bedeutung von Euklids Fundamentalsatz fiir
die heutige Algebra erldutern. Dabei gehen wir aus von Ringen, in denen das Gaufische
Lemma gilt, und stoflen dabei Begriffe wie den der ganzen Abgeschlossenheit und
Dedekinds Prager Satz.
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Teil 1. Euklids Fundamentalsatz der Arithmetik

Der Fundamentalsatz der Arithmetik, die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung
in den natiirlichen Zahlen N, wurde erstmals von Gauf} in seinen Disquisitiones Arith-
meticae [14] explizit formuliert und bewiesen. Bisweilen liest man, dieser Satz gehe auf
FEuklid zuriick. Ganz falsch ist das sicher nicht, besser allerdings wére es, die Frage et-
was anders zu stellen: es geht ja in erster Linie nicht darum, ob Euklid wusste, dass sich
jede Zahl eindeutig in ihre Primfaktoren zerlegen ldsst: den meisten Autoren, die sich
z.B. mit der Konstruktion vollkommener und befreundeter Zahlen befassten, waren zu-
mindest Spezialfille dieses Resultats geldufig, und manche (nach Euklid insbesondere
al Farisi (sh. [1]) und Prestet (sh. [15]).) gaben dafiir auch Beweise & la Euklid. Aber
erst Gaufl machte die eindeutige Primzerlegung zu einem Fundamentalsatz.

Interessant ist daher vielmehr, ob Euklid dieses Ergebnis so verstanden hat wie wir,
d.h. ob er dessen fundamentalen Charakter erkannt hat. Letzteres war nun zweifellos
nicht der Fall. Dies wirft dann die Frage auf, was denn die Grundlage der Euklidischen
Zahlentheorie war, und die Antwort darauf wird meist durch den Hinweis auf den fun-
damentalen Charakter des euklidischen Algorithmus erledigt. Die Hauptergebnisse der
euklidischen Zahlentheorie, insbesondere das Euklidische Lemma, wonach irreduzible
Elemente prim sind, werden bei Euklid aber alle mit Hilfe der Proposition VII.19 be-
wiesen. Wir wollen im Folgenden zeigen, dass diese nur wenig bekannte Proposition
nicht nur fiir Euklid fundamental war, sondern von Euler und anderen Zahlentheore-
tikern als “Ersatz” fiir die eindeutige Primzerlegung benutzt wurde und selbst heute
noch, wenn auch unter anderem Namen, eine gewisse Rolle in der modernen Algebra
spielt.
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1 Eindeutige Primzerlegung?

Wenn man liest, dass Euklid die eindeutige Primzerlegung gekannt und bewiesen habe,
bezieht sich diese Aussage auf Euklids (vgl. die Euklidausgaben von Thaer [30] und
Heath [16]):

Proposition IX.14. Ist eine Zahl die kleinste, welche von gegebenen Primzahlen
geteilt wird, dann wird sie von keinen anderen Primzahlen geteilt aufler den
urspriinglichen.

Mit anderen Worten: ist n = kgV(p1,...,pt) das kleinste gemeinsame Vielfache! der
pj, so sind p1, ..., py die einzigen Primfaktoren von n. Anscheinend war es Heath
[16, vol. II, p. 402], der darin die eindeutige Primzerlegung gesehen hat: in seinen
Kommentaren zu IX.14 schreibt er:

In other words, a number can be resolved into prime factors in only one way.2

Dass Euklid nicht das Produkt, sondern die kleinste durch pi, ..., p¢ teilbare
Zahl benutzt, liegt daran, dass Euklids geometrische Sprache ihm nur erlaubt hat, von
Produkten von zwei (ebene Zahlen) oder drei Zahlen (solide Zahlen) zu sprechen.

Dass er den Beweis exemplarisch an einer Zahl, die durch drei verschiedene Prim-
zahlen teilbar ist, durchfiihrt, entspricht den Gepflogenheiten in der griechischen Ma-
thematik und ist eine Konsequenz der Tatsache, dass den Griechen die Technik der
vollstéandigen Induktion fehlte.

Die wesentliche Schwéche von 1X.14 im Vergleich zum Satz von der eindeutigen
Primzerlegung ist die Tatsache, dass I1X.14 die eindeutige Primzerlegung nur fiir Pro-
dukte verschiedener Primzahlen liefert, also fiir quadratfreie Zahlen; letztendlich besagt
IX.14 von einem Produkt n = p}*p5?ps® nur, dass py, p2 und p3 die einzigen Primfak-
toren von n sind®.

Trotz dieses Mangels wird Euklids IX.14 ebenso wie heute der Satz von der Eindeu-
tigkeit der Primzerlegung mit “Euklids Lemma” (Prop. VII.30) bewiesen, wonach aus
p | ab fir prime? p immer p | @ oder p | b folgt. Was Euklid also von einer vollstindi-
gen Formulierung nebst Beweis des Fundamentalsatzes der Arithmetik abgehalten hat,
war zum einen sicherlich die mangelhafte Sprache, derer er sich bedienen musste, zum
andern aber auch die Tatsache, dass IX.14 fiir Euklid alles andere als fundamental war
und nicht viel mehr als ein kleines Lemma, das er beildufig erwdhnt. Euklid benutzt
seine Proposition IX.14 in der Folge an keiner Stelle, und diese Beobachtung allein
verbietet es, in diesem Zusammenhang von einem Fundamentalsatz zu sprechen.

Das Fundament der euklidischen Zahlentheorie ist die Existenz des euklidischen
Algorithmus, und der Fundamentalsatz, aus dem die zentralen Sétze gewonnen werden,
ist Euklids Proposition VII.19, welcher wir uns nun zuwenden wollen.

1 Dass das kgV teilerfremder Zahlen gleich ihrem Produkt ist, folgt aus Euklids Proposition
VII.34.

2 Mit anderen Worten: eine Zahl kann auf nur eine Art und Weise in Primfaktoren zerlegt
werden.

3 Es sei aber hinzugefiigt, dass Euklid an anderen Stellen Sitze beweist, mit denen sich
IX.14 prizisieren lieBe: so wird in Buch VIII u.A. bewiesen, dass die einzigen Teiler einer

Primzahlpotenz p™ die Zahlen 1, p, p2, ..., p"~! sind (fiir Euklid teilt keine Zahl sich selbst).
SchlieBllich hat Euklid auch bewiesen, dass die einzigen Teiler der Zahl 2P~ 1q fiir prime q =
2P —1durch 1, 2,4, ..., 2P~ 1, q, 2q, 4q, ..., 2P 2q gegeben sind.

4 Der Begriff der Primzahl bei Euklid stimmt mit dem iiberein, was man in der heutigen Al-
gebra irreduzibel nennt. Die Eigenschaft aus Euklids Lemma benutzt man dann zur Definition
von Primzahlen.



2 Euklids Proposition VII.19

Um Euklids Proposition VII.19 verstehen zu kénnen, bendtigen wir seine Definition
VII.20:

Zahlen sind proportional, wenn die erste Zahl dasselbe Vielfache, oder derselbe
Teil, oder dieselben Teile, der zweiten ist wie die dritte der vierten.

Dass die erste Zahl dasselbe Vielfache der zweiten ist wie die dritte der vierten bedeutet,
dass es eine natiirliche Zahl m gibt mit a = mb und ¢ = md. Entsprechend bedeutet
“derselbe Teil”, dass es einen Teiler n von b und d gibt mit a = %b und ¢ = %d;
mit b = nx und d = ny liefert dies a = x, b = nx, ¢ = y, d = ny. Endlich bedeutet
“dieselben Teile” @ = ™b und ¢ = ™4 fiir natiirliche Zahlen m,n mit n | b und n | d.?
Ubersetzt bedeutet dies also:

Definition. Fiir natiirliche Zahlen a,b,c,d € N sind die Verhéltnisse a : b und ¢ : d
proportional (d.h. es gilt a : b = ¢ : d) genau dann, wenn es m,n,z,y € N gibt mit

a=mx, b=nzx, c=my, d=ny. (1)

Soist z.B.6:2=9:3viam=3,n=1, z=2, und y = 3. Damit lautet

Proposition VII.19. Sind vier Zahlen proportional, dann ist das Produkt der
ersten und der vierten gleich dem Produkt der zweiten und der dritten Zahl.
Ist das Produkt der ersten und der vierten gleich dem Produkt der zweiten und
der dritten Zahl, dann sind die vier Zahlen proportional.

Euklid behauptet also, dass genau dann a : b = ¢ : d ist, wenn ad = bc gilt. In der
darauf folgenden Proposition VII.20 zeigt Euklid, dass die minimalen Zahlen a,b mit
Verhiltnis ¢ : d diese Zahlen ¢ und d teilen, und zwar so, dass ¢ = am und d = bm gilt.
In VII.21 und VIIL.22 schlielich wird gezeigt, dass a und b genau dann die minimalen
Zahlen mit a : b = ¢ : d sind, wenn a und b teilerfremd sind.

Wir neigen dazu, Euklids Proportionen von Zahlen mit den modernen Briichen zu
identifizieren (fiir Euklid waren Proportionen keine Zahlen, und er erklirt auch nicht,
wie man Proportionen addiert); in dieser Sprache geht es in den Propositionen VII.19 ff
darum zu zeigen, dass sich jeder Bruch eindeutig in maximal gekiirzter Form darstellen
lasst.

Von Zahlen und Groflen

Neben Proportionen von Zahlen behandelt Euklid in Buch V auch Proportionen von
Groflen; darunter fallen Winkel, Langen, Flachen und Volumina, also Objekte, die sich
kontinuierlich #ndern konnen. Alle gleichartigen Groflen bei Euklid haben folgende
Eigenschaften: man kann sie addieren, und sie verhalten sich archimedisch in folgendem
Sinne: sind A und B Gréflen derselben Art (solche lassen sich in bezug auf ihre Grofle
vergleichen), so gibt es immer ein n € N derart, dass nB > A ist.

5 Die ersten beiden Fille wiirden wir als die Spezialfille n = 1, bzw. m = 1 der letzten
Definition ansehen; Euklids Zahlbegriff unterscheidet sich aber von unserem: fiir ihn waren
Zahlen echte Vielfache der Einheit 1, und die Einheit keine Zahl.



Fiir Verhéltnisse A : B und C : D von Gro8en® gilt nach einer Eudoxos zugeschrie-
benen Definition A : B = C' : D genau dann, wenn gilt: fiir jede natiirliche Zahl n ist
nA < nB (nA =nB; nA > nB) genau dann, wenn nC < nD (nC = nD; nC > nD).

Damit lasst sich dann z.B. zeigen, dass sich einem Kreis einbeschriebene &hnli-
che Polygone zueinander verhalten wie die Quadrate ihrer Seitenléingen (Prop. XIIL.1),
oder dass sich Kreise zueinander verhalten wie die Quadrate ihrer Durchmesser (Prop.
XII.2).

Um die Unterschiede der Definition der Proportionalitdt von Zahlen und Groéflen
deutlich zu machen, stellen wir folgendes fest:

— Euklids Definition der Proportionalitdt von Zahlen ist nicht nur in N, sondern in
beliebigen multiplikativ geschriebenen Monoiden sinnvoll.

— Die Definition der Proportionalitdt von Groflen ist fiir alle additiv geschriebenen
und im obigen Sinne “archimedischen” Monoide sinnvoll.

Prinzipiell lieen sich Zahlen auch als Grofien auffassen”; Euklid macht das aber
nicht. Die manchmal anzutreffende Behauptung, Euklid habe Aussagen iiber Propor-
tionen von Gréflen bewusst oder unbewusst auf Zahlen angewandt, scheint mir weit-
gehend unbegriindet zu sein, und passt auch nicht recht zur Tatsache, dass die Lehre
der Proportionen von Zahlen deutlich Alter® ist als diejenige von Groflen.

3 Folgerungen aus Euklids VII.19

FEuklids VII.19 ist ein auf den ersten Blick unscheinbares Resultat; tatsédchlich handelt
es sich dabei aber um ein ganz auflerordentliches Ergebnis. Im Folgenden wollen wir
kurz auf einige bekannte Folgerungen aus VII.19 eingehen. Den Anfang macht

Proposition 1 Aus VII.19 folgt Fuklids Lemma: alle irreduziblen Elemente sind prim.

Beweis. Sei p irreduzibel und p | be, also pd = be. Nach VII.19 gibt es m,n,z,y mit
p=mx, b=nz, c=my, und d = ny. Da p irreduzibel ist, ist m oder z eine Einheit,
und dies impliziert p | b im ersten und p | ¢ im zweiten Fall.

VII.19 geniigt auch zum Beweis der folgenden Verallgemeinerung von Euklids Lem-
ma:

Proposition 2 Fuklids Proposition VII.19 fir natirliche Zahlen ist dquivalent mit
dem folgenden Resultat: ist a | bc und ggT(a,b) =1, dann gilt a | c.

Beweis. Es gelte VIL19. Ist dann a | be, also ad = bc fir ein d € N, so gibt es
m,n,z,y € N mit a = mz, b = nz, ¢ = my, und d = ny. Wegen ggT(a,b) = 1 muss
daher x = 1 sein, folglich ist a = m ein Teiler von ¢ = my.

Sei nun ad = be, und setze m = ggT(a,b). Dann gibt es z,y € N mit a = ma und
b = my. Daher ist zd = yc und ggT(z,y) = 1; dies impliziert z | ¢, also ¢ = nz fiir ein
n € N. Damit ist aber d = % =ny.

6 Hier miissen natiirlich A und B, bzw. C und D gleichartige GroBen sein.

7 Denn N ist ja auch ein additives archimedisches Monoid.

8 Van der Waerden schreibt in [31] praktisch das komplette Buch VII den Pythagoreern
zu; wie wir weiter unten erldutern werden, dréngt sich die Definition der Proportionalitit von
Zahlen fast auf, wenn man sich wie die Pythagoreer mit Harmonielehre und ganzen Zahlen
beschiftigt. Dagegen wird die Definition der Proportionalitdt von Groflen allgemein Eudoxos
zugeschrieben.



Es ist heutzutage natiirlich kein Problem, die Eindeutigkeit der Primfaktorzerle-
gung mit Hilfe von Prop. 2 (oder dem Euklidschen Lemma) zu beweisen. Unter Zu-
hilfenahme einer Idee von Zermelo [33] kann man das aber direkt aus Euklids VII.19
herleiten:

Proposition 3 Die Eindeutigkeit der Zerlegung in irreduzible Elemente folgt aus Fu-
klids VII.19.

Beweis. Wire die Eindeutigkeit falsch, so géibe es eine kleinste natiirliche Zahl N mit
zwei verschiedenen Faktorisierungen. Sei p ein irreduzibler Faktor von N, und schreibe
N = ph; entsprechend sei g ein irreduzibler Faktor der zweiten Faktorisierung, und
N = gk. Aus ph = gk folgt mit VII.19 die Existenz von m,n,z,y € N mit p = ma,
q = nx, k = my, und h = ny. Da p irreduzibel ist, muss m = 1 oder z = 1 sein. Dann
folgt aber p | ¢ (und damit p = q) im ersten und p | k im zweiten Fall. Damit kommt
p auch in der zweiten Faktorisierung vor, und Kiirzen von p liefert eine natiirliche
Zahl M = & mit zwei verschiedenen Faktorisierungen in irreduzible Elemente: dieser
Widerspruch zur Annahme der Minimalitdt von N beweist den Satz.

Kalmar [19] (vgl. Suranyi [27,28]) nennt Euklids VII.19 den Vierzahlensatz und
schreibt ihn Euler zu. Die Verallgemeinerung auf mehr Zahlen (ausgehend von einer
Faktorisierung aj ...a; = by - - - bj) hat Euler ebenfalls schon gekannt und folgt durch
Induktion iiber die Anzahl der Faktoren aus dem einfachen Vierzahlensatz. Kalmar hat
dann bemerkt, dass aus dieser Verallgemeinerung die Eindeutigkeit der Primzerlegung
folgt (sh. auch Bell [4,5], Rosenthall [26] und Erdés & Suranyi [9]), und Suranyi [28,
S. 44 ff.] gab fiir den Vierzahlensatz einen geometrischen Beweis. Es scheint bisher
niemandem aufgefallen sein, dass der Vierzahlensatz euklidischen Ursprungs ist?.

Es ist eine leichte Ubung, z.B. mit Hilfe des Satzes von der eindeutigen Primzer-
legung das folgende Resultat zu beweisen, das in vielen elementaren Untersuchungen
iiber diophantische Gleichungen benutzt wird:

Proposition 4 Sind a,b € N teilerfremd und ist ab ein Quadrat, so sind auch a und
b Quadrate.

Auch diese Proposition ist eine einfache Folgerung aus dem Euklidischen VII.19,
wie man leicht nachrechnet (wir werden auf den Beweis in Prop. 9 noch einmal zuriick-
kommen). Gauf} hat in den Disquisitiones [14] als erster darauf hingewiesen, dass dieses
Ergebnis (bzw. die Verallgemeinerung auf n-te Potenzen) aus der eindeutigen Primzer-
legung in Z folgt. Der Umkehrschluss, dass sich Prop. 4 nur mit Hilfe des Fundamen-
talsatzes der Arithmetik beweisen ldsst, ist oft anzutreffen, aber falsch.

Euler, dem ja oft nachgesagt wird, er hitte die eindeutige Primzerlegung in seinen
Arbeiten unbewusst benutzt oder als selbstverstéindlich angesehen, hat Prop. 4 in seiner
ersten Arbeit [10] iiber diophantische Fragen erw#hnt:

Factum ex duobus pluribusque numeris inter se primis nec quadratum nec cubus

nec ulla alia potestas esse potest, nisi singuli factores sint quadrata vel cubi vel
eiusmodi aliae potestates.lo

9 Wer sich niher mit den Elementen befasst hat, hitte das natiirlich auf Anhieb sagen
konnen, aber scheinbar gibt es recht wenige Mathematiker, welche sowohl mit den Elementen,
als auch mit der modernen Algebra hinreichend vertraut sind. Selbst Suranyi, der sich in [28]
ganz explizit mit griechischer Mathematik befasst, hat den Zusammenhang zwischen Euklids
VII.19 und dem Vierzahlensatz iibersehen.

10 Eine Zahl, die aus zwei oder mehr paarweise teilerfremden Faktoren besteht, kann kein
Quadrat oder eine Kubikzahl oder eine hohere Potenz sein aufler wenn die einzelnen Faktoren
Quadrate, Kubikzahlen, oder entsprechende hthere Potenzen sind.



Anstatt einen Beweis zu geben bemerkt er dann:

Demonstratio huius Lemmatis facilis est atque ab Euclide iam est tradita, ita
ut superfluum foret eam hic exponere.11

Es ist mir nicht bekannt, auf welches Ergebnis von Euklid sich Euler hier bezieht. Fiir
Quadrate folgt die Behauptung relativ einfach aus Euklids Theorie der dhnlichen ebe-
nen Zahlen (dhnliche ebene Zahlen sind in heutiger Sprechweise Zahlen, deren Produkt
ein Quadrat ist), und fiir hohere Potenzen mit etwas mehr Miihe aus vielen seiner
Propositionen im Buch VIII.

Wo wir uns also auf die eindeutige Primzerlegung, d.h. eine einfithrende Vorlesung
in die Zahlentheorie oder die GauBschen Disquisitiones [14], berufen wiirden, erledigt
Euler das mit einem Verweis auf Euklid. Es scheint mir recht plausibel, dass Euler auch
an anderen Stellen, an denen wir eine Liicke sehen, die durch eindeutige Primzerlegung
geschlossen werden kann, etwaige Einwénde mit einem Hinweis auf Euklid abgetan
hatte.

In [11] zum Beispiel fiihrt er zum Studium befreundeter Zahlen die Funktion o(n)
aller Teiler von n € N ein und zeigt in Lemma 1, dass o multiplikativ ist, also o(mn) =
o(m)o(n) fir teilerfremde Zahlen m,n gilt. Hier ist sein Beweis: “Denn das Produkt
mn hat erstens die einzelnen Teiler beider Faktoren m und n, und ist dann noch teilbar
durch die Produkte der Teiler von m und derjenigen von n. Deshalb ist die Summe
aller Teiler von mn gleich dem Produkt von o(m) und o(n).” Euler benutzt also das
folgende Lemma ohne Beweis:

Lemma 5 Seien m und n teilerfremd. Dann ldsst sich jeder Teiler a von mn eindeutig
in der Form a = rs schreiben, wo r | m und s | n gilt.

Wir wiirden dieses Lemma heute ohne zu zdgern aus dem Fundamentalsatz der
Arithmetik herleiten; Euler hitte dagegen vermutlich auf Euklid verwiesen: Die Exi-
stenz von r und s folgt so: a | mn bedeutet ab = mn fiir ein b € N; Euklids VII.19
liefert die Existenz von 7,s,t,u € N mit a = rs, b = tu, m = rt und n = su, und die
Behauptung folgt. Die Eindeutigkeit ist aber klar: ist a = rs = s, so ist 7 | r’s’ und
ggT(r,s") | ggT(m,n) = 1, also r | 7’. Ebenso folgt ' | r.

4 Die Liicke

Die Giiltigkeit von Euklids VII.19 ist, wie wir gesehen haben, fiir die Eindeutigkeit
der Zerlegung in irreduzible Elemente in N verantwortlich. Eine einfache Struktur,
in welcher VII.19 nicht mehr richtig ist, ist das Monoid M = {1,5,9,13,...} aller
natiirlichen Zahlen = 1 mod 4 (Hilbert hat in seiner Vorlesung [18] das Monoid aller
natiirlichen Zahlen = 1 mod 5 benutzt, um die Einfithrung von Idealen zu motivieren).
In M gilt offenbar 21-21 = 9-49 (diese Gleichung zeigt auch sofort, dass das Analogon
von Prop. 4 in M nicht gilt), aber 49 : 21 # 21 : 9; denn aus (1) folgt die Existenz von
m,n,z,y mit 49 = mz, 21 = nx = my, und 9 = ny. Da 9 in M irreduzibel ist, muss
n =1 (und damit y = 9, also 9 | my = 21) oder y = 1 (und damit n = 9 und ebenfalls
9| nz = 21).

11 Der Beweis dieses Lemmas ist leicht und wurde bereits von Euklid her iiberliefert; es ist
daher tiberfliissig, ihn hier zu geben.



Dagegen zeigt man leicht, dass fiir a,b, f € M immer a : b =af : bf gilt. Also ist
49:21=49-9:21-9=21-21:21-9=21:9,

wobei wir zweimal die Beobachtung a : b = af : bf angewendet haben. Wie wir
aber schon gesehen haben, ist die Gleichung 49 : 21 = 21 : 9 falsch. An welcher
Stelle haben wir den Fehler gemacht? Die Gleichungen 49 : 21 = 21-21: 219 und
21-21:21-9 =21 : 9 sind, wie man leicht auch direkt nachpriift, zweifellos richtig.
Der Fehler in der obigen Argumentation liegt in der Annahme, dass die Gleichheit von
Proportionen'? transitiv ist: aus @ : b =c: d und ¢ : d = e : f folgt im allgemeinen
nicht, dass auch a: b =e: f ist.

Taisbak hat in [29] herausgefunden, dass Euklid im Beweis seines Fundamental-
satzes VII.19 genau diese Liicke gelassen hat: er hat die Transitivitdt der Gleichheit
benutzt, aber nicht bewiesen. Wie diese Liicke zu schlieflen ist, kann man bei Taisbak
[29] wie auch bei Pengelley & Richman [22] nachlesen. Das einfache Argument beruht
darauf zu zeigen, dass man einige der Zahlen im Vierzahlensatz mehr oder weniger
“kanonisch” als grofite gemeinsame Teiler wahlen kann:

Lemma 6 Seia:b=c:d. Dann gibt es p,q,7,s € N mit a = pr, b = qr, ¢ = ps und
d = gs, wobei wir r = ggT(a,b) und s = ggT(c,d) wdihlen kénnen.

Beweis. Aus a : b = ¢ : d folgt die Existenz von Zahlen m,n,z,y € N mit (1). Also
ist z | ggT(a,b) und y | ggT(c,d), folglich gibt es i,7 € N mit ggT(a,b) = iz und
ggT(c,d) = jy.

Jetzt behaupten wir 4 | j. Aus Symmetriegriinden ist dann j | ¢, also ¢ = j. Aber
dann bekommen wir wie gewiinscht ¢ = piy = pjy = p-ggT(c,d) und d = qiy = qjy =
q- ggT(c,d).

Es bleibt i | j zu zeigen. Aus ix | a = ma erhalten wir ¢ | m und iy | my = ¢; dhnlich
sehen wir iy | ny = d. Also ist iy | ggT(c,d) = jy, und damit 7 | j wie behauptet.

Damit kénnen wir die Transitivitdt der Gleichheit so zeigen: sei a : b = ¢ : d und
c¢c:d=-e: f.Dann gilt (1) mit z = ggT(a,b) und y = ggT(c,d). Lemma 6 zeigt
c=m-ggTl(c,d) und d = n - ggT(c,d). Wenden wir dieses Lemma ein zweites Mal
an, so finden wir e = m - ggT(e, f) und f = n - ggT(e, f). Aber dann ist sicherlich
a:b=ce: f.

Man beachte, dass Lemma 6 in dem oben angefiihrten Hilbertschen Monoid M nicht
gilt, da in M zwei Zahlen keinen ggT zu haben brauchen. So sind die gemeinsamen
Teiler von 3%2-7-11 und 32 -7- 19 gegeben durch 1, 32 und 3 - 7, aber es gibt keinen
grofiten gemeinsamen Teiler beziiglich der Teilbarkeit, also keinen gemeinsamen Teiler,
der durch alle gemeinsamen Teiler teilbar ist.

5 Euklid oder Pythagoras?

Zahlreiche Mathematikhistoriker schreiben Euklids Zugang zur Zahlentheorie den Py-
thagoreern zu. Diese sind, wie man annimmt, auf dem Weg iiber die Musik zu ihren

12 Man kénnte versucht sein, das darauf zuriickzufithren, dass die Transitivitit der Gleichheit
bei Euklid ein Axiom ist (“Was demselben gleich ist, ist einander gleich”); allerdings ist das,
was wir Gleichheit von Proportionen nennen, keine Gleichheit im Euklidischen Sinne: Euklid
definiert nicht die Gleichheit zweier Proportionen a : b und c : d, sondern sagt, vier Zahlen seien
proportional, wenn es Zahlen wie in (1) gibt. Aus diesem Grund schreiben viele Kommentatoren
Euklids nicht a : b = ¢ : d, sondern genauer a : b:: c: d.



Proportionen gekommen: sie hatten beobachtet, dass die Lédngen schwingender Saiten
in einfachen Verhéltnissen zueinander stehen, wenn die entsprechenden Téne harmo-
nisch klingen. So entsprechen die Verhéltnisse 1 : 2 bzw. 2 : 3 der Oktave bzw. der
Quinte.

Eine der ersten Beobachtungen diirfte dann gewesen sein, dass sich gewisse Pro-
portionen vereinfachen lassen: so ist ja 2 : 4 = 1 : 2. Letztlich fiithrt diese Fragestellung
zwangslaufig auf das Ergebnis, dass sich Proportionen eindeutig kiirzen lassen: sind m
und n minimal mit @ : b =m : n, so gilt m | a und n | b; genauer: es gibt ein € N mit
a = mx und b = nz. Das ist aber der Inhalt von Euklids Prop. VII.20. Danach wird in
VII.21 gezeigt, dass die minimalen m und n teilerfremd sind.

Hat man VII.20 einmal empirisch entdeckt, und ist a : b = ¢ : d, so folgt einerseits
a = mz und b = nx, andererseits ¢ = my und d = ny. Das ist aber gerade die
FEuklidische Definition der Proportionalitdt von Zahlen, die sich damit ganz natiirlich
aus der Beschiftigung mit elementarsten Eigenschaften von Proportionen ergibt.

Nach Meinung von van der Waerden [31] machten die Pythagoreer diesen Vierzah-
lensatz zur Grundlage ihrer Zahlentheorie, welche Euklid dann spéter samt Aufbau im
wesentlichen unverdndert tibernahm. Ebenso wie andere Kommentatoren vor und nach
ihm hat van der Waerden Euklids Definition der Proportionalitéit von Zahlen eher als
Fehltritt'® denn als Geniestreich betrachtet. Allerdings zeigen die obigen Betrachtun-
gen und z.B. der Beweis von Lemma 5, dass die Definition einerseits recht natiirlich und
der Vierzahlensatz zum Beweis fundamentaler Ergebnisse der diophantischen Analysis
durchaus geeignet ist.

Aufler den von van der Waerden angefiihrten Argumenten fiir die Behauptung, Eu-
klids Buch VII gehe auf die Pythagoreer zuriick, kann man auch das Fehlen des Beweises
der Transitivitdt der Gleichheit fiir Proportionen von Zahlen als Beleg dafiir auffassen:
bei Zugrundelegung der von Eudoxos gegebenen Definition der Gleichheit von Propor-
tionen wird der Beweis der Transitivitdt der Gleichheit fast trivial. Dennoch hat ihn
Euklid in V.11 ausgefiihrt. Dies mag daran liegen, dass die Lehre der Proportionen von
Groflen auf Eudoxos zuriickgeht, und dass zu dessen Zeit die Einsicht, dass derartige
Schritte bewiesen werden miissen, unter den Mathematikern bereits verbreitet war. Es
ist meiner Ansicht nach durchaus denkbar, dass die Pythagoreer schlicht iibersehen
haben, dass die Transitivitit der Gleichheit von Proportionen von Zahlen iiberhaupt
nicht trivial ist. Dass auch Euklid das nicht gesehen hat, obwohl er natiirlich V.11 kann-
te, verwundert schon eher, liefle sich aber dadurch erkldren, dass er die Zahlentheorie
der Pythagoreer ohne groe Anderungen in sein Buch VII iibernommen hat.

6 Der Vierzahlensatz

Um uns iiber die Bedeutung des Euklidischen Vierzahlensatzes Klarheit zu verschaffen,
nennen wir Integritétsringe, in denen dieser Satz gilt, Rieszsche!? Ringe. In einem

13 D. Fowler schreibt z.B. in [12]:

Commentators rarely point out the unsatisfactory nature of this definition: it is a vivid,
though incomplete, description of four numbers in proportion, and not the mathema-
tical criterion needed for the foundation of a theory.

14 Zafrullah [32] hat diese Ringe pri-Schreiersch genannt; weiter unten werden wir aber sehen,
dass die Divisionsgruppe Rieszscher Ringe “Rieszsche Gruppen” im Sinne der Gruppentheorie
sind.
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Rieszschen Ring R folgt also aus ad = bc mit a, b, c,d € R die Existenz von m,n,x,y €
R mit a = mz, b =nx, c = my, und d = ny.

Ein Element a € R heit primal’®, wenn aus a | be fiir beliebige b,c € R die
Existenz von 7,5 € R folgt mit a = rs, r | b, und s | ¢. Man beachte, dass 0 und die
Einheiten immer primal sind.

Ein Integritétsring ist offenbar genau dann Rieszsch, wenn jedes Element von R
primal ist. Das folgende Lemma zeigt, dass in Rieszschen Ringen alle irreduziblen
Elemente prim sind:

Proposition 7 Irreduzible Elemente sind genau dann primal, wenn sie prim sind.

Beweis. Sei a prim und a | cd; dann ist o0BdA a | ¢. Mit » = a und s = 1 gilt dann
a=rs,r|cund s|d, dh. aist primal.

Sei nun a irreduzibel und primal. Ist a | cd, so gibt es r, s mit a = rs, r | ¢ und
s | d. Da a irreduzibel ist, muss r oder s — sagen wir r — eine Einheit sein. Aus s | d
folgt dann aber a | d, und damit ist a prim.

Euklid hat in Prop. VII.19 gezeigt, dass N Rieszsch ist; sein Beweis, dass irreduzible
Elemente in N prim sind, ist im wesentlichen eine Hilfte des obigen Beweises.

Sieht man sich den Euklidischen Beweis von VII.19 (bzw. dessen Ergiinzung durch
Taisbak) genauer an, so stellt man fest, dass der Vierzahlensatz in allen GGT-Ringen
(dies sind Integritétsringe, in denen je zwei Elemente einen gréfiten gemeinsamen Teiler
besitzen) gilt, dass also jeder GGT-Ring Rieszsch ist.

Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass primale Elemente auf der einen
und irreduzible bzw. prime Elemente auf der andern Seite von ganz unterschiedlicher
Natur sind: so sind Produkte von irreduziblen (bzw. primen) Elementen nicht mehr
irreduzibel (bzw. prim), ausgeschlossen den trivialen Fall eines Faktors. Fiir primale
Elemente dagegen gilt:

Lemma 8 Produkte primaler Elemente sind primal.

Beweis. Seien a,b € R primal und ab | ¢ica, also cjca = abd. Da a primal ist, gibt es
eine Faktorisierung a = ajag mit a; | ¢;. Schreiben wir ¢; = a;d;, so folgt abd = c1ca =
ajagdide = adida, also bd = dids. Da b primal ist, gilt b = b1bs mit b; | d;.

Damit ist ab = ajbiagby mit a;b; | a;d; = ¢;, und folglich ist ab primal. Mit
Induktion folgt dann, dass beliebige Produkte primaler Elemente primal sind.

Jetzt zeigen wir folgende Verallgemeinerung von Prop. 4:

Proposition 9 Sei R Rieszsch. Gilt dann ab = ? fir a,b,c € R und sind a und b
teilerfremd, dann gibt es eine Einheit e € R* derart, dass ae und be Quadrate in R
sind.

Bemerkung. Obwohl der Begriff eines grofiten gemeinsamen Teilers zweier beliebiger
Ringelemente nur in GGT-Ringen Sinn macht, darf man in beliebigen Integritétsringen
von “teilerfremden” Elementen reden: dies sind per definitionem solche, deren gemein-
same Teiler allesamt Einheiten sind. So sind z.B. 2 und 3 teilerfremd in R = Z[v/—5],
wihrend 6 und 2 4+ 2v/—5 in R keinen ggT besitzen.

15 Dieser Begriff geht auf Cohn [7] zurtick.
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Beweis. (Beweis von Prop. 9) Nach dem Vierzahlensatz gibt es m,n,z,y € R mit
a =mz, b =ny, und ¢ = my = nx. Wendet man den Vierzahlensatz auf die Gleichung
my = nz an, so folgt die Existenz von r,s,t,u € R mit m = rs, y = tu, n = rt, und
x = su. Mit a und b sind natiirlich auch m und n, bzw. = und y teilerfremd, folglich
sind 7 und u Einheiten in R. Mit e = 1/ru ist dann ae = mze = rs?ue = s und

be = nye = rtue = t2.

Auch wenn sich einige von Euler ohne Beweis verwendete Tatsachen mit Euklids
Vierzahlensatz schlieflen lassen, sind Rieszsche Ringe doch nur “fast” faktorielle Ringe.
Betrachten wir zwei Faktorisierungen aq - - - am = by - - - bn, so folgt in Rieszschen Rin-
gen nur, dass beide Faktorisierungen eine gemeinsame Verfeinerung besitzen: es existie-
ren Elemente ¢;; € R (1 <i<m, 1< j<n)mit a; = ¢;1 - ¢in und bj = cj -+ - cmy-
Fiir m = n = 2 ist dies gerade der Vierzahlensatz, der allgemeine Fall (der durch Induk-
tion aus dem Vierzahlensatz folgt) heifft die “Schreiersche Verfeinerungseigenschaft”.
Beispielsweise hat der Ring aller ganzen algebraischen Zahlen diese Verfeinerungsei-
genschaft, ist aber kein faktorieller Ring mangels irreduzibler Elemente.

Integritatsringe, in denen sich jedes von 0 verschiedene Element als Produkt einer
Einheit und irreduzibler Elemente schreiben ldsst, nennt man atomar. Damit gilt der
folgende

Satz 10 FEin Integritdtsring R ist genau dann faktoriell, wenn R Rieszsch und atomar
1st.

Beweis. In Rieszschen Ringen sind irreduzible Elemente prim nach Prop. 7; damit
sind Faktorisierungen in irreduzible Elemente bekanntlich eindeutig. Ist umgekehrt R
faktoriell, so ist R ein GGT-Ring und damit Rieszsch, und zweitens hat jedes Element
# 0 eine Faktorisierung in irreduzible (sogar prime) Elemente.

Diese Aussage ist (wegen Prop. 7) etwas schwécher als der bekannte Satz, wonach
Integritdtsringe genau dann faktoriell sind, wenn sie atomar sind und jedes irreduzible
Element prim ist.

Der Euklidische Aufbau der Zahlentheorie kann wie folgt schematisiert werden:

Euklid — GGT — Riesz — AP,

wobei AP fiir die Giiltigkeit des Euklidischen Lemmas steht, also fiir die Eigenschaft,
dass irreduzible Elemente (Atome) prim sind. Allgemeiner kann man folgende Inklu-
sionen zeigen:

Euklid C HI C Bezout

n N

ZPE C GGT C Riesz C AP
n

atomar

Hierbei bezeichnen HI Hauptidealringe, ZPE faktorielle Ringe (also solche mit ein-
deutiger Zerlegung in Prim-Elemente), und AP Ringe, in denen alle Atome (also alle
irreduziblen Elemente) prim sind. Bezoutringe sind solche, in denen je zwei Elemente
a, b einen ggT besitzen und sich dieser als R-Linearkombination von a und b schreiben
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lasst; gleichbedeutend damit ist, dass der Durchschnitt zweier Hauptideale wieder ein
Hauptideal ist.

Wihrend Hilbert die euklidische Geometrie auf eine moderne algebraische Grund-
lage gestellt hat, ist eine entsprechende Untersuchung der euklidischen Zahlentheorie
meines Wissens bisher nicht durchgefithrt worden. Man kann sich beispielsweise fragen,
in welchen Ringen folgendes gilt: sind a und b teilerfremd (also jeder gemeinsame Teiler
eine Einheit) und ist a | be, dann gilt a | c¢. Der erste Teil des Beweises von Prop. 2
zeigt, dass dies in Rieszschen Ringen gilt; der zweite Teil des Beweises benutzt aber die
Existenz des ggT, sodass wir nicht schliefen kénnen, dass solche Ringe auch Rieszsch
sind. Andererseits sind Ringe mit dieser Eigenschaft AP. Man kann nun allgemein die
Frage stellen, in welchen Integritdtsringen die Propositionen aus Euklids Zahlentheorie
gelten ,d.h. welche Axiome man zu ihrem Beweis benotigt.

7 Rieszsche Gruppen

In diesem Abschnitt wollen wir auf einige Verallgemeinerungen des Vierzahlensatzes
eingehen. Dazu werden wir etwas allgemeiner Rieszsche Gruppen untersuchen.

Sei R ein Integritétsring mit Quotientenkérper K. Wir erinnern daran, dass a | ¢
fiir a,c € K* bedeutet, dass es ein b € R gibt mit ab = c¢. Fiir die Untersuchung
von Teilbarkeitseigenschaften sind Einheiten irrelevant; es macht daher Sinn, statt K
die Faktorgruppe G(R) = K*/R* zu betrachten, die wir auch als Gruppe der von
(0) verschiedenen gebrochenen Hauptideale auffassen kénnen; die Elemente von G(R)
bezeichnen wir vorldufig mit aR* = (a). Die Gruppe G(R) ist halbgeordnet durch
(a) < (b) genau dann, wenn a | b, d.h. wenn g € R ist. Weiter ist (a) < (b) dquivalent
mit (ac) < (be) fiir ein beliebiges (¢) € G(R). Die Menge G(R)™ = {(g) € G(R) : (9) >
(1)} aller “positiven” Elemente besteht also aus allen ganzen Hauptidealen # (0) und
ist offenbar ein Monoid, das aus R* = R\ {0} durch Ubergang zu Idealen, also durch
Identifizieren aller Einheiten entsteht.

Wir wollen nun den Euklidischen Vierzahlensatz fiir R in diese Sprache iibersetzen.
Ist ad = be, so gilt a | be, folglich (a) < (b)(c) fiir die entsprechenden Hauptideale in
G(R). Nach dem Vierzahlensatz existieren r,s € R mit a = rs, b = ru, ¢ = ts und
d = tu. Also gilt r | b und s | ¢, und damit () < (b), sowie (s) < (¢). Daher gilt

Proposition 11 Sei R ein Integrititsring. Dann gilt der Vierzahlensatz in R genau
dann, wenn G(R) die folgende “Fuchssche Interpolationseigenschaft” Fo besitzt®: Sind
a,b,c € G(R) und ist a < be, dann gibt es eine Faktorisierung a = rs mit r,s € G(R)
derart, dass r < b und s < c ist.

Wir werden nun eine Reihe allgemeiner Interpolations- und Verfeinerungseigen-
schaften von halbgeordneten Gruppen G definieren:

— Die “Fuchssche Interpolationseigenschaft” Fy: Sind a, b1, ..., bp € G, und ist
a<bi--bp,sogibtesa; € GT mita=ay...an und a; < b; fiir 1 <1i <n.
— Die “Rieszsche Interpolationseigenschaft” Rm n: Sind a1,...,am, b1,...,bn € G

gegeben mit a; < bj; fiir alle 1 <4 <m und 1 < j < n, dann gibt es ein ¢ € R mit
Qg S C S bj.

16 Ab jetzt bezeichnen wir die Elemente von G(R) statt (a) einfach mit a.
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— Die “Schreiersche Verfeinerungseigenschaft” Sm n: Sind ai,...,am, b1,...,bn €
Gt gegeben mit aj ---am = b1 ---bn, so gibt es Elemente ¢;; € e 1<i<m,
1<j<n)mit a; = ¢j1 -+ ¢jp und bj = c15 - Cpyje

— Die “Euklidische Verfeinerungseigenschaft” Em, n: Sind a,b;,c; € Gt unda < bic;
firi=1,...,mund j = 1, ..., n, dann gibt es eine Faktorisierung a = rs fiir
r,s€G+ mit 7 < b; und s <¢j fiirallel1 <i<mund 1 <5 < n.

Die Eigenschaften R o und Rp 2 kann man so auffassen: zu a1, a2 gibt es b,c € G
mit b < a; und az < c¢; halbgeordnete Gruppen mit dieser Eigenschaft nennt man
gerichtet”. Die Teilbarkeitsgruppen G(R) von Integritéitsringen sind automatisch ge-
richtet: zu a1,a2 € K™ gibt es, wie man sofort sieht, immer ein ¢ € K™ mit a1 | c,
a2 | ¢ (man wéhle ¢ als das Produkt der (beliebig gewihlten) Zéhler von a1 und ag).
Analog findet man immer ein b € K* mit b | a; und b | as.

Jetzt behaupten wir

Satz 12 Fir eine halbgeordnete gerichtete abelsche Gruppe G sind folgende FEigen-
schaften gleichbedeutend:

1. In G gilt Ra2;

2. In G gilt Rmn fir alle m,n > 0;

3. In G gilt Fy;

4. In G gilt Fy, fiir allen > 1;

5. In G gilt So9;

6. In G gilt Smn fir alle m,n > 1;

7. In G gilt Fq1;

8. In G gilt Em,n fir alle m,n > 1;

9. In G gilt [1,a] - [1,b] = [1,ab] (hier ist [a,b] = {r € G:a <r < b}).

Die Voraussetzung, dass G gerichtet ist, braucht man nur, um von R3 2 auf Rm n
schlieBen zu koénnen. Die Beweise sind alle elementar (im wesentlichen vollstédndige
Induktion) und brauchen hier nicht vorgefiihrt zu werden.

Halbgeordnete abelsche Gruppen, welche die in Satz 12 angefiihrten Eigenschaften
haben, nennt man nach L. Fuchs [13] Rieszsche Gruppenls. Diese wurden erstmals
von F. Riesz [25] 1940 untersucht, danach von H. Bauer [3] und Birkhoff [6]. In diesen
Arbeiten findet man auch Teile des Beweises von Satz 12 und weitere zu 1 — 9 dqui-
valente Eigenschaften. Die Schreiersche Verfeinerungseigenschaft Si,n ist die Verall-
gemeinerung des Vierzahlensatzes, welche Kalmar zum Beweis des Fundamentalsatzes
der Arithmetik benutzt hat. Im zweiten Teil werden wir schliefilich die Euklidische
Verfeinerungseigenschaft benstigen.

Abschlieflende Bemerkungen

Wer sich nidher mit der Zahlentheorie Euklids befasst, st68t schnell auf die zentrale
Rolle seiner Proposition VII.19, des Vierzahlensatzes. Aber auch wer sich nur fiir die
Geschichte der Zahlentheorie vor Gauf} interessiert, muss Euklids zahlentheoretische
Biicher, und insbesondere das zentrale Ergebnis VII.19, kennen: der oft formulierte

7 Daa < bzub! < a~! dquivalent ist, ist eine halbgeordnete Gruppe bereits gerichtet,
wenn z.B. R o erfiillt ist.

18 Genauer wird bei Rieszschen Gruppen auf die Forderung der Kommutativitit verzichtet;
in diesem Fall sind nicht mehr alle Eigenschaften aus Satz 12 gleichbedeutend.
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Vorwurf, Euler hdtte an manchen Stellen implizit ein Ergebnis von Gauf3; ndmlich die
eindeutige Primzerlegung, verwendet, ist in dieser Form erstens ohnehin etwas ana-
chronistisch, und vor dem Hintergrund von Euklids VII.19 wohl auch nicht haltbar'?.
Mit diesen Bemerkungen soll Euler nicht von jeglicher “Schuld” reingewaschen werden:
eine erkleckliche Anzahl seiner Beweise sind nach heutigem Verstéindnis nicht rigoros,
und nicht alle Liicken lassen sich mit Euklid fiillen. Der Pauschalvorwurf aber, Euler
hétte oft stillschweigend die eindeutige Primzerlegung benutzt, sollte vielleicht doch
iiberdacht werden.
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