MATHEMATIK BASISFACH, DELTA

FRANZ LEMMERMEYER

Der Buchner Verlag hat mir diese Woche eine Leseprobe ihres fiir 2020
angekiindigten Buchs fiir das Basisfach Mathematik zugeschickt, das
seit 2019 unterrichtet wird. Bei neuen Biichern, das habe ich bei den
10 Reformen der letzten 12 Jahre gelernt, ist ein bedéchtiges Vorgehen
gut, weil neue Biicher, die schnell einer neuen Reform hinterhergewor-
fen werden, in der Regel vor Fehlern nur so strotzen. Und weil mir die
erste Aufgabe, die ich gesehen habe, verdichtig vorkam, habe ich sie
durchgerechnet. Und mich gewundert. Und den Rest auch noch ange-
sehen.

Wer starke Nerven hat, darf mir jetzt auf dem Weg in das Wunderland
der neuen Mathematik-Schulbiicher folgen. Aber nur im Sitzen.

Die Aufgabe, die mir die Lektiire der Leseprobe nahelegte, war die
folgende (Seite 6 der Leseprobe, Seite 38 im Buch).

Gegeben ist die Funktion f mit p:y = Vx + 2 (x - 4).

a) Geben Sie den maximalen Definitionsbereich der Funktion f an und erliutern Sie dies.

b) Bestimmen Sie die Nullstelle(n) des Graphen von f sowie seine Extremstelle(n).

€) Skizzieren Sie den Graphen der Ableitung von f. Beschreiben Sie Ihre Vorgehensweise.

d) Bestimmen Sie die Stelle, an der der Graph von f parallel zur Geraden y = x + 4 verliuft.

e) Nehmen Sie Stellung zu folgender Aussage: ,Uber einem Intervall streng monoton
steigende Funktionen kénnen in der ersten Ableitung in diesem Intervall keine Null-
stelle haben.”

f) Entscheiden Sie begriindet, welcher der abgebildeten Graphen der Graph der
Ableitungsfunktion von fist.

ABBILDUNG 1. Aufgabe zur Klausurvorbereitung
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Gegeben ist die Funktion f mit p:y = vz + 2(x — 4).

a) Geben Sie den maximalen Definitionsbereich der Funktion f an
und erldutern Sie dies.

b) Bestimmen Sie die Nullstelle(n) des Graphen von f sowie seine
Extremstellen.

c¢) Skizzieren Sie den Graphen der Ableitung von f. Beschreiben
Sie Thre Vorgehensweise.

d) Bestimmen Sie die Stelle, an der der Graph von f parallel zur
Geraden y = x + 4 verlauft.

e) Nehmen Sie Stellung zu folgender Aussage: ,,Uber einem Inter-
vall streng monoton steigende Funktionen kénnen in der ersten
Ableitung keine Nullstellen haben.*

f) Entscheiden Sie begriindet, welcher der abgebildeten Graphen
der Graph der Ableitungsfunktion von f ist.

Losung.
Bereits die erste Zeile ist offenkundig Unsinn. Heifit die Funktion jetzt

f oder p?

a) Die Bestimmung des maximalen Definitionsbereichs ist sicher-
lich kein Problem fiir den 3-stiindigen Basiskurs, wenn das The-
ma seit 2004 fiir den 4-stiindigen Kurs auf erhchtem Niveau zu
schwer war.

Sei’s drum: D = {x € R: z > —2}.

b) Nullstelle(n) ist kein Problem: Der Satz vom Nullprodukt ergibt
r1 = —2und zo = 4.

Fiir die Extremstellen braucht man f’(z). Wir finden

oy r—4 .
f(x)——2m+v + 2.

Nullsetzen und Wegschaffen des Nenners liefert
O=z—4+4+2(x+2)=3x, also z;=0.

Um nachzurechnen, dass es sich um eine Extremstelle handelt,
braucht man entweder die zweite Ableitung (die kommt aber
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erst im dritten Kapitel), oder man vereinfacht f’(x) durch Bil-
den des Hauptnenners zu
3T

, —_—
fla) = 7——
Offenbar liegt (auch fiir Schiiler des Basisfachs) eine Nullstelle

mit Vorzeichenwechsel vor, ndmlich von — nach +. Also haben
wir einen Tiefpunkt.

Man lésst den Taschenrechner eine Wertetabelle machen, nimmt
Papier und Stift in die Hand (Rechtshénder in die rechte, Links-
hénder in die linke) und zeichnet (reicht das als Beschreibung
der Vorgehensweise?):

3

2
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|
N

Hier muss man offenbar die Gleichung f'(z) = 1 lésen. Aus
3r = 2v/x + 2 erhélt man nach Quadrieren die quadratische
Gleichung 922 — 4x — 8 = 0, welche die beiden Losungen z; ~
—0,75 und z5 =~ 1,19 besitzt. Weil man eine Wurzelgleichung
durch Quadrieren gelost hat, muss man die Probe machen; ein
Blick auf das Schaubild der Ableitung zeigt, dass nur z, eine
Losung der Gleichung f'(z) =1 ist.

Meine Stellungnahme wiére, dass das hochgradiger fachsprach-
licher Unsinn ist. Die Aussage, eine Funktion habe in der Ab-
leitung eine Nullstelle, hat man vor 2019 in keinem einzigen
Mathematikbuch finden konnen. Zu recht: hier steht ja, dass
die Funktion f eine Nullstelle hat, und zwar in der Ableitung.
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Das ist dhnlich sinnvoll wie die Behauptung, die Funktion f
habe eine Nullstelle, und zwar in Frankreich.

Gemeint ist natiirlich folgende Aussage: ,Ist f eine auf einem
Intervall streng monoton steigende Funktion, dann hat f’ in
diesem Intervall keine Nullstelle.* Dies ist eine Aussage, und sie
ist falsch: Die Funktion f(z) = 2? ist streng monoton steigend,
aber die Ableitung f’(x) = 322 hat eine Nullstelle.

Die Monotonie von f(x) = x kénnte man nachrechnen, wenn
Monotonie eine Definition hatte und wenn die Schiiler wiissten,
wie man mit einfachen Ungleichungen umgeht. Weil das nicht
der Fall ist, wird Monotonie iiber die Ableitung erklart, d.h. eine
Funktion wird als streng monoton steigend bezeichnet, wenn
ihre Ableitung positiv ist. Im Buch heifit es dazu auf S. 12:

e In Intervallen, in denen f’(z) > 0 ist, ist f streng monoton
steigend.

e In Intervallen, in denen f'(x) < 0 ist, ist f streng monoton
fallend.

Mehr steht dazu nicht da; insbesondere erfdhrt man nichts da-
riitber, ob das jetzt ein Satz oder eine Definition ist. Wére es eine
Definition, miissten die Bedingungen nach {iblichem Sprachge-
brauch notwendig und hinreichend sein. Fiir Schiiler des Ba-
siskurses ist es sicherlich kein Problem zu glauben, dass der
Zusammenhang zwischen Monotonie von f und dem Vorzei-
chen der ersten Ableitung f manchmal stimmt und manchmal
nicht.

Wieso ldsst man die Schiiler in ¢) die Ableitung zeichnen und
fragt dann in e), welche der gegebenen Schaubilder zu f’ gehort?
Die Antwort ist einfach: Weil keines der Schaubilder die Ablei-
tung f’ zeigt. Vielmehr geht es hier nicht um die Ableitungs-
funktion, sondern um die Funktion f selbst. Wie man schnell
sieht, ist der griine Graph derjenige von f.

Dass der Graph von f und die an xz- und y-Achsen gespiegel-
ten Graphen nicht durch die Punkte (0| & 6) gehen, sieht man
mithilfe von geogebra besser:
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Jetzt hat mich doch interessiert, warum hier ein Verlag Harakiri be-
geht, indem er mit einer Leseprobe Werbung fiir ein Buch macht, dem
offenkundig ein Lektor gefehlt hat. Ich habe also weitergelesen.

Das Buch beginnt auf S. 8. mit folgendem Einstieg:

In diesem Kapitel wollen wir die Arbeitsweise eines Ma-
thematikers simulieren. Die Phdnomene, mit denen wir
uns beschdaftigen, sind einerseits Terme, andererseits ih-
re zugehorigen Graphen mit ihren Eigenschaften wir Ex-
trempunkte oder Monotonieverhalten. Wir gehen dabei
so vor, dass wir Terme auf verschiedene Arten mitein-
ander kombinieren.

Wenn Leute versprechen, die Arbeitsweise eines Mathematikers simu-
lieren zu wollen, kommt meist Quark dabei raus. Die Autoren bilden
hier keine Ausnahme. Schuster bleib bei deinen Leisten, mochte man
ihnen da zurufen, wiisste man nicht genau, dass sie das Sprichwort gar
nicht verstehen.

Von Termen und ihren zugehorigen Graphen blafaseln die Autoren. Wie
sieht der Graph des Terms 2abc aus? Ich wiisste noch nicht einmal, wie
der Graph von 1 oder x aussieht. Ich wusste bisher auch nicht, dass
Extrempunkte Eigenschaften von Graphen sind.

Das Kombinieren von Termen ist eine Marotte der Autoren. Das treibt
Bliiten, konnte man sagen, ware das Ergebnis nicht eine mathematische
Katastrophe. Der Anfang geht noch:
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In einem ersten Schritt kombinieren wir Terme, indem
wir sie additiv miteinander verknipfen.

Vermutlich verstehen Schiiler besser, wie man Dinge addiert, wenn man
statt addieren ,,additiv miteinnander verkniipfen sagt®. Ich habe das
noch nie ausprobiert.

In einem zweiten Schritt kombinieren wir Terme, indem
wir sie multiplikativ miteinander verknipfen.

Ob Quotienten erlaubt sind, weifl ich nicht. Miisste man, um Funktio-
nen f(z) = % zu bekommen, nicht auch irgendwie etwas dividieren?
Oder ist das nur nicht Teil der Simulation der Arbeitsweise eines Ma-
thematikers? Und wie sieht es mit der subtraktiven Verkniipfung aus?

Geben tut es die jedenfalls:

Bisher haben wir vor allem ganzrationale Funktionen, z.B. f mit f(x) = x* + 2x - 1, betrachtet;
in ihnen sind Termbausteine (hier x*, 2x und 1) entweder additiv oder subtraktiv verkniipft.

In einem dritten Schritt kombinieren wir Terme, indem
wir sie verketten. Dabei entsteht eine innere und eine
dufSere Funktion.

Leider erkldren uns die Autoren nicht, wie man die Terme 2ab und c+d
verkettet, und was dabei die innere und die duflere Funktion sein soll.

In einem vierten Schritt nehmen wir den Sinus und Ko-
stnus hinzu und kombinieren sie mit linearen Termen.

Sie werden jetzt also nicht mehr mit linearen Termen verkniipft oder
verkettet, sondern kombiniert. Ist das etwas anderes? Ist es wichtig?
Und warum konnen wir sie nicht mit quadratischen Termen kombi-
nieren? Ich vermute, das liegt daran, dass die Schiiler des Basisfachs
Mathematik dafiir zu doof sind.

Wie man Funktionen (oder deren Schaubilder, so genau weif§ man das
nicht) auf Symmetrie untersucht, steht auf S. 10. Im wesentlichen geht
es dabei um Potenzfunktionen, und die sind so definiert:

Potenzfunktionen haben die Funktionsgleichung f(x) =
" mitn € Q,

Aha. Ist wohl besser so. Zahlen mit mehr als 10 Nachkommastellen
kann es nicht geben, weil die in keinen Taschenrechner passen. Der Herr
Professor Miickenheim aus Augsburg wiirde das begriilen. Anderswo
haben Potenzfunktionen iibrigens die Funktionsgleichung f(z) = a-z".
Auf S. 11 geht es weiter:
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Da der Funktionsterm sowohl gerade als auch ungerade
Ezxponenten enthilt, liegt keine Symmetrie vor.

Amen. So steht es geschrieben. Merke: Usprungsgeraden sind zwar
punkt-, aber nicht achsensymmetrisch; Parabeln sind nur dann ach-
sensymmetrisch, wenn sie die Gleichung y = ax?® + ¢ haben. Das ist
sicherlich wichtig, wenn man Aufgabe 23 auf S. 25 16st, wo man das
Schaubild von f(x) = (z+2)*+ (z —1)? auf Symmetrie zu untersuchen
hat.

Bereits im néchsten Satz werden nur noch solche Potenzfunktionen
f(x) = 2™ mit n € Q betrachtet, bei denen n gerade oder ungerade ist.
Die allererste Aufgabe nach der Behandlung von f(z) = 2" mit n € Q,
bei dem n gerade oder ungerade ist, ist dann die folgende:

Die Abbildung zeigt das Schaubild einer y -
Funktion, deren Gleichung die Form y = a-x’ T P..

hat. Welche Aussagen konnen Sie ohne ] é é oD ; é;
Rechnung (iber a und r machen?

Bestimmen Sie die Parameter a und r anhand der gegebenen Punkte P (10,5) und Q (4| 1).
Lésung: r muss eine Bruchzahl sein, denn der Graph ist offensichtlich der einer Wurzelfunktion.
a muss positiv sein; da der Graph aber eher flach ist, ist a < 0.

Ansatz:PundQin y = a-x" einsetzen.

P0S=qa-"">a=05 Q'1=054"=r=05

WEeil die Funktion z > 1 langsamer wéchst als y = x, muss r < 1
sein. Weil f(0) = 0 ist, muss weiter r > 0 gelten. Wegen a = f(1) ist
0 < a < 1 (ist das schon eine Rechnung gewesen?). Die Losung der
Autoren ist eine andere:

r muss eine Bruchzahl sein, denn der Graph ist offen-
sichtlich der einer Wurzelfunktion.

Offenbar heiflen Zahlen r, die zwischen 0 und 1 liegen, Bruchzahlen,
und die zugehorigen Potenzfunktionen heiflen dann Wurzelfunktionen.
Und ganz offenbar muss eine Wurzelfunktion vorliegen, denn die Po-
tenzfunktionen f(z) = 2" mit n € Q, bei denen n gerade oder ungerade
ist, haben anders ausgesehen.

a muss positiv sein; da der Graph aber eher flach ist, ist
a < 0.

Druckfehler; vermutlich meinten sie a < 1. Aber die Begriindung ist
offenkundig schwachsinnig. Welches Ergebnis liefert diese Argumenta-
tion, wenn man sie auf f(z) = 22%° bzw. auf g(z) = 0,22%° anwendet?
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Auch die letzte Aufgabe auf Seite 11 hat es in sich:

2.2 Ordnen Sie aufgrund ihres Verhaltens fiir x— % oo jedem Graphen die passende Funktion

Zu.
f(x) = -x*+4x* +2 ) =x*+x+2
fx) =X +x*+1 f(x ) = =24 —x+1

Anhand des Verhaltens fiir x — 400 kann ich f(z) = z® + 2% + 1
und g(z) = 2° — 22% — x + 1 nicht auseinanderhalten. Dass das zweite
Schaubild keine kubische Funktion ist, kénnte man an der fehlenden
Punktsymmetrie erkennen. Allerdings haben ja in diesem Buch kubi-
sche Funktionen, in denen der Termbaustein 2?2 additiv und mit einem
etwaigen Vorfaktor multiplikativ verkniipft vorkommt, keine Symme-
trie; da wird es dann eng. Weil man an Polynomfunktionen die Tangen-
te in x = 0 ablesen kann, indem man nur den linearen Teil behélt, hat
f Tangente y = 1 in x = 0, das Schhaubild von g dagegen y = —x + 1.
Aber wer sieht das schon? Auch dass f fiir positive x keine Nullstelle
hat ist fiir Schiiler im Basisfach unsichtbar.

Nach der mustergiiltigen Besprechung von Symmetrie und Verhalten
im Groflen geht es auf S. 12 an den Begriff der Ableitung:

Als Ableitung bezeichnet man den Grenzwert des Diffe-
rentialquotienten.

Nimm das, Basisfachler!
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Es gibt viele Arten, die Summenregel zu motivieren. Die graphische Me-
thode, welche die Autoren auf S. 14 anwenden, ist absolut unverstéind-
lich: Aus einem Koordinatensystem mit Schaubildern von sechs ver-
schiedenen Funktionen eine triviale Eigenschaft herauszulesen ist ver-
wirrend, sogar fiir mich (sh. Abb. [2).

Schauen wir uns noch eine andere Kombination an: Wir multiplizieren den Baustein (x + 1)
mit sich selbst, addieren den Baustein (x — 1) dazu und erhalten
f(x) = +(x-1) =+2x+1+x-1=2+3x

Y
201

(S

_l
‘\
\
|
.
N
i
=y

Ermittelt man graphisch die Ableitungsfunktion dieser Terme, erhalt man obenstehendes Bild
(die Ableitungsfunktionen sind jeweils in derselben Farbe wie die Funktionen gestrichelt).
Man erkennt, dass die Ableitungsfunktion des Summenterms die Summe der Ableitungen der
beiden Summanden ist. Dies bestatigt das Ergebnis von oben. Wir kénnen also festhalten:

ABBILDUNG 2. Herleitung der Summenregel

Auflerdem macht mich das sténdige Geschwurbel von Termbausteinen
wahnsinnig. Es ist, als ob man im Kindergarten vor dem LEGO-Eimer
sitzt.

Tatséchlich wird diese Bausteinmanie derart exzessiv praktiziert, dass
man versucht ist, per Ferndiagnose irgendwelche psychischen Traumata
zu diagnostizieren. Den Autoren wiirde es nie einfallen, einfach nur die
Funktion f(z) = 3z zu betrachten; stattdessen gehen sie so vor:

Nun kombinieren wir den reinen Zahlterm 3 mit Termen
so, dass er einen Vorfaktor darstellt. Man erhdlt z.B.
den Term 3x.

Irgendwie habe ich das Gefiihl, dass die Autoren iiberzeugt sind, etwas
Groflartiges geleistet zu haben, wenn sie beim Term 3x angekommen
sind.

Wir schauen uns die Steigungen der zugehdrigen Funk-
tionen an:
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Erstaunlich ist, dass zu einem Term jetzt plotzlich zwei Funktionen
gehoren, und dass diese Funktionen Steigungen besitzen: eine Seite
vorher hatten noch die Tangenten oder die Graphen Steigungen.

g(x) = x hat Steigung 1, h(x) = 3z hat Steigung 3.

Eine profunde Erkenntnis. Der Sinn der Termkombination liegt darin,
dass man nach zwei solcher Beispiele die Faktorregel hergeleitet hat:

Faktorregel fir Ableitungen: Die Funktion f = ¢ - g(x)
(c € R) hat die Ableitung f' mit f'(z) = c- ¢'(z).

Ist es Absicht oder Nachldssigkeit, wenn hier f = ¢- g(x) steht anstatt
»f mit f(z) =c- g(x)“? Ich will es gar nicht wissen. Weiter im Text:

Nun kombinieren wir den Term x multiplikativ mit sich
selbst und erhalten die Funktion f(z) = x?. Stellt man
die Funktion graphisch dar, erhdlt man eine Parabel, de-
ren Steigungen eine Gerade ergeben.

H&? Ich weifl wohl, was die Autoren meinen, wenn sie sagen, die Stei-
gungen der Parabel ergiben eine Gerade. Aber konnen die das in ein
Schulbuch schreiben? Yes they can.

Wir nehmen ein weiteres x hinzu und erhalten den Funk-

tionsterm f(x) = x3.

Bob der Baumeister kocht Funktionsterme nach Rezept.
Wir haben anhand dieser Beispiele plausibel gemacht:
Potenzregel fiir Ableitungen.

Fiir jede natiirliche Zahl n als Exponent hat die Po-
tenzfunktion f(x) = x™ die Ableitungsfunktion f'(x) =
n-a" L

Das steht auf S. 19. Auf S. 22 kénnen die Schiiler dann f(z) = /x
ableiten, ohne dass die Potenzregel irgendwie auf “Bruchzahlen“ aus-
gedehnt worden wére, und noch eine Seite spéter geht das auch mit
flz) = % Das hat der Lambacher-Schweizer so vorgemacht, aber bei
dem lag zwischen natiirlichen und reellen Exponenten immerhin ein
Schuljahr. Die Autoren haben die Schiiler auf S. 16 daran erinnert, wie
negative Exponenten zu gebrauchen sind:

Zur Erinnerung: x* = % fir k € N.

Kann passieren. Aber nicht so oft.
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Die Genderrevolution in den Mathematik-Schulbiichern hat die Mehr-
zahl der Autoren, soweit ich deren Alter durch Informationen im Netz
abschétzen konnte, am eigenen Leib erfahren. Sie merken deshalb auch
gar nicht, was sie da tun (S. 19):

e Axel meint: ,, Wenn man den Graphen einer Funktion an der y-
Achse spiegelt, so spiegelt sich auch der Graph der zugehorigen
Ableitungsfunktion an der y-Achse.“ Hat er recht? Begriinden
Sie.

e Catrin meint: , Wenn man den Graphen einer Funktion an der x-
Achse spiegelt, so spiegelt sich auch der Graph der zugehorigen
Ableitungsfunktion an der z-Achse.“ Hat sie recht? Begriinden

Sie.

Einfache Ubung: Axel ist ein Junge, Catrin ein Midchen. Also hat Axel
nicht recht, Catrin schon. Drei Seiten spéter ist Selina dran, aber allein:

Selina sagt: ,Wenn eine Funktion durch Multiplikation
des Gliedes mit der héochsten x-Potenz mit 4 gestreckt
wird, so muss man auch die Steigung an dieser Stelle
mit 4 multiplizieren.

Axel sagt nichts, wahrscheinlich weil er weif}, dass er ein Junge ist und
sowieso nie recht hat; also hilft uns die Gendertechnik bei der Beant-
wortung der Frage nicht. Vermutlich bin ich zu alt um zu verstehen,
was Selina gemeint hat. Oder sie ist sehr blond. Wie kann man eine
Funktion mit 4 strecken? Womit wird das Glied mit der héchsten -
Potenz multipliziert? Warum muss ich die Steigung multiplizieren und
wozu? Und an welcher Stelle?

Natiirlich kann ich raten, was die Autoren Selina in den Mund legen
wollten: Wenn man in der Funktion f(x) = x+1 die hochste Potenz von
x mit 4 multipliziert (also ,streckt“), dann wird die Ableitung ebenfalls
mit 4 gestreckt (also multipliziert). Das scheint sogar richtig zu sein:
f'(x) =1, und g(x) = 4x + 1 hat Ableitung ¢'(x) = 4. Wir versuchen
das ganze noch mit f(x) = z + 2 und f(x) = x + 3 und zitieren dann
die Autoren (S. 27):

Zwar geniigen dreir Positivbeispiele nicht, um einen Satz
zu beweisen, aber tmmerhin, um thn plausibel zu ma-
chen.

Nach einer langen Diskussion auf Seite 20, in der es darum geht, dass die
Ableitung einer Funktion sich &ndert, wenn man die Funktion &ndert
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Bisher haben wir vor allem ganzrationale Funktionen, z.B. f mit f(x) = x* + 2x— 1, betrachtet;
in ihnen sind Termbausteine (hier x>, 2x und 1) entweder additiv oder subtraktiv verkniipft.

Zur Erinnerung: Im Folgenden wollen wir die multiplikative Verknlipfung von Termbausteinen betrachten.

3. binomische Formel Zunichst verkniipfen wir die beiden Termbausteine (x* - 1) und (x +2) additiv miteinander
= y2, :

e+ 1)-(=1)=x*~1 " ynd schauen uns sowohl die Graphen von und f,(x) = x + 2 anals auch den

Graphen der durch Addition entstandenen Funktion f; (x) = (* = 1)+ (x +2) = ¥’ +x +1.

Man erkennt: Die Addition der beiden Funk-
tionen veréndert den Graphen der Funktion,
die den hoheren Grad hat (also f; (x)), nicht
wesentlich, er verschiebt sich, wodurch sich
auch die Anzahl der Nullstellen dndert; der
prinzipielle Kurvenverlauf aber ist ahnlich.
Nun multiplizieren wir die beiden Terme mit-
einander und betrachten die daraus resul- 5115 g 05 o579 |45 | 2 [X

tierende Funktionsgleichung und deren =t
Graphen:

Wir sehen, dass sich nun einiges verandert ? ':/

hat: Der prinzipielle Kurvenverlauf hat { I

sich ebenso verdndert wie die Anzahl der /i

Nullstellen, die Anzahl der Extrempunkte, I (! N
das Steigungsverhalten, die Monotonie. 75 |15 I Ng,5 oA [qfs 1 3 Tx
Insofern ist es folgerichtig, dass sich auch =t

die Ableitung dndert, wenn das Produkt aus ! - 8
Termen gebildet wird.

| I | ! i |

Bildet man das Produkt zweier Funktionen, entsteht eine neue Funktion mit ganzlich
anderen Eigenschaften als die beiden Ausgangsfunktionen. Unter anderem ist auch deren
Steigungsverhalten véllig verschieden und somit deren Ableitung.

ABBILDUNG 3. Herleitung der Produktregel

(auch an einen Spezialfall der dritten binomischen Formel wird erin-
nert), kommt die Schlussfolgerung

Bildet man das Produkt zweier Funktionen, entsteht eine
neue Funktion mit gdnzlich anderen Eigenschaften als
die beiden Ausgangsfunktionen. Unter anderem ist auch
deren Steigungsverhalten villig verschieden und somait
deren Ableitung.

Grammatikalisch korrekt hétte es natiirlich heiflen miissen, dass das
Produkt génzlich andere Eigenschaften besitzt als die Ausgangsfunk-
tionen, oder dass eine Funktion mit génzlich anderen Eigenschaften als
die der beiden Ausgangsfunktionen entsteht. Aber korrekte Grammatik
wiére hier Perlen vor die Sdue geworfen: Bestenfalls ist dieser Sermon
nichtssagend (in der Einleitung zum Problem ging es natiirlich nicht
um das Produkt zweier Funktionen, sondern um die multiplikative Ver-
kniipfung zweier Termbausteine). Was wiire denn die Alternative? Dass
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die Funktion dhnliche Eigenschaften beistzt wie die Ausgangsfunktio-
nen? Die Behauptung im Text ist, dass Addition zweier Funktionen
den prinzipiellen Verlauf des Schaubilds nicht oder nur unwesentlich
andert, etwa bei der Addition der Termbausteine z? — 1 und = + 2.

Die “Herleitung* der Produktregel ist durch den Abstecher zu Fléchen-
inhalten von Rechtecken ziemlich konfus geraten; im Wesentlichen dient
diese Exkursion nur dazu, die algebraische Trivialitit a—c = a—b+b—c
zu veranschaulichen. Dass bei der Herleitung w(z + h) unvermittelt und
kommentarlos zu u(z) wird, ist hoffentlich nur ein Druckfehler.

Auf S. 24 und S. 26 wird dann noch der Begriff der Minimalstelle
eingefiihrt. Das ist die xz-Koordinate eines Tiefpunkts des Schaubilds
einer Funktion.

Kriminell wird es bei der Verkettung von Funktionen auf S. 28:

Auch im Alltag spielt die Verkettung von Ausdriicken ei-
ne Rolle. Fbenso wie in der Mathematik ist die Reihen-
folge der Verkettung in der Regel von Bedeutung. Un-
tersuchen Sie folgende Beispiele auf u(v(x)) = v(u(z))
bzw. u(v(x)) # v(u(z)):

a) Macht der Sprache und Sprache der Macht

b) Studie der Themen und Themen der Studie

¢) Rundfahrt der Sieger und Sieger der Rundfahrt

d) Liga der Champions und Champions der Liga

e) Teiler der Zahl und Zahl der Teiler

Blodheit der Autoren und Autoren der Blodheit? Ich soll untersuchen,
ob es einen Unterschied zwischen Nominativ und Genitiv gibt? Was
hat das mit der Verkettung von Funktionen zu tun?

Dass der Definitionsbereich bei der Verkettung zweier Funktionen (oder,
wie die Autoren es gerne hétten, von Termbausteinen) der Definitions-
bereich noch nicht einmal en passant erwahnt wird, lasst tief blicken.
Die Funktion f(x) = u(v(z)) ist etwa fiir u(z) = vz — 1 und v(z) =

—x2 an keiner Stelle definiert.

Es ist auch beileibe nicht so, dass man eine Funktion f eindeutig als
die Verkettung zweier Funktionen u und v schreiben kann; vielmehr
ist f(z) = u(v(x)) fir u(z) = f(z) und v(x) = x ebenso wie fiir

u(r) = f(2r) und v(z) = § und unzéhlige andere Moglichkeiten. Im
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Falle von f(z) = (z +2)? (S. 28, Aufg. 5) kann man zwar u(z) = z*
und v(x) = = + 2 wihlen, die Bestimmung von g(z) = v(u(z)) (und
nicht f(z) = v(u(z)) wie im Buch) zu fordern ist aber unsinnig, weil
dies von der Wahl von u und v abhéngt. Auch in Aufgabe 6 kann man
nicht verlangen, die innere und die duflere Funktion zu bestimmen,
sondern nur jeweils eine.

Recherchieren Sie: Was versteht man unter dem isope-
rimetrischen Problem. Was hat es mit dem Inhalt dieses
Kapitels zu tun?

Antwort auf die zweite Frage: Nichts. In diesem Kapitel ging es um
Ableitungsregeln, und in einer Aufgabe um die Bestimmung des Maxi-
mums einer quadratischen Funktion. Beim isoperimetrischen Problem
geht es darum, eine Funktion zu finden, welche etwas maximiert.

Nachhaltigkeit wird in diesem Buch fast so grof§ geschrieben wie der
kreative Umgang mit Fehlern. Wenn auch nur manchmal:

fE] Aus den beiden Funktionen f, (x) = x* 4y H-z
und f,(x) = 3x - 2 wird die Funktion T / 7
f3(x) = x*+ (3x - 2) gebildet. 2+
Im Bild sind die Graphen von f,, f,, fy, f', f; I I I e s 7 [ [ ||

und f3 dargestellt. Welcher Graph gehért 2115 -I1/7.{ /‘6% I W

zu welcher Funktion bzw. Ableitungs- /" [ ]

funktion?

Das Papier, das man dabei gespart hat, muss der Lehrer aber durch
erhohten Alkoholkonsum wieder ausgleichen. Gewonnen ist dabei also
nichts. Und warum, bitteschon, sind die Achsen in den Schaubildern,
die das Buch présentiert, so oft unterschiedlich skaliert? Damit man
die Steigung der Tangenten besser ablesen kann?

Dies ist beileibe kein Einzelfall (man schaue sich noch einmal Abb.
an): Auch in Abb. {4|sind alle Koordinatensysteme durch dieselbe selt-
same Skalierung verzerrt. Wer sich noch an die erste Aufgabe erin-
nert, wird sich fragen, ob die Autoren diesesmal bei der Zuordnung
von Schaubildern und Funktionen aufgepasst haben. Haben sie nicht:
Das Schaubild von f hat Nullstellen in z; = —1, 2o = 0 und z3 = 1,
folglich liegt zwischen z; und x5 bzw. zwischen 5 und x5 (mindestens)
ein Extrempunkt. Also hat f” in diesen Intervallen Nullstellen, folglich
ist keines der Schaubilder dasjenige von f’.
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[Z] Auf den vier Bildern sind die Graphen verschiedener Ableitungsfunktionen dargestellt.
Welcher gehort zur Ableitungsfunktion von f mit f(x) = (x+ x) - (x — 1)? Begriinden Sie
lhre Entscheidung.

T % T t
B {s¥ | gs] | T8
| R
3 vA _ 4 & 1 '
2__ 4 i 2 . {
| i~ it ot
S -tsl el ] Lals ] [4ls ] 2

hldsl il gs
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ABBILDUNG 4. Zuordnung von Schaubildern

=y

(o=
(%
wi
r

Denkbar ist auch, dass die Autoren einmal mehr Funktion und Ablei-
tung verwechselt haben und nach dem Schaubild von f fragen wollten;
dies miisste in etwa Schaubild 1 sein.

Lobenswert auch das Einbinden von auf Englisch gestellten Aufgaben:

% m Calculate the derivates of f and determine all x for which the graph of f has a horizontal
tangent.
a) f(x) = 3(x+1) b) f(x) = 8’ +4x

Hétten die Autoren gewusst, wie man das Internet benutzt, um her-
auszufinden, ob die eigene Ubersetzung ins Englische korrekt ist, oder
hétten sie google translate nicht blind vertraut, dann hétten sie nicht

Calculate the derivates of f and determine all x for
which the graph of f has a horizontal tangent.

geschrieben, sondern

Determine the derivative of f and find all values of x at
which the graph of f has a horizontal tangent.

Oder so ahnlich.

Erfreulich ist auch, dass es fast keine Aufgaben aus der Lebenswelt der
Schiiler mehr gibt; so kann man sich als Autor nicht mehr blamieren.
Eine Aufgabe ist aber denoch reingerutscht:
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Am Elbufer wird téglich der Wasserstand gemessen. Durch Ebbe und Flut entsteht eine
wellenférmige Kurve, wenn man die Werte in einem Koordinatensystem veranschaulicht.
Die Messwerte kdnnen durch folgende Funktionsgleichung wiedergegeben werden:

f() = 1,5sin[Z(t-5)]+ 1.5 (tinh, f(t)inm).

a) Geben Sie den Wasserstand zum Zeitpunkt t = 0 an.

b) Skizzieren Sie den Verlauf des Graphen.

) Steigt oder fallt der Wasserstand zum Zeitpunkt t = 0? Begriinden Sie Ihre Antwort.
d) Welcher der folgenden Graphen gehart zur ersten Ableitung von f? Begriinden Sie.

2 Ty ¥ : Ty 2 ),1:!\ 5
et ettt — /1\ .
» ‘ P AR TR ER WE | VD GF WL I \\/ 6 3\1
e) Berechnen Sie: Wann erreicht der Wasserstand sein Maximum, wann sein Minimum?

Wie hoch ist das Wasser dann jeweils? Wie groB ist der Tidenhub, also der Unterschied
zwischen dem Scheitelpegel (Flut) und dem untersten Pegelstand (Ebbe)?

Als erstes stellen wir fest, dass die t-Achsen mit x bezeichnet sind. Im
schriftlichen Abi gébe es dafiir Punktabzug, aber fiir das miindliche ist
das wohl nicht so wichtig.

Weiter ist die Aufgabe auf den zweiten Blick doch nicht aus der Le-
benswelt irgendeines Schiilers entnommen, denn die Frage, zu welchem
Zeitpunkt ¢t es Hochwasser hat, ist vollkommen belanglos, wenn man
nicht weifl, um welche Uhrzeit und an welchem Tag die Aufgabenuhr
auf ¢t = 0 gestellt wird.

Die Zeitdauer zwischen einem Hochwasser und dem néchsten betrégt
hier 2 = 10 Stunden. Das ist seltsam, hingt die Flut doch im wesent-

lichen vom Mond ab; weil dieser sich in in derselben Richtung um die
Erde dreht wie diese rotiert, ergibt sich eine Dauer von t Tagen aus der
Gleichung % =1- % zu etwa % - 24 &~ 24,8 Stunden; weil es auch auf
der mondabgewandten Erdhalbkugel einen Flutberg gibt, liegen also
im Schnitt 12,4 Stunden zwischen den Flutbergen. Das, liebe Didak-
toren, war mathematisches Modellieren, wobei ich mir die Herleitung
der Gleichung gespart habe.

Dass zwischen zwei Fluten keine 10 Stunden vergehen verrét einem
auch das allwissende Internet, dem ich den Pegelstand der Elbe in St.
Pauli am 24.11.2019 entnommen habe (Abb. [5).

Das sieht eher aus wie eine Sdgezahn- und nicht wie eine Sinuskurve.
Ist aber egal.
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750 532 ¢cm am 24.11. 16:31
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ABBILDUNG 5. Pegelstand der Elbe in St. Pauli

Den Losungsband wiirde ich gerne sehen. Immerhin wird erkléart, warum
die Autoren so viele fachliche Fehler gemacht haben: Anstatt sich auf
die Korrektheit der Mathematik zu konzentrieren, haben sie sich, wie
man auf S. 33 erfihrt, vor allem mit der Angabe der prozessorientierten
Kompetenzen beschéftigt.

Das Buch Mathe Delta 6 hat 2018 die Bronze-Medaille bei der Ver-
leihung des Schulbuchs des Jahredﬂ gewonnen. In der Jury sitzt, so-
weit ich das der Webseite des Georg Eckert Instituts entnehmen kann,
kein Mathematiker und kein Mathematiklehrer. Was der Preis wert ist,
kann man am Platz 1 des Jahres 2018 ablesen: Den hat tatsichlich
das miserabelste deutsche Mathematikbuch aller Zeiten bekommen,
namlich die MatheWerkstatt. Unter deren Herausgebern Béarbel Bar-
zel, Stephan Hufmann, Timo Leuders und Susanne Prediger sind drei
der beriichtigsten Didaktoren, die Deutschland je hervorgebracht hat.
Die Nominierungen fiir 2019 stehen inzwischen fest; ein Buch aus dem
MINT-Bereich ist nicht dabei, weil die neuen Biicher in diesem Bereich
zu schlecht waren (kommt 6fter vor). Oder waren sie zu gut?

Die Leseprobe ist iibrigens iiberschrieben mit

Mathematik als Basisfach in der Kursstufe —
neue Herausforderungen in der Abiturvorbereitung.

Mit Mathe Delta hat man jedenfalls eine Herausforderung mehr.

ISiehe http://www.gei.de/stipendien-preise/schulbuch-des-jahres/
preistraegerinnen/2018.html
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