STOCHASTIK

FRANZ LEMMERMEYER, MARKUS SCHLEGEL

Wir beginnen mit einigen allgemeinen Bemerkungen, die der Wiederholung
(und nicht der Verwirrung) dienen sollen.

1. LAPLACE-VERTEILUNG

Bei Zufallsexperimenten kann man das Ergebnis eines Experiments nicht vor-
hersagen. Bei einfachen Vorgéngen kann man aber die Wahrscheinlichkeit be-
rechnen, mit der ein Ereignis eintritt. Dazu muss man die Wahrscheinlichkeits-
verteilung kennen.

Oft wird auf der Schule so getan, als sei von vornherein klar, welche Wahr-
scheinlichkeitsverteilung vorliegt. Im einfachsten Fall ist das die Laplace-Ver-
teilung, bei der jedes mogliche Ereignis dieselbe Wahrscheinlichkeit besitzt:

e Beim Werfen einer idealen Miinze erscheinen Kopf und Zahl mit der-
selben Wahrscheinlichkeit p = %; dies ist die eigentliche Bedeutung des
Worts ,,ideal“. Aber auch wenn das Wort fehlt, wird man, wenn nicht
anders gesagt, von einer Laplace-Verteilung ausgehen.

e Beim Werfen eines idealen Wiirfels erscheinen die Zahlen von 1 bis 6
mit derselben Wahrscheinlichkeit p = %.

e Beim Drehen eines Gliicksrads mit gleich grofien Sektoren nimmt man
an, dass jeder Sektor mit derselben Wahrscheinlichkeit erscheint.

2. PFADREGELN UND ERWARTUNGSWERT

Werden Zufallsexperimente hintereinander ausgefiihrt, dann kann man Wahr-
scheinlichkeiten oft mit den beiden Pfadregeln bestimmen.

e 1. Pfadregel: Die Wahrscheinlichkeit einer Folge von Zufallsexperimen-
ten ist gleich dem Produkt der Wahrscheinlichkeiten entlang des Pfads
(etwa in einem Baumdiagramm).

e 2. Pfadregel: Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses, das aus mehre-
ren Pfaden besteht, ist die Summe der Wahrscheinlichkeiten der ein-
zelnen Pfade.

Man miisste etwas weiter ausholen, um diese Dinge mathematisch genau for-
mulieren zu kénnen — fiir den Hausgebrauch reicht es, wenn man die Pfadregeln

anwenden kann.
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Weiter muss man den Erwartungswert einer Zufallsvariablen X bestimmen
konnen. Nimmt X nur die Werte kq, ko und k3 an, ist die Wahrscheinlichkeits-
verteilung also
k ‘ kv ko ks
p(X =k) ‘pl P2 D3
dann ist der Erwartungswert von X gegeben durch

E(X) ="k -p1+ ko p2+ ks ps.

Der Erwartungswert ist ein Mittelwert (und keine Wahrscheinlichkeit). Der
Erwartungswert der Augenzahl beim Wiirfeln eines idealen Wiirfels ist etwa
3,5: im Durchschnitt wiirfelt man eine Augenzahl von 3,5.

AUFGABEN

(1) Eine Urne enthilt eine gelbe, zwei rote und drei blaue Kugeln. Man
zieht dreimal ohne Zuriicklegen. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkei-
ten folgender Ereignisse: man zieht

A drei blaue Kugeln

B keine gelbe Kugel

C drei verschiedene Farben

D im 2. Zug eine gelbe Kugel

E nur im 1. und 3. Zug die gleiche Farbe

(2) Ein Gliicksrad besitzt drei gleich grofie Sektoren, die mit den Zahlen 0,
1 und 2 beschriftet sind. Man dreht zweimal und erhilt das Produkt
der gedrehten Zahlen in Euro ausgezahlt. Der Einsatz betragt 1 €.

(a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung (d.h., geben Sie
also fiir jede mogliche Auszahlung die zugehorige Tabelle an).

(b) Zeigen Sie, dass das Spiel fair ist.

(3) Bei einem Schneckenrennen starten sieben Schnecken. Man geht davon
aus, dass alle dieselben Wahrscheinlichkeiten fiir den Sieg besitzen. Wie
grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass man

(a) die ersten drei Plitze richtig vorhersagt (in der richtigen Reihen-
folge)?

(b) die drei Schnecken vorhersagt, welche die ersten drei Plitze belegen
(Reihenfolge egal)?
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a) Ein Wiirfel wird dreimal geworfen. Berechnen Sie die Wahrschein-
lichkeit der folgenden Ereignisse:

A man wirft nur gerade Zahlen

B Die Augensumme ist mindestens 4
C Man wirft genau eine 6

D Man wirft mindestens eine 6

b) Wie oft miisste man den Wiirfel mindestens werfen, um mit einer
Wahrscheinlichkeit von mindestens 99,9 % mindestens einmal keine 6
zu erhalten?

Eine Urne enthélt 4 weifle und 6 rote Kugeln. Man zieht zweimal mit
Zuriicklegen.

(a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse
A zwei verschiedene Farben
B mindestens einmal rot

(b) Wie viele weifle Kugeln miisste man zusétzlich in die Urne legen,
damit die Wahrscheinlichkeit fiir mindestens eine rote Kugel genau
64 % betriagt?

(c) Wie viele weiBe Kugeln miisste man zusétzlich in die Urne legen,
damit die Wahrscheinlichkeit fiir zwei verschiedene Farben maxi-
mal ist?

Alex und Bo werfen abwechselnd auf einen Basketballkorb. Alex trifft
mit im Schnitt 2 von 5 Wiirfen, Bo im Schnitt 4 von 5 Wiirfen. Wer
zuerst trifft, gewinnt das Spiel. Verwerfen beide jeweils zweimal, so
endet das Spiel unentschieden. Alex beginnt.

(a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit endet das Spiel unentschieden?

(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird viermal geworfen?

(c) Berechnen Sie den Erwartungswert fiir die Anzahl der Wiirfe.
)

(d) Wie grol miisste die Trefferquote von Bo sein, damit das Spiel fair
ist?
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3. BINOMIALVERTEILUNG
Ein paar grundlegende Definitionen:

e Ein Bernoulli- Experiment ist ein Wahrscheinlichkeitsexperiment, bei
welchem man sich nur fiir zwei mogliche Ergebnisse interessiert, etwa
Treffer oder Niete, Kopf oder Zahl, Sechs oder keine Sechs.

e Eine Bernoulli-Kette ist eine Folge von unabhdngigen Bernoulli-Expe-

rimenten, bei welchen die Trefferwahrscheinlichkeit also immer gleich
bleibt.

Liegt eine Bernoulli-Kette der Lénge n vor, so kann man nach der Anzahl aller
Versuche fragen mit genau, mindestens oder hochstens k Treffer. Nennt man
X die Anzahl aller Treffer, dann ist X binomialverteilt, und es gilt

e p(X = k) ist die Wahrscheinlichkeit von genau k Treffern;
o p(X < k) ist die Wahrscheinlichkeit von hochstens k Treffern;

e p(X > k)=1-—p(X < k—1) ist die Wahrscheinlichkeit von mindestens
k Treffern;

e p(k < X < m) ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl der Treffer
mindestens k£ und hochstens m ist.

Wird nach einer Wahrscheinlichkeit gefragt, bei welcher irgendetwas beim er-
sten Mal oder zweimal hintereinander etc. passiert, kann man keine Binomial-
verteilung anwenden, sondern muss mit den Pfadregeln arbeiten.

Um bei Vorliegen einer Binomialverteilung die Wahrscheinlichkeit p(X = k)
von k Treffern zu bestimmen, iiberlegt man sich erst, dass alle Pfade mit k£ Tref-
fern (und damit n — k Nieten) alle dieselbe Wahrscheinlichkeit haben. Ist p die
Wahrscheinlichkeit fiir einen Treffer, dann ist ¢ = 1 — p die Wahrscheinlichkeit
fiir eine Niete, und die Wahrscheinlichkeit fiir TTNTN ist p(TTNTN) = p3¢°.
Um die Wahrscheinlichkeit fiir genau drei Treffer zu bestimmen, muss man
noch die Anzahl aller Pfade mit genau drei Treffern bestimmen.

Dazu gehen wir vor wie folgt. Wir haben 5 Plitze, auf die wir 3 T und 2 N
verteilen miissen. Fiir das erste T haben wir 5 Plétze, fiir das zweite 4 und fiir
das dritte 3; die restlichen Pliatze werden mit den beiden NV aufgefiillt. Dies sind
5-4 -3 Moglichkeiten, allerdings haben wir die Pfade dabei mehrfach gezéhlt.
Es ist ja fiir den Pfad TTNTN egal, ob man das erste T auf den ersten, den
zweiten oder den vierten Platz schreibt. Es gibt also 3 Moglichkeiten, das erste
T an den richtigen Platz zu setzen, 2 Moglichkeiten fiir das zweite und eine
Moglichkeit fiir das dritte T. Insgesamt gibt es also 3 -2 -1 = 6 verschiedene
Moglichkeiten, die T an ihren Platz zu schreiben. Wir haben also bei den
5-4-3 = 120 Moglichkeiten jeden Pfad 3-2-1 = 6 Mal gezéihlt. Die Anzahl der
Pfade mit drei Treffern und zwei Nieten ist also 243 = 10. Solche Anzahlen

321
kommen sehr oft vor; man bezeichnet diese Zahlen als Binomialkoeffizienten
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) :5~4-3:10.
3 3-2-1

Die Anzahl aller Pfade der Lénge 8 mit 3 Treffern ist entsprechend

8 8-7-6
(3)—3.2.1—8-7—56.

Allgemein ist die Anzahl aller Pfade der Lange n mit k& Treffern gleich
n n-(n—1)---(n—k+1)
(k)z ko (k—1)---1
Weil es gleich viele Pfade der Lange 5 mit genau 3 Treffern gibt wie Pfade der

Liange 5 mit genau 2 Nieten, muss (g) = (2) sein; das ist natiirlich der Fall,
denn Kiirzen der 3 zeigt

5 5-4-3 5-4 5

3 3-2-1 2.1 \2)°
Fiir die Wahrscheinlichkeit, bei einer Bernoulli-Ketter der Lénge n genau k
Treffer zu erhalten, betréagt also

p(X =k)= (Z)pkqn_k.

Dies nennt man die Formel von Bernoulli. Im WTR ist diese unter binomial
distribution einprogrammiert.

und schreibt

(1) Berechne die folgenden Binomialkoeffizienten.
4 5
b —
0 (3 ()
6 8
= d =
o (3 ()

2

(2) Eine ideale Miinze wird 5-mal geworfen. Berechne die Wahrscheinlich-
keiten folgender Ereignisse von Hand und mit WTR.

(a) Es erscheint 5-mal Zahl;

(b) Es erscheint genau einmal Zahl;

)
(c) Es erscheint genau drei Mal Zahl, und zwar hintereinander;
(d) Es erscheint hochstens zwei Mal Zahl;

)

(e) Es erscheint zwei oder drei Mal Zahl.
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(3) Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Glithbirne nach der Herstellung de-
fekt ist, betrdgt 0,02. Eine Firma bestellt 800 Glithbirnen. Bestimme
die folgenden Wahrscheinlichkeiten:

(a) Genau 20 Gliihbirnen sind defekt.
(b) Hochstens 12 Glithbirnen sind defekt.
(c) Weniger als 10 Glithbirnen sind defekt.
(d) Mehr als 15 Glithbirnen sind defekt.
(e) Mehr als 10 und weniger als 20 Glithbirnen sind defekt.
(1
)

(g) Unter den ersten 400 sind hochstens 10, unter den letzten 400
hochstens 8 defekt.

Unter den ersten 100 Glithbirnen sind hochstens 4 defekt.

4. HYPOTHESENTESTS

Wie kann man nachpriifen, dass eine Miinze ideal, die Wahrscheinlichkeit fiir
Zahl also gleich % ist? Man konnte sie 10 Mal werfen; aber was wenn dann 10
Mal Zahl kommt? Die Wahrscheinlichkeit, dass dies bei einer idealen Miinze
passiert, ist klein, mémlich gleich (3)'° = 15 & 0,001. Aber wenn man hinrei-
chend oft eine ideale Miinze 10mal wirft, wird das irgend wann einmal passie-
ren. Mit Hilfe von Zufallsexperimenten wird man also nicht beweisen kénnen,
dass eine Miinze ideal ist; man wird das nur mit einer gewissen Wahrschein-

lichkeit behaupten kénnen.

Man konnte etwa ein Wahrscheinlichkeitsexperiment wie oben machen und
festlegen, dass man nicht glaubt, die Miinze sei ideal, wenn das beobachtete
Ergebnis unwahrscheinlich ist. Was dabei als ,,unwahrscheinlich“ gilt, wird
vorher (mehr oder wenig beliebig) festgelegt; tiblich sind etwa Grenzen um die

5 %.

Ein typischer Hypothesentest sieht also so aus: Gegeben ist eine Behaup-
tung (Nullhypothese), etwa dass die Wahrscheinlichkeit, mit einer bestimmten
Miinze Zahl zu werfen, mindestens 0,6 ist. Man fiihrt dann einen Test durch,
indem man diese Miinze beispielsweise n = 100 Mal wirft. Wenn die Annahme
richtig ist, erwartet man, dass mindestens 60 Mal Zahl erscheint. Wenn also
60 mal (oder ofter) Zahl erscheint, wird man der Behauptung glauben.

Es ist aber nicht sinnvoll, die Behauptung abzulehnen, wenn 59 Mal Zahl
kommt; schliefflich ist, wenn X die Anzahl der geworfenen Zahlen bezeichnet,

p(X = 59) ~ 0,079.

Und dass weniger als 60 mal Zahl kommt, hat entsprechend eine Wahrschein-
lichkeit von

p(X < 59) ~ 0,457.
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In fast der Hélfte aller Félle wird man also weniger als 60 Mal Zahl werfen.
Das ist alles andere als unwahrscheinlich.

Wir legen also, bevor wir den Versuch machen, ein Signifikanzniveau fest, etwa
a =5 %. Wenn das Ergebnis des Versuchs dann unwahrscheinlicher ist also
diese 5 %, dann lehnen wir die Nullhypothese p > 0,6 ab. Zur Berechnung der
Wahrscheinlichkeit nehmen wir dabei p = 0,6 an.

Die Sache sieht jetzt also so aus:

e Wir haben die Nullhypothese p > 0,6: behauptet wird, dass die Wahr-
scheinlichkeit, mit der Miinze Zahl zu werfen, mindestens 0,6 ist.

e Wir machen einen Test mit einer Stichprobe von n = 100 Versuchen.

e Wir legen das Signifikanzniveau von a = 0,05 fest und bestimmen &
so, dass p(X < k) < a, aber p(X <k+1) > « ist.

e Kommt Zahl héchstens k£ Mal, lehnen wir die Behauptung ab.

Jetzt wird gerechnet: Wir bestimmen nacheinander die Wahrscheinlichkeiten
p(X < k) fiir verschiedene Werte von k, und zwar so lange, bis wir dasjenige
k gefunden haben, bei welchem diese Wahrscheinlichkeit unter o = 0,05 fallt.
Wir beginnen mit k£ = 55; wegen p(X < 55) &~ 0,179 ist dieses k aber noch zu
grofl. Auch p(X < 52) ~ 0,064 ist noch zu groff, aber p(X < 52) ~ 0,042 liegt
unterhalb des Signifikanzniveaus. Wir halten fest:

k| p(X <k)
520,064
51| 0,042

Wenn also die Stichprobe héchstens 51 Zahlen ergibt, dann sagen wir, das sei
(unter der Annahme, dass p > 0,6 ist) unwahrscheinlich, und lehnen die Null-
hypothese ab; kommt mindestens 52 Mal Zahl, lehnen wir die Nullhypothese
nicht ab. Man nennt hier [0;51] den Ablehnungsbereich; die Entscheidungsregel
lautet:

Wenn hdochstens 51 Mal Zahl erscheint, wird die Nullhypothese
abgelehnt, andernfalls nicht.

Natiirlich zieht man bei Hypothesentests mit a = 0,05 in etwa einem von 20
Fillen den falschen Schluss und lehnt die Hypothese ab, obwohl sie richtig
ist. Die einzige Moglichkeit, falsche Folgerungen zu vermeiden, ist eine haufige
Wiederholung des Tests. Bei Studien zur Wirsamkeit von Impfstoffen und Me-
dikamenten kommt man mit einem grofien Signifikanzniveau und einer kleinen
Stichprobe nicht arg weit.

Bei Aufgaben zu Hypothesentests muss man also
e die Nullhypothese,

e die Stichprobengréfie n und
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e das Signifikanzniveau «

ablesen. Lautet die Nullhypothese p > p, fiir eine Wahrscheinlichkeit pg, be-
hauptet man also, dass die Wahrscheinlichkeit fiir einen Treffer grof§ ist, dann
wird die Hypothese abgelehnt, wenn man wenig Treffer erhélt; der Ablehungs-
bereich [0; k] wird dann mit p(X < k) < a bestimmt. Lautet die Nullhypothese
p < po, behauptet man also, dass die Wahrscheinlichkeit fiir einen Treffer klein
ist, dann wird die Hypothese abgelehnt, wenn man viele Treffer erhélt; der Ab-
lehungsbereich [k;n] wird dann mit p(X > k) < « bestimmt (Merke: was im
Ablehnungsbereich liegt, ist unwahrscheinlich). Die bisher besprochenen Tests
nennt man einseitige Hypothesentests.

Beispiel. (Abitur BW 2019)

Man vermutet, dass das mittlere Rad an einem Gliickautomaten zu selten ein
Sternsymbol zeigt. Deshalb wird die Nullhypothese ,,Das mittlere Rad zeigt mit
einer Wahrscheinlichkeit von mindestens % ein Sternsymbol“ getestet. Man
vereinbar ein Signifikanzniveau von 8 % und einen Stichprobenumfang von 300

Drehungen. Formulieren Sie die zugehorige Entscheidungsregel.

Sei X die Anzahl der gedrehten Sterne; die Nullhypothese ist p > %, also
wird abgelehnt, wenn zu wenig Sterne erscheinen, Bei p = % wird man E =
n-p = 300 - % = 120 Sterne erwarten. Die Bedingung dafiir, dass [0; k] der
Ablehnungsbereich ist, ist p(X < k) < a und p(X < k+1) > o. Wir berechnen

also p(X < k fiir verschiedene & < 120 und finden

k| p(X <k)
103 [ 0,025
104 | 0,033

Also ist der Ablehungsbereich [0; 103], und die Entscheidungsregel lautet:

Erscheint das Sternsymbol hochstens 103 Mal, wird die Null-
hypthese abgelehnt; sonst nicht.
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AUFGABEN
(1) (Abitur BW 2020)

Ein Muschelziichter hat eine neue Zuchtmethode entwickelt. Er be-
hauptet, damit die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine Muschel eine
Perle hervorbringt, zu erhéhen. Um die Behauptung zu iiberpriifen,
wird die Nullhypothese ,,Mit einer Wahrscheinlichkeit von hdéchstens
30 % bringt eine Muschel eine Perle hervor® getestet. Man vereinbart
einen Stichprobenumfang von 200 Muscheln und ein Signifikanzniveau
von 5 %.

Formulieren Sie die zugehorige Entscheidungsregel.

(Antwort: Ablehnungsbereich [72;200])
(2) (Abitur BW 2018)

Die Ergebnisse der Versuche lassen die Vermutung aufkommen, dass
der Affe die Zifferntasten gegeniiber den Buchstabentasten bevorzugt.
Daher wird die Nullhypothese ,,Der Affe tippt mit einer Wahrschein-
lichkeit von hochstens 40 % eine Zifferntaste® mit einer Stichprobe von
80 Tastaturanschldgen auf einem Signifikanzniveau von 1 % iiberpiift.

Formulieren Sie die zugehorige Entscheidungsregel.

(Antwort: Ablehnungsbereich [43; 80])
(3) (Abitur BW 2017)

Es wird vermutet, dass der Anteil p der weiflen Autos zugenommen
hat. Um dies zu iiberpriifen, wird die Nullhypothese Hy : p < 0,151 auf
dem Signifikanzniveau 10 % getestet. Dazu werden die Farben von 500
Autos erfasst.

Bestimmen Sie die zugehorige Entscheidungsregel.

(Antwort: Ablehnungsbereich [87;500])
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5. HINWEISE

Aufgabe 4. a) Ein Wiirfel wird dreimal geworfen. Berechnen Sie die Wahr-
scheinlichkeit der folgenden Ereignisse:

A man wirft nur gerade Zahlen

Die einzelnen Pfade aufzuschreiben ist zu listig. Stattdessen kiimmert

man sich nur um gerade und ungerade Zahlen; offenbar ist die Wahr-
3

scheinlichkeit p(g), eine gerade Zahl zu wiirfeln, gleich p(g) = 5 =

und entsprechend ist p(u) = % Jetzt ist p(g9g9) = p(g) - p(g) - p(g9) =
Bitte auf jeden Fall den Pfad ,,ggg“ hinschreiben!

)

00 [—=bo | =

B Die Augensumme ist mindestens 4

Die Augensumme bei dreimaligem Wiirfeln liegt zwischen 3 und 18;
man wird also das Gegenereignis benutzen:

215
p(AS >4)=1—-p(AS=3)=1—-p(111) = 316"
C Man wirft genau eine 6
Hier ist, wenn 6 fiir keine 6 steht,
. 5 5 1 25
p(genau eine 6) = p(666) + p(B66) + p(BH6) = 3 - e s

Man kann natiirlich auch die Binomialverteilung benutzen: Wenn X
die Anzahl der gewiirfelten 6en bezeichnet, geht es um

wr=n= ()Y C) -5

D Man wirft mindestens eine 6

Auch hier empfiehlt sich das Gegenereignis:

5 5 5 91
p(mind. eine 6) = 1 — p(keine 6) = 1 — T
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b) Wie oft miisste man den Wiirfel mindestens werfen, um mit einer Wahr-
scheinlichkeit von mindestens 99,9 % mindestens einmal keine 6 zu erhalten?

Aufgaben mit ,, Wie oft muss man* laufen auf den Logarithmus oder Probieren
hinaus.

Sei X die Anzahl der geworfenen Nichtsechser. Es geht um die Wahrschein-
lichkeit p(X > 1) (mindestens einmal keine 6), und diese soll mindestens 0,999
sein:

p(X >1) > 0,999.
Wie immer in solchen Situationen nimmt man hier das Gegenereignis:

1—p(X =0)>0999, dh., p(X=0)<0,00l.

Die Wahrscheinlichkeit fiir keine Nichtsechs, also lauter 6en, ist bei n-maligem
Werfen .

p(X =0) = (g) :
Wir miissen n so grof§ wéhlen, dass (%)” < 0,001 wird. das macht man ent-
weder mit Probieren (geht meist sehr schnell), oder man 16st die Gleichung
(3)™ = 0,001 mit dem Logarithmus und rundet auf (die Frage heift wie oft
man mindestens wiirfeln muss, nicht ungefahr).

Probieren:
n| p(X=0)
1 5~ 0,167
2 3—16 ~ 0,028
3 ﬁ ~ 0,0046
4 Tl% ~ 0,00077.

In der Reinschrift behédlt man die Werte n = 3 und n = 4 (zwischen denen
springt die Wahrscheinlichkeit unter 0,001). Man muss also mindestens viermal
wiirfeln.

Logarithmus:

(1)n — 0,001
6 - )

nln() = In(0,001)
In(0,001)
~ ()
Also ist n =~ 3,85. Aufrunden: Mindestens viermal wiirfeln.
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Aufgabe 5. a) sollte klar sein:

b) Auch hier geht Probieren: man legt zuerst eine weifle rein und hat dann 5
weifle und 6 rote; die Wahrscheinlichkeit wird berechnet wie in a). Wenn sie
nicht 0,64 ist, rechnen wir mit 6 weilen und 6 roten usw.

Ohne Probieren: sind nach dem Dazulegen n weifle und 6 rote drin, dann soll
1 — p(ww) = 0,64 sein, also p(ww) = 0,36. Wir finden

n n 36 9
plww) =

n+6 n+6 100 25
3

Also muss
n

n+6 5
sein, und das ergibt n = 9. Man muss also 5 weifle Kugeln dazulegen.

c) Die Wahrscheinlichkeit fiir zwei verschiedene Farben bei n weiflen und 6
roten ist

n 6 12n
Probieren:
n\ 4 5 6 7

P4 E=088 Z =016 1=05 5=000

Die Wahrscheinlichkeit ist maximal bei 6 weiflen Kugeln; man muss also zwei
dazulegen.

Beachte: Probieren ist im Abitur immer dann erlaubt, wenn es um diskrete
Werte geht, also um Anzahlen. Soll die Wahrscheinlichkeit p gefunden werden,
muss man rechnen.

Rechnen: Die Funktion
12n

(n+6)2

p(n) =
soll maximal werden. Also ist

, 12(n+6)>—12n-2(n+6) 12(n+6) —24n

p(n) = 1 = 3

(n+6) (n+6)
Dies fithrt auf 12(n+6) = 24n, also 12n+6-12 = 24n und damit 6-12 = 12n,
also n = 6. Folglich muss man zwei weile Kugeln dazulegen. Ohne Quotien-
tenregel kommt man aus, wenn man mit der unbekannten Wahrscheinlichkeit
1 fiir eine weifle Kugel rechnet, denn dann muss man f(p) = 2p(1 — p)

b= n+6
maximal machen; Ableitung gleich 0 setzen ergibt p = 0,5, also n = 6.

=0.
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Aufgabe 6. a) A verwirft mit Wahrscheinlichkeit p = g, B mit ¢ = % Damit
das Spiel unentschieden ausgeht, miissen beide verwerfen:

3 1 3 1 9
_______ — 0.0144.
P=5'5'%5 5 65 Y
b) Es geht um p(VaVpVaVp) + p(VaVVaTg), wobei V fiir Verwerfen und T
fiir Treffen steht. Man findet also
31 3 1 3 1 3 4 9

5555+5555 125°
Etwas schneller geht es so: genau dann wird viermal geworfen, wenn die ersten
drei Bélle daneben gehen. Dies passiert mit Wahrscheinlichkeit

313 9
P=5'5" 5 125°
c) Die Anzahl der Wiirfe betrégt 1, 2, 3 oder 4.
A \ 1 2 3 4
Pfad TA VATB VAVBTA VAVBVA
2 12 6 9
p 5 25 125 125

2,12, 6 9 _
Kontrolle: £ + 3 + 5= + 155 = 1.
Erwartungswert:

2 12 6 9 224
EA)=1--+4+2-—+3- 4. =1,792.
(4) S * 25 * 125 * 125 125

Im Schnitt wird etwa 1,8 Mal geworfen.

d) Wir nehmen an, Bo treffe mit Wahrscheinlichkeit p; er wirft dann mit Wahr-
scheinlichkeit ¢ = 1 —p daneben. Die einzelnen Wahrscheinlichkeiten sind jetzt

2 3
p(Ta) = = p(VaTg) =P
3 2 3 3
p(VaVpTa) = A p(VaVeVaTkg) =5 1P

Die Wahrscheinlichkeit, dass Alex gewinnt, muss bei einem fairen Spiel genauso
grof3 sein wie die, dass Bo gewinnt. Es gilt also

2,3 2.3 .3 3 o
rto @ e=¢g Ptz a P q=1-p
2 3 9
- = = . (1-— .25
(L=p)=g-ptop-(L=pp
10+6—6p:15p+9p—9p2 +9p% —24p

9p* —30p+16=0

Diese quadratische Gleichung hat die Losung p; = % und py = %. Weil Wahr-
scheinlichkeiten < 1 sind, muss p = % sein.
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Binomialkoeffizienten.

(1) Berechne die folgenden Binomialkoeffizienten.

) () e
) ()-s b ()=

(2) Eine ideale Miinze wird 5-mal geworfen. Berechne die Wahrscheinlich-
keiten folgender Ereignisse von Hand und mit WTR.

(a) Es erscheint 5-mal Zahl;

1\° 1
W22277) = (§> S
(b) Es erscheint genau einmal Zahl;
_ (Y.L _ 5
P=\1) 327 32

(c) Es erscheint genau drei Mal Zahl, und zwar hintereinander;

p = (ZZZWW) + p(WZZZW) + p(WW Z27) — 3%

(d) Es erscheint hochstens zwei Mal Zahl;

Die Anzahl der Pfade ist 1 +5 + ()

=145+ 10 = 16. Die
. . . . 1 1

Wahrscheinlichkeit ist also p =16 - 55 = 5.

(e) Es erscheint zwei oder drei Mal Zahl.

Die Anzahl der Pfade ist (3) + (3) = 10 + 10 = 20. Also ist die

Wahrscheinlichkeit p = g—g = %.

(f) Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Glithbirne nach der Herstellung

defekt ist, betragt 0,02. Eine Firma bestellt 800 Gliithbirnen. Be-
stimme die folgenden Wahrscheinlichkeiten:

(i) Genau 20 Glithbirnen sind defekt.
(ii) Hochstens 12 Glithbirnen sind defekt.
(iii) Weniger als 10 Glithbirnen sind defekt.
(iv) Mehr als 15 Glithbirnen sind defekt.
(v) Mehr als 10 und weniger als 20 Glithbirnen sind defekt.
(vi) Unter den ersten 100 Glithbirnen sind hochstens 4 defekt.
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(vii) Unter den ersten 400 sind hochstens 10, unter den letzten
400 hochstens 8 defekt.

Offenbar liegt hier Binomialverteilung vor (nur zwei Moglichkeiten,
Wahrscheinlichkeiten fiir defekte sind immer gleich). Sei daher X
die Anzahl der defekten Gliithbirnen; X ist binomialverteilt mit
n = 800 und p = 0,02 (die Definition von X ist Pflicht, sonst gibt
es Punktabzug).

(i) Genau 20 Glithbirnen sind defekt: zu berechnen ist p(X =
20); mit dem WTR Binomialverteilung aufrufen und n
800, p = 0,02 und k& = 20 eingeben; dies ergibt p(X = 20)
0,056.

(ii) Hochstens 12 Gliihbirnen sind defekt. Hier geht es um p(X <
20) (Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl X der defekten
Glithbirnen < 20 ist). WTR, kumulative Binomialvertei-
lung, n = 800, p = 0,02 und k£ = 20 eingeben. Das liefert
p(X < 20) = 0,049.

(iii) Weniger als 10 Glithbirnen sind defekt. p(X < 10) = p(X <
9) ~ 0,023.

(iv) Mehr als 15 Glithbirnen sind defekt. Mit Gegenereignis: p(X >
15) =p(X >15) =1—p(X <14) =~ 1—0,0205 = 0,9795.

(v) Mehr als 10 und weniger als 20 Glithbirnen sind defekt. Die
Anzahl der defekten Gliihbirnen liegt zwischen 10 und 20;
er geht also um p(10 < X < 20) = p(11 < X < 19). Dafiir
muss man von der Wahrscheinlichkeit p(X < 19) die Wahr-
scheinlichkeit p(X < 10) abziehen, weil dann alle X mit
11 < X < 19 iibrig bleiben. Es ist also p(11 < X < 19) =
p(X < 19) — p(X < 10) = 0,04565 — 0,00422 = 0,04143 =~
0,0414.

(vi) Unter den ersten 100 Glithbirnen sind hochstens 4 defekt.
Hier ist die Anzahl Y der defekten Gliithbirnen binomialver-
teilt mit » = 100 und p = 0,02. Also p(Y < 4) ~ 0,053.

Q |l

(vii) Unter den ersten 400 sind héchstens 10, unter den letzten
400 hochstens 8 defekt.

Sei X die Anzahl defekter Glithbirnen unter den ersten 400,
Y die unter den letzten 400. Dann sind beide binomialverteilt
mit n = 400 und p = 0,02, und es ist p(X < 10) =~ 0,0458
und p(Y < 8) = 0,033. Weil es um einen Pfad geht (die er-
sten 400 und dann die letzten 400), werden die Wahrschein-
lichkeiten multipliziert. Die gesuchte p(X < 10)-p(Y < 8) =
0,0458 - 0,033 ~ 0,0015.
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Abitur BW 2020. Ich werde jetzt den Hypothesentest aus dem letzten Abi
auseinandernehmen und noch einmal zeigen, wie man vorgeht.

Zuerst erklédre ich das allgemeine Schema; ihr lest die Aufgabe durch und be-
antwortet die folgenden Fragen:

e Was zihlt die Zufallsvariable?
e Was ist die Nullhypothese?
e Wie grof} ist das Signifikanzniveau «a?
e Wie grof3 ist die Stichprobe n?
Wir lesen also:

Ein Muschelziichter hat eine neue Zuchtmethode entwickelt. Er
behauptet, damit die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine Mu-
schel eine Perle hervorbringt, zu erhohen.

Es geht also um Muscheln, die Perlen hervorbringen. Wir schreiben:

e X ist die Anzahl der Muscheln, die Perlen hervorbringen. X ist bino-
mialverteilt.

Binomialverteilung deswegen, weil es nur zwei Moglichkeiten gibt (Perle oder
keine Perle) und die Wahrscheinlichkeit fiir jede Muschel dieselbe ist. Oder weil
Hypothesentest bei uns nur im Zusammenhang mit der Binomialverteilung
drankommt.

Weiter im Text:

Um die Behauptung zu tiberprifen, wird die Nullhypothese ,Mit
einer Wahrscheinlichkeit von hochstens 30 % bringt eine Mu-
schel eine Perle hervor® getestet. Man vereinbart einen Stich-
probenumfang von 200 Muscheln und ein Signifikanzniveau von

5%.
Da steht jetzt alles drin, was wir wissen miissen:

e Nullhypothese: Die Wahrscheinlichkeit p, dass eine Muschel einer Perle
hervorbringt, ist hochstens 30 %. Wir schreiben:

Hy:p<0,3.
e Signifikanzniveau o = 0,05.
e Stichprobenumfang n = 200.

Jetzt kommt die einzige Stelle, an der man was tun muss: Die Behauptung
ist, dass die Wahrscheinlichkeit, eine Perle hervorzubringen, klein ist (ndmlich
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hochstens 0,3). Man wird diese Behauptung also ablehnen, wenn zu viele Mu-
scheln der Stichprobe eine Perle hervorbringen. Abgelehnt wird also bei einer
grofSen Trefferzahl.

Schema:
o Ist Hy:p < 0,3, muss man p(X > k) < a betrachten.

Ablehnungsbereich hat die Form [k;200] (das Intervall aller Zahlen von
k bis 200; abgelehnt wird, wenn die Anzahl der Treffer zwischen k& und
200 liegt).

o Ist Hy:p > 0,3, muss man p(X < k) < « betrachten.
Ablehnungsbereich hat die Form [0; k].

Noch einmal: wenn die Behauptung ist, die Wahrscheinlichkeit fiir einen Tref-
fer sei klein, dann wird abgelehnt, wenn es viele Treffer gibt; wenn die Wahr-
scheinlichkeit fiir einen Treffer dagegen grof§ sein soll, wird abgelehnt, wenn es
zu wenig Treffer gibt.

In unserem Fall lautet die Behauptung, dass hochstens 30 % der Muscheln Per-
len hervorbringen; man lehnt also ab, wenn von den 200 Muscheln wviele Perlen
haben. Zu erwarten sind bei 200 Muscheln insgesamt 200 - 0,3 = 60 Perlen mit
Muscheln. Wenn so viele dabei sind, wird man natiirlich nicht ablehnen. Wenn
es wenig mehr als 60 sind, glaubt man die Nullhypothese immer noch. Wenn
es 150 Muscheln mit Perlen sind, glaubt man aber nicht mehr, dass hochstens
30 % eine Perle haben. Der Ablehnungsbereich ist also rechts: A = [k, 200]
soll bedeuten, dass man ab & Muscheln mit Perlen ablehnt. Um dieses k zu
bestimmen, macht man den Ansatz

p(X > k) < a=0,05.

Man lehnt also ab, wenn die Wahrscheinlichkeit fiir mindestens k& Muscheln
mit Perlen unter die 5 % fillt.

Jetzt muss man probieren, um das richtige £ zu finden. Der Erwartungswert
von 60 Muscheln sagt uns, dass k grofler als 60 sein muss, aber mehr wissen
wir bis jetzt nicht. Also fragt man den WTR. Weil der aber nur p(X < k)
einprogrammiert hat, miissen wir umdenken: Damit p(X > k) < 0,05 ist,
muss p(X < k —1) > 0,95 sein. Wir machen uns eine Tabelle und suchen das
richtige k; am Ende schreiben wir aber nur zwei Werte fiir k£ in die Reinschrift,
niamlich diejenigen, bei denen die Wahrscheinlichkeit iiber die 95 % springt.
Wir haben also n = 200, p = 0,3, und k probieren wir durch:

p(X < 65) = 0,803
p(X < 68) = 0,904
p(X < 70) = 0,947
p(X < 71) = 0,960
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Zwischen 70 und 71 springt die Wahrscheinlichkeit also iiber die 0,95. Aller-
dings muss man aufpassen, denn beim Gegenereignis haben wir ja k durch
k — 1 ersetzt. Wir schreiben die beiden Zeilen also noch einmal ordentlich auf:

p(X >71) =1—p(X < 70) = 0,054
p(X >72)=1-p(X <71) = 0,039

Die Wahrscheinlichkeit, mindestens 72 Muscheln mit Perlen zu finden, liegt
also unter dem Signifikanzniveau von 5 %, ist damit so unwahrscheinlich, dass
man die Nullhypothese ablehnt. Der Ablehnungsbereich ist daher A = [72; 200]
(wenn die Anzahl der Muscheln mit Perle da reinfillt, glaubt man nicht mehr,
dass die Wahrscheinlichkeit nur 30 % ist). Damit haben wir die

Entscheidungsregel.

Wenn mindestens 72 der Perlen aus der Stichprobe eine Perle
haben, wird die Nullhypothese abgeleht; sonst nicht.

Noch einmal das Schema:
e Was zihlt die Zufallsvariable X7
e Was ist die Nullhypothese?
e Wie grof} ist das Signifikanzniveau «a?
e Wie grof ist die Stichprobe n?

e Ansatz fiir den Ablehnungsbereich:
Hy :p 2> po A = [0; ] p(X <k)<a
Hy:p<pg A = [k;n] p(X > k) <a

e Entscheidungsregel formulieren.



