WIEDERHOLUNG ANALYSIS

FRANZ LEMMERMEYER

1. ABLEITUNGSREGELN

Niveau A
(1) Bestimmen Sie die jeweils erste Ableitung der folgenden Funktionen.
a) f(z)=(1—-z+a%)’ b) flx) = va?—=x
o) f(z) =2t — 3z ) Q) fz) =z VT
(2) Bestimmen Sie die jeweils erste Ableitung der folgenden Funktionen.
a) f(x)= (22 +1) - cos(2z) b) flz)=aV1—a?
¢) flx)=(2x+1)*2x—1)? d) fr(x) = (kx + 1)sin(kz)
(3) Bestimmen Sie die jeweils erste Ableitung der folgenden Funktionen.
1+ 2z
Q) f@) = b) )= o
0 s =Y 3 s =Y
(4) Bestimmen Sie die erste und zweite Ableitung von f.
a) f(x)=2ze" b) f(t) = 20te "’
) fla) = Q) J@)= 1o
(5) Geben Sie eine Stammfunktion F' von f an.
a) flx)=a" b) f(z) = (052 —2)*
¢) f(x)=a’sin(az) d) flz)=2vz
(6) Achtung Falle: Geben Sie eine Stammfunktion F' von f an.
a) f(z)=(1+2%) b) flz)=(1+e")

¢) f(z)=(e"+e")? d) f(x) = (sinz + cosx)?



2 Aufgaben

(7) Losen Sie die folgenden Gleichungen.

b 5

a) / r?dr =9 b) / v* dr = 63
o 10 1

c) / 22° dw = 40 d) / = dr = 0,5
1 a

(8) Berechnen Sie die folgenden Integrale.

3 3
a) / 2" dy = b) / (x+e ™) dr =
i i
c) / (" 4+ e ") dr = d) / (14 e)?dt =
- 0

1

(9) Zeigen Sie, dass die Gerade y = ex — 2 das Schaubild von f(z) =Inz
beriihrt, und bestimmen Sie die Koordinaten des Beriihrpunkts.

(10) Welche Geraden der Form y = x + ¢ beriihren das Schaubild der Funk-
tion f(z) = e**7?

Niveau B

(1) Das Schaubild der Funktion f mit f(z) = % besitzt in P(1|2) einen
Extrempunkt. Bestimmen Sie a und b. Liegt in P ein Hoch- oder ein
Tiefpunkt vor?

(2) Die Funktion g sei differenzierbar; bestimmen Sie die erste Ableitung
der folgenden Funktionen:

a) f(z)=yg(3) b) f(z)=g(1-2)
c) flx)=g(a? d) flz)=9(3)
(3) Die Funktion g sei drei Mal differenzierbar. Bestimmen Sie f' und f”
fiir
a) f(x)=x-g(z) b) f(x) =2 g(x)
c) flz) =g ()" d) f(z)=g(z) g'(z)

(4) Zeigen Sie, dass man die Produktregel fiir die Ableitung des Produkts
f(z) = u(x) - v(z) zweier differenzierbarer Funktionen w und v in der
Form

u'(z)  (x
o) - (£12) 4 V0
u(z)  v(z)

schreiben kann.

Leiten Sie eine Produktregel fiir die Ableitung eines Produkts f(z) =
u(z) - v(z) - w(x) her, indem Sie f(z) = (u(z) - v(z)) - w(x) mit der
Produkt- und der Kettenregel ableiten, und zeigen Sie dann, dass man



schreiben kann.

(5) Seien u und v differenzierbare Funktionen. Bestimmen Sie die Ablei-
tung von f(x) = In(u(z) - v(x)) einmal direkt, ein zweites Mal unter
Benutzung der Identitét

In(u(z) - v(x)) = In(u(x)) + In(v(z)).
Zeigen Sie dann, dass beide Ableitungen gleich sind.

(6) Das Schaubild einer differenzierbaren Funktion f beriihrt die x-Achse
in P(2|0). Gilt das auch fiir das Schaubild der Funktion

(a) g(x) = - f(x)?
(b) g(z) = e”- f(2)?
(¢) g(x) = h(x) - f(x) fir eine differenzierbare Funktion h?

(7) Sei f eine zweimal differenzierbare Funktion und P(2|0) ein Hochpunkt
des Schaubilds von f mit f”(2) > 0. Ist P dann auch Hochpunkt des
Schaubilds von g mit

(a) g(z) =z f(x)?
(b) g(x) = e f(x)?
(c) g(x) = h(x) - f(z) fir eine zweimal differenzierbare Funktion h?

(8) Sei g(z) = €¥**. Bestimme k so, dass ¢ (x) = - g(x) ist.

(9) Sei f eine differenzierbare Funktion mit f'(z) = x - f(z). Stellen Sie f”
und " durch f dar.

Sei jetzt f(z) # 0 fiir alle x € R. Zeigen Sie, dass f an der Stelle x = 0
ein lokales Extremum hat. Welche Bedingung muss f erfiillen, damit
es sich um ein Maximum handelt?

Zeigen Sie, dass f keinen Wendepunkt besitzt.



Aufgaben

2. LOSUNGEN

(1) Bestimmen Sie die jeweils erste Ableitung der folgenden Funktionen.

8) flx)=(1—z+ a7 b) flz)=Va®—z
&) f(r) =20® — 37 )? Q) fr) =2V 11
(a) fi@) =21 -z — 2?)(2x — 1)

(v) fia) = 21

W2 —x
(©) F() = 6(2* — 37 ) (25 — 75 )
(d) f’(a:):\/x2~|—1+m

(2) Bestimmen Sie die jeweils erste Ableitung der folgenden Funktionen.

a) f(x) = (2°+1) - cos(2x) b) f(z)=2V1—2a?

¢) f(x)=(2r+1)>32r - 1) d) fi(z) = (kx + 1)sin(kz)
(a) f'(x) = 2z cos(2z) — 2(2* + 1) sin(22)

DR EE = S

(c) f(x) =62z + 1)*(2x — 1)* + 4(27x + 1)*(27 — 1)

( )
=227 + 1)*(2z — 1)[3(22 — 1) + 2(2x + 1)]
=2(2x + 1)*(2x — 1)(10z — 1)

(d) fi.(z) = ksin(kz) + k(kx + 1) cos(kx)

(3) Bestimmen Sie die jeweils erste Ableitung der folgenden Funktionen.

1+ 2z
YT IEe

B o+l

C) f(x)_\/m d) f(x)_ﬁ—l

1—2z




Aufgaben

, _ 2z
(a) f (33') - (1 o JI)2

;o 2—22?
(b) f(z) = (1+ 22)2

©@ o=y = ()

1

L L2 N 1 w1y
f<x>_§<(:c—1)2> —2V
= 962\_/51, falls x > 1
(Vo —1) = (Vo + 1)1
(@) fitay = AN T Do
(Vo —1)?
S
C Va(Vr -1
(4) Bestimmen Sie die erste und zweite Ableitung von f.
a) f(x) = 2ze" b) f(t) = 20te "’
1 xT
Q) fla) =P Q) fl) =
(a) f(x) = 2e" + 2xe”
f(x) = 4€” + 2z€”
(b) F(t) = 20e™ — 40kt2e
F'(t) = —120kte ™ + 80k>t3 e+
(c) f(z) = 2me " — 222%™ 2"
f"(x) = 272 — 8xe™** + daPe
, —2e”
(d) fz) = m
2e% — 4e*®




Aufgaben

Die zweite Ableitung bei (d) erhélt man mit der Quotientenregel so:

u(zr) = —2€°, u'(z) = —2€°,

v(z) = (1 —e*)? v'(z) = —2e%(1 — €")

Damit folgt dann

() = u'v —qu' _ —2e%(1 — e%)? — 2¢% - 2e%(1 — €?)
v (1 —e®)4
(1 —e")[—2e"(1 — e") — 4]
B (1—e®)4
—2e%(1 — e%) — 4e**
a (1—e7)3
=2 4 267 — 4™
B (1—e")3
—2e” — 2e**
" Ter

Vermutlich verrechnet man sich weniger oft, wenn man f’ umschreibt:

—2e” —2e”

fl(x) = (1—ev)2 - (e — 1)

Auch das Ergebnis kann man kosmetisch behandeln:

f”(x) _ —2e% — 2¢e2® _ 2e* + 26290‘
(I—em)? (em —1)?

(5) Geben Sie eine Stammfunktion F' von f an.

a) flx)=a" b) f(z) = (0,52 —2)*
¢) f(z)=a’sin(az) d) f(z)=2vz

2 Fla)= ’Il b) F(z)= %(0,53; P
c) F(x)= —acos(ax) d) F(z)= gxg

(6) Achtung Falle: Geben Sie eine Stammfunktion F' von f an.

a) f(z)=(1+a2%)" b) flz)=(1+e")’
¢) f(x)=(e"+e )7 d) f(x) = (sinz + cosx)?



Aufgaben

()

F(z)=x+ 3 + —a°

2 5
flz) =1+2e" +¢e*

1
F(z) =2+ 2" + 56296
flx)=e* +2+e
1 —2x

F(z) = 56296—1-2:13—;

f(z) = (sinx)® + 2sinx cos + (cos z%) = 1 + 2sin v cos x

F(z) =z + (sinx)?



Aufgaben

(7) Lésen Sie die folgenden Gleichungen.

b 5

a) / vidr =9 b) / 2?dr = 63
o 10 1

c) / 22° dw = 40 d) / —dr =05
1 a

22
b
1.0 1
(a) /xQd:v:—x?" =-—1*=9
0 3 lo 3
ZE1—3
b 1,5 125—d°
b Ydo =<2’ = =63
(®) /‘” T30 3
a1:—4
b 4
140 0*—-1
2% dr = =2t = =40
(c) /1 " de = 527 5
bio=+£3
01 Lo 11 1
(d) /—da::—— =———=_
o T2 zla a 10 2
5
al—g

(8) Berechnen Sie die folgenden Integrale.
1 3
a) / 2e*" dy = b) / (x+e ™) dr =
0 1
1 1
c) / (e® +e ™) dx = d) / (1+e")?dt =
- 0

1
(9) Zeigen Sie, dass die Gerade y = ex — 2 das Schaubild von f(z) =Inx
beriihrt, und bestimmen Sie die Koordinaten des Beriihrpunkts.

f'(x) = 1 muss gleich der Steigung e der Geraden sein, also x; =
%. Damit ist y; = e - é —2 = —1 und f(é) = Ine! = -1 = y,.
Also stimmen Funktionswerte und Steigungen iiberein: Berithrpunkt
ist damit B(1] — 1).

(10) Welche Geraden der Form y = x + ¢ beriihren das Schaubild der Funk-
tion f(x) = e*?

1
ln2.

Es muss f/(z) = 2¢** = 1 sein, also 2z = ln% und damit x; = %

Weiter ist y, = %ln% +cund f(r)) = e* = % Also ist ¢ = % )

N
[N



Aufgaben 9

Niveau B

(1)

Das Schaubild der Funktion f mit f(z) = %2 besitzt in P(1]2) einen
Extrempunkt. Bestimmen Sie a und b. Liegt in P ein Hoch- oder ein
Tiefpunkt vor?

Es ist f(1) = a+b = 2 und f'(1) = —2a — b = 0. Daraus folgt
a=—-2und b =4, also f(z) = %2 = 2 — % Daraus ergibt sich

fl@) = =%+ % und f(z) = 5 — 1 also f(1) = —4 < 0: Es liegt
ein Hochpunkt vor.

Alternativ:

f@) ==t =

2 23 3

besitzt in x = 1 eine Nullstelle mit Vorzeichenwechsel von 4+ nach —,
denn fiir 0 < x < 1 sind 4 — 42 und 22 positiv, fiir x > 1 ist 4 —4x < 0
und 2% > 0.

Die Funktion g sei differenzierbar; bestimmen Sie die erste Ableitung
der folgenden Funktionen:

f 9(3z) b) f 9
¢) f(x)=g(*) d) f(z)=9(z)

(@) f'(x) = 3¢'(3x)

(b) f'@)=—g'(1-x)
() f(x) = 224/ ()
(d) fi@)=—-29()



10

(4)

Aufgaben

(a) f'(w) = g(x) + zg'(x)
f(x) = 2¢'(z) + 2" ()
(b) f'(z) = 2zg(x) + 2°¢/(x)
["(x) = 2g(x) + dzg/(z) + 29" (2)
(c) f'(x) = g"(x)e" + ¢ (z)e”
f'(@) = g"(x)e” + 29" (x)e” + g'(w)e”
() f'(w) = g'(x)g'(x) + g(x)g" (x)
f'(x) = 3d'(z)g" (z) + g(x)g" (x)

Zeigen Sie, dass man die Produktregel fir die Ableitung des Produkts
f(z) = u(z) - v(z) 2weier differenzierbarer Funktionen u und v in der
Form

u'(z) | v'(x)

fa) = (

schreiben kann.

Leiten Sie eine Produktregel fiir die Ableitung eines Produkts f(x) =
u(x) - v(x) - w(z) her, indem Sie f(z) = (u(z) - v(z)) - w(z) mit der
Produkt- und der Kettenregel ableiten, und zeigen Sie dann, dass man
das Ergebnis in der Form

schreiben kann.

Die Formel ist richtig wegen
wlz) M-uzvx:u'xvx u(z)v'(x
Cot + o) ve(e) = wla)ole) + u@p (@)
Fir f(z) = u(x)v(x)w(x) finden wir
f(@) = [u' (@)v(@) + ulz)(@)]w(z) + [u(@)o(z)]w' ()

— (Z/((j)) + 1;,((35 é;j;)u(a:)v(x)w(a?)

r) w
)

wie behauptet.

Seien u und v differenzierbare Funktionen. Bestimmen Sie die Ablei-
tung von f(z) = In(u(z) - v(x)) einmal direkt, ein zweites Mal unter
Benutzung der Identitdt

In(u(z) - v(z)) = In(u(z)) + In(v(z)).

Zeigen Sie dann, dass beide Ableitungen gleich sind.



Aufgaben 11

Es ist

u'(x)v(x) + u(z)v'(z)
u(z)v(x) '

Wegen f(x) = In(u(z)) + In(v(z) ist aber auch

f'(x) =

Das Schaubild einer differenzierbaren Funktion f beriihrt die x-Achse
in P(2|0). Gilt das auch fiir das Schaubild der Funktion

(a) g(z) =z f(z)?
(b) g(z) = e f(x)?
(c) g(x) = h(x) - f(z) fir eine differenzierbare Funktion h?

Das Schaubild von f beriihrt die z-Achse in P(2|0) bedeutet f(2) =
und f’(2) = 0. Wir miissen priifen, ob auch ¢(2) = 0 und ¢'(2) = 0 ist.

(a) Es ist g(2) = 2f(2) = 0 und ¢'(z) = f(z) + zf'(z), also ¢'(2) =

f(2)+2f(2) =

(b) Esist g(2) =
2f(2) +€ef'(2)

(c) Es st 9(2) = h(2)£(2) = 0 und ¢'(x) = I'(x)g(x) + h(x)g'(x), also
¢(2) = 1(2)g(2) + h(2)g/(2) = 0.

In allen Féllen beriihrt daher auch das Schaubild von ¢ die x-Achse in
P(20).

0.

f ( ) = 0und g'(x) = e f(z) + e f'(x), also ¢'(2) =

Sei f eine zweimal differenzierbare Funktion und P(2]0) ein Hochpunkt
des Schaubilds von f mit f"(2) > 0. Ist P dann auch Hochpunkt des
Schaubilds von g mit

(a) g(z) =z f(z)?
(b) g(x) = e - f(x)?
(c) g(x) =

Es gilt f(2) =0, f'(2) = 0 und f"(2) >0

h(x) - f(x) fir eine zweimal differenzierbare Funktion h?
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Aufgaben

(a) Wir finden

= f(x) —|—xf (x), also

+x f " (x) also
+2f7(2) =21"(2) >
Also ist P Hochpunkt des Schaubilds von g.
(b) Wir finden

9(2) = e*f(2) =0,
g'(z) = e*(f(z) + f'(z)), also
g'(2) = (f(2) + f(2)) =0,
9" (x) = e"[f(x) + 2f'(z) + f"(2)], also
g"(2) = €*f"(2) > 0.

Also ist P Hochpunkt des Schaubilds von g.
(c¢) Wir finden

Also liegt ein Hochpunkt vor, wenn h(2) > 0, und ein Tiefpunkt, wenn
h(2) < 0. Im Falle von h(2) = 0 kann man ohne weiteres keine Aussage
treffen.

Sei g(x) = ¥ . Bestimme k so, dass ¢'(x) = x - g(z) ist.
Aus ¢ (z) = 2kze?™ = zeb” folgt k = %, damit ist dann ¢'(z) = z-g(z).

Sei f eine differenzierbare Funktion mit f'(x) = x- f(x). Stellen Sie f”
und " durch f dar.

Sei jetzt f(x) # 0 fiir alle x € R. Zeigen Sie, dass f an der Stelle x = 0
ein lokales Extremum hat. Welche Bedingung muss f erfillen, damait
es sich um ein Mazimum handelt?

Zeigen Sie, dass f keinen Wendepunkt besitzt.



Aufgaben 13

Wir finden
f'(x) = (x- f(2)) = f(x) +a- f(z) = f(a) + 2 f(2) = (2° + 1) f(2),
f"(z) =2z f(x) + (2* + 1) f'(z) = 22f(x) + (2* + Daf(x) = (2 + 32) f(2).
Damit folgt
f'0) =z f(z)|,_, =0,
f1(0) = (2 + 1) f(2)],_, = (0) #0.

Also besitzt das Schaubild von f einen Extrempunkt in x = 0. Dieser
ist genau dann ein Hochpunkt, wenn f(0) < 0 ist.

Endlich folgt aus f”(z) = (22 +1) f(x) = 0 mit dem Satz vom Nullpro-
dukt 22 +1 = 0 oder f(x) = 0, aber beide Gleichungen haben keine
reelle Losung.



