MATHEMATIK G10A

F. LEMMERMEYER, 22.02.2021

1. EXTREMPUNKTE
Bestimmung von Extrempunkten:

e Losen der Gleichung f'(z) = 0, um die Stellen x4, . ..zu bestim-
men, in denen f waagrechte Tangenten besitzt.

e Bestimmung der y-Koordinaten durch y; = f(x1), ....
e Einsetzen von z1, ...in f"(x);

Hochpunkt H(x1|y1), falls f”(z1) < 0 (Néherungsparabel nach
unten geoffnet);

Tiefpunkt T'(x1|y1), falls f”(x;) > 0 (Ndherungsparabel nach
oben geoffnet).
AUFGABEN

(1) Lose folgende Gleichungen.

3 4 1 2
¢) 2z'+4 =927 d) 11
A
ose folgende Gleichungen.
(2) Lose folgende Gleichung
a) 3W/r+1=13 b) z*=4
¢) 22°+ 2z = 5z’ d) z*+i=327
(3) Bilde die erste Ableitung
1
a) Flx)= 0,50 b) f(r) = 5o°
¢) f(z)=22>—122%+1 d) f(x)=0,022° +0,05
(4) Bilde die erste Ableitung
3 322
- b =2
W) ) = o ) F) =5
c) flx)= 3 2v/x d) f(x) =d*s* —d*x
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(5) Zeige, dass das Schaubild der Funktion f mit

1 16
f(z) = gxg — 32° + 8z — 5

Extrempunkte P(2|3) und Q(4]0) besitzt.
Untersuche, ob P und () Hoch- oder Tiefpunkt ist.

(6) Bestimme die Extrempunkte des Schaubilds der Funktion

f(z) = ix?’ - ng + 3.

(7) Gegeben ist die Funktion
flx)=2"—2* —2z+1.
Zeige, dass x1 = 1 Nullstelle von f ist.
Bestimme Hoch- und Tiefpunkte von f.
(8) Gegeben ist die Funktion

1
flz) = —Zx3 + 3z +t.
Bestimme t so, dass xqg = —2 eine Nullstelle von f ist.

Ermitteln Sie (mit diesem Wert von ¢) Hoch- und Tiefpunkte
dieser Funktion.

(9) Bestimme Hoch- und Tiefpunkte der Schaubilder folgender Funk-
tionen (WTR erlaubt).

a) f(z)=a2>+22+3 b) f(z)=2"-3x+5
¢) flr)=2"—92> + 152 -3 d) f(z)=2"—32" — 92 + 10
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LOSUNGEN

(1) Lose folgende Gleichungen.

3 4
a) Zx:§x+1

c) 2x'+4=0977

Probe nicht vergessen!

3 4
9z = 162 + 12
—12="Tx
12
r=——
7
1 2
b = —
<) r—1 T
1:2(:10—1)
T
xr=2x—2
r =2
() 2z + 4 = 922
20t — 922 +4=0
2:2—9x4+4=0
9+ 481 —32
212 = ——
4
2 =4 =2
$172::|:2
1
212521’2
1
T34 = t——=
3,4 \/5
1 1
d - = —
(d) — =
r=1

‘ —x+2

‘—9x2
‘$2:z

‘ abe-Formel

|
vV

vV
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(2) Lose folgende Gleichungen.

a) 3vr+1=13
c) 22+ 21 = 5’

(a) 3Vr+1=13
3vVr =12
V=4
r =16
(b) vt =4
x° = £2
T12 = +v/2
(c) 22° 4 22 = 5x?

203 — 522 + 20 =0
z(22* — 5xr +2) =0

1‘120

1

1‘225

33'3:2

(d) a:—ir 7

5

6

4 5.2 _
6 — 522 +1=0
622 —524+1=0

_1
21—3
_1
22—2
=41
T12 = 73
1
ZE3’4::]:7§

[\

Probe: 3v16 +1 =13

= —2: keine Lsg.

— 5a?

Nullprodukt
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(3) Bilde die erste Ableitung

a) f(z)=0,5z" b) f(z)= %xG
¢) fz)=22" 1222 +1 d) f(x) =0,022° + 0,05
Q) @) =20 b) ) = 507
c) f'(z)=062"— 24z d) f'(x)=0,1z*
(4) Bilde die erste Ableitung
3 322 3
a) flr)=—— b) fle)=53=52
c) flx)= ??Tx —2y/x d) f(z)=d*s" — a’x
: 3 / 3
2 f) = b) F)=
) f(x) Z - % d) f'(z) = 4a’2® — d®
(5) Zeige, dass das Schaubild der Funktion f mit
flz) = %x‘g — 3% + 8z — ?

Extrempunkte P(2|3) und Q(4|0) besitzt.
Untersuche, ob P und (Q Hoch- oder Tiefpunkt ist.
Moglichkeit 1: Extrempunkte ausrechnen.
f'(z) = 2% — 62 +8
f(x) =22 —6
Extrempunkte: f'(z) = 0 ergitb (abc-Formel) z; = 2 und 25 =

4. Weiter ist y; = f(2) = 3 und y» = f(4) = 0. Endlich gilt

f"(2) = =2 <0, also ist P(2|3) Hochpunkt; weiter ist f”(4) =
2 > 0, also ist Q(4]0) Tiefpunkt.

Moglichkeit 2: Nachrechnen.

Weil die Ergebnisse bekannt sind, miissen wir die Gleichungen
nicht 16sen. Wir rechnen also nach, dass gilt:

e f(2)=3; f'(0) =0, f(0) < 0: Hochpunkt
e f(4) =0, f'(4) =0, f"(4) > 0: Tiefpunkt
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(6) Bestimme die Extrempunkte des Schaubilds der Funktion

9 9
! 2 Y
Jla) =550~ g*
9 9
" _ _
S T
Erste Ableitung = 0 setzen:
9 , 9
92* — 36z =0 |+ 9
22 —4r =0 Ausklammern
z(zr—4)=0

o 21 =0; 41 = f(0) =3; f(0) = —2 <0, also H(0[3).
o zy =4y = f(4) =0; f"(4) = 2 >0, also T(4/0).

(7) Gegeben ist die Funktion
flx) =2 —2* -2+ 1.

Zeige, dass v1 = 1 Nullstelle von f ist.
Bestimme Hoch- und Tiefpunkte von f.
Esist f(1) =13 — 12— 1+ 1 = 0; also ist z; = 1 Nullstelle.
Hoch- und Tiefpunkte:

fl(x) =32 —22 -1

f"(z) =6z —2

f'(x) =32® — 22 — 1 = 0 liefert 2y = —5 und @ = 1.
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f(—%) = g—?; ”(—%) = —4 <0, also H(—%|%)
f(1)=0; f'(1) =4 >0, also T'(1/|0).
(8) Gegeben ist die Funktion
fz) = —;lx?’ + 3x + t.
Bestimme t so, dass xog = —2 eine Nullstelle von f ist.

Ermitteln Sie (mit diesem Wert von t) Hoch- und Tiefpunkte
dieser Funktion.

Es soll f(—2) = 0 sein, also —3 - (—8) —6+¢ = 0; also ist t = 4.

Jetzt sollen wir die Extrempunkte von
1
flz) = —1.9:3 +3z+4
bestimmen. Ergebnis: T(—2|0) und H(28).

(9) Bestimme Hoch- und Tiefpunkte der Schaubilder folgender Funk-
tionen (WTR erlaubt).

a) f(z)=2"+22+3 b) f(z)=2*—-3z+5
¢) f(z)=2a*—-92"+ 150 -3 d) f(x)=2"—32" — 92 + 10
(a) f(x) = x*+2x+3 beschreibt eine Parabel. Mit quadratischer
Ergéinzung bekommt man f(z) = (z+1)?+2, und daraus kann

man ablesen, dass die Parabel den Tiefpunkt (—1|2) besitzt,
denn (z + 1)% ist fiir = —1 am kleinsten.

Mit Differentialtrechnung geht es so:

fl(x) =22+2

fl(x) =2.
f'(x) = 2z 4+ 2 = 0 liefert z; = —1; damit ist y; = f(—1) =
1 —2+3=2; wegen f’(x) = 2 > 0 liegt ein Tiefpunkt vor
T(—1]2).
(b) f(z) = 2% — 3z + 5. Hier ist

f'(xr) =32* -3

f'(x) = 6x
f'(x) = 32* — 3 =0 liefert x5 = £1.
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e =—1,y=f(-1)=7, f"(-1) = -6 <0: H(—1|7)
e xo=1,9y=f(1)=3, f"(1) =6 > 0: T(13).

—20

=30

o
N

I 2

ABBILDUNG 1. Links: f(z) = 2® — 3z + 5. Rechts:
Schaubild von f(z) = x* — 92? + 15z — 3 (rot) und
f'(x) = 32* — 18z + 15 (blau).
(c) Hier ist
f(z) =2* —92° + 152 — 3
f'(x) =32* — 182z + 15
f"(x) = 6x — 18
Damit wird
30 =18z 4+15=0 | :32°—6z+5 =0  Vieta
(x—=1)(z—=5)=0
ex;=1,y1=f(1)=4, f"(1)=—-12 < 0: H(1[4).
o 25 =5, 1y, = f(5) = —28, f"(5) = 12 > 0: T(5| — 28).
Man schaue sich die Schaubilder von f und f’ (Abb. [1| rechts)

an; dort, wo dsa Schaubild von f Hoch- bzw. Tiefpunkte hat,
liegen die Nullstellen von f’.

(d) Hier ist
f(z) =2* - 32° — 92 + 10
f'(z) = 32% — 62 — 9
f"(x) =6x—6
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Ableitung gleich 0 setzen:
32" =62 —9=0 03
1’ —2x—3=0 Vieta
(x+1)(z—3)=0
e x;=—1,y=f(—1) =15, f"(—-1) = —-12 < 0: H(—1|15).
e 1o=3,y= f(3) =17, f"(3) =12 > 0: T(3| — 17).
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