MATHEMATIK G10A: VEKTOREN VI

F. LEMMERMEYER, 19.04.2021

PUNKTPROBE
Wie kann man feststellen, ob ein Punkt auf einer gegebenen Gerade liegt?

Im Falle von Koordinatengleichungen ist das ganz einfach: der Punkt P(3|5) liegt auf
der Geraden y = 2z — 1, weil Einsetzen von z = 3 und y = 5 die richtige Gleichung
5=2-3 —1 liefert. Anders gesagt: wenn man x = 3 einsetzt, kommt y = 5 raus.

Im Falle von Paramtergleichungen ist das nicht ganz so einfach. Wir haben gesehen,
dass man Punkte erhélt, die auf der Geraden ¥ = (,01) +t- (%) liegen, indem man
fiir t Zahlen einsetzt. Fiir t = 2 beispielsweise erhalten wir den Ortsvektor

7= (54)+2-(2) = (3)
und damit den Punkt Q(2|3). Aber wie kann man umgekehrt feststellen, welcher
Wert von t auf den Punkt @(2|3) fihrt?

Wenn Q(2|3) auf der Geraden Z = () +t-(
sodass der entsprechende Ortsvektor gleich (

(3) fiir 7 ein:
(8) = (%) +t-(3).
Damit diese Gleichung richtig ist, muss auf beiden Seiten derselbe Vektor stehen, und

die x- und y-Koordinaten miissen iibereinstimmen. Aus der obigen Vektorgleichung
lesen wir also die beiden ,,normalen“ Gleichungen

2=0+1-1¢
3=—-1+4+2-¢

) liegen soll, dann muss es ein ¢ geben,
2) ist; man setzt also den Ortsvektor

ab. Die erste Gleichung ist fiir ¢ = 2, richtig, die zweite ebenfalls. Dies bedeutet,
dass der Ortsvektor (%) zum Parameter ¢ = 2 gehort.

Um nachzupriifen, ob der Punkt R(—5| — 11) auf er Geraden liegt, setzen wir ein
und lesen die beiden Gleichungen ab:

(71) = (&) +t-(3)

liefert
—-5=0+1"¢,
—11=-14+2-t
daraus folgt ¢t = —5, und Einsetzen von ¢t = —5 in die Geradengleichung liefert den

Ortsvektor (__ ); also liegt R auf dieser Geraden.
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Der Punkt S(5|11) liegt dagegen nicht auf der Geraden:

(i) = (%) +t-(3)
liefert
5=0+1-1,
11=—-14+2-1
und die erste Gleichung ergibt ¢t = 5, die zweite aber t = 6. Weder fiir ¢ = 5, noch

fiir t = 6 ergibt sich der Punkt S; also liegt S nicht auf der Geraden. Dies ist immer
so, wenn sich beim Losen der Gleichungen zwei verschiedene Werte ergeben.

Eine kleine Klippe gibt es noch, wenn der Richtungsvektor der Geraden eine 0
enthélt. Betrachten wir etwa die Gerade mit der Gleichung

(hier haben wir den Parameter mit r bezeichnet: es muss nicht immer ¢ sein).

Der Punkt P(5| — 1) liegt auf der Geraden, denn Einsetzen und Ablesen der Glei-
chungen ergibt
5=2+1-r
—1=—-1+0-r=-1.
Die zweite Gleichung ist fiir jedes r richtig, die erste fiir » = 3. Tatséchlich liefert
Einsetzen von r = 3 den Ortsvektor

F=(24)+3(5)=(2)
und damit den Punkt P.

Der Punkt Q(6] — 2) liegt dagegen nicht auf der Geraden, denn von den beiden
Gleichungen

6=2+1-r
—2=—14+0-r=-1
ist die zweite Gleichung —2 = —1 nie richtig. Also gibt es auch keinen Parameter, der

den Ortsvektor (_62) ergeben wiirde; mit r = 4 (der Losung der ersten Gleichung)
erhielte man namlich
T=(2)+4(5) = (%)

und nicht ( AN )
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1. AUFGABEN
(1) Priife, ob die Punkte P und @ auf der Geraden g liegen.
(a) P(5|4), Q(1I3), g: &= () +r(})
(b) P(55), Q(3[3), 9: Z=
(c) P(O]1), QO] —1),g: &= (2F)+7(3)
() P@3I3), QM) g: 7= (2)+7(3)
(2) Priife, ob der Punkt C' auf der Geraden durch A und B liegt:
(a) A(2]=1), B(3[2), C(5]8)
(b) A(=1J1), B(1]3), C(3[6)
(c) A(1[3), B(5] = 1), C(3[1)
(d) A(=2|-1), B@[-1), C(5] - 1)

Hinweis: Hier stellt man die Gleichung der Geraden durch A und B auf und
macht anschlieend eine Punktprobe mit C'.

(3) Bestimme jeweils die erste Ableitung von f.

a) flz) =32 +22° +1
3 2z

b) f(x):%—g

c) fl@) =2z +V2 2

d) fl) =305 — 2
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LOSUNGEN
(1) Priife, ob die Punkte P und @ auf der Geraden g liegen.
(a) P(514), QLI3), 9 a=(7') +r(1)
Punktprobe mit P:
(3) = (3" +r(3)
liefert das Gleichungssystem

5 = -1 + 2r
4 = 1 4+ r

Beide Gleichungen stimmen fiir » = 3, also liegt P auf der Geraden.

Probe:

() +3(%) = (%)
Punktprobe mit Q:

(3) =(3") +r(3)
liefert das Gleichungssystem

1 = -1 + 2r
3 = 1 + r

Die erste Gleichung ergibt r = 1, die zweite dagegen r = 2. Also liegt )
nicht auf der Geraden g.

(b) P(5[5), QG3I3), g: 7= (3)+r(?)
Punktprobe mit P:
(3) =(3) +r(1)
liefert das Gleichungssystem

5 = 1 + 2r
5 = 2 + r

Die erste Gleichung ergibt r = 2, die zweite dagegen r = 3. Also liegt P
nicht auf g.

Punktprobe mit Q:
(8) =(5) +r(1)
liefert das Gleichungssystem

3 =1 4+ 2r
3 = 2 4+ r
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Beide Gleichungen ergeben r = 1, also liegt ) auf g. Probe:
(3) +(3) =(3)

(c) PO]1), Q0] —1),g: #=(Z2)+r(3)
Punktprobe mit P:
(1) = () +r(3)
liefert das Gleichungssystem

0 = —2 4+ 2r
1 = -1

Die zweite Gleichung 1 = —1 ist fiir kein 7 richtig; also liegt P nicht auf
qg.
Punktprobe mit Q:
(4) = (D) +(3)
liefert das Gleichungssystem

0 = =2 + 2r
-1 = -1

Die erste Gleichung ist fiir r = 1 richtig, die zweite fiir alle . Also liegt
@ auf g. Probe:

(d) P(3[3), Q4f5), g: 7= (3)+7(?)
Punktprobe mit P:
(8) =) +r(9)
liefert das Gleichungssystem

3 = 3
3 = 2 4+ r

Die erste Gleichung 3 = 3 ist fiir alle r richtig, die zweite fiir r = 1. Also
liegt P auf g. Probe:

Punktprobe mit Q:
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liefert das Gleichungssystem

4 = 3
5 = 2 4+ r

Die erste Gleichung 4 = 3 ist fiir kein r richtig, also liegt @ nicht auf g.
(2) Priife, ob der Punkt C' auf der Geraden durch A und B liegt.
(a) A(2[ —1), B(3[2), C(5[8)
Als Stiitzvektor fiir die Geradengleichung nimmt man 074 = (_21), als

—
Richtungsvektor AB = (2_3(__21)) = (4). Also lautet die Gleichung der
Geraden g durch A und B

g: T=(24)+s(}).
Jetzt macht man Punktprobe mit C 16st also die Gleichung
(1) = (2) ()
durch Aufteilung in zwei ,,normale“ Gleichungen
b= 241-s,
8=—-14+3"-s.
Beide Gleichungen liefern s = 3, also liegt C' auf g, und in der Tat ist
(3) =(2)+3-(3).
(b) A(—11), B(1]3), C(3/6)
Gleichung der Geraden durch A und B ist
— —
T=0A+ sAB = (,11) +s(§).
Punktprobe mit C-:

(8) = (21) +5(3):

Gleichungssystem

3 = 1 + 2s

6 = —1 + 2s
Die erste Gleichung liefert s = 1, die zweite s = 4. Also liegt C' nicht
auf g.

Man kann natiirlich ebensogut priifen, ob A auf der Geraden durch B
und C liegt. Die Rechnungen verlaufen dann anders, aber das Ender-
gebnis, dass die drei Punkte nicht auf einer Geraden liegen, ist in allen
Féllen dasselbe.
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(c) A(1|3), B(5] — 1), C(3[1)
Eine Gleichung der Geraden durch A und B ist
— —
T=0A+sAB= (1) +s(4).

C liegt auf g und gehort zu s = % =0,5:
1
(:1’,) +5(—44) - (:%) + (—22) - (:f)

(d) A(=2|-1), B@[-1), C(5] - 1)
Eine Gleichung der Geraden durch A und B ist
— —
T=0A+sAB=(23)+s(3)
. C liegt auf g und gehort zu s = % =14
7

(Z1) +£(8) = (Z) + (§) = (2)-
(3) Die Ableitungen sind
a) f'(z) = 6z + 62°
, 3 2
b) fla)=-55-3
) f@)=—=+V2
d) f(z) = 152* + 4
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