MATHEMATIK G10A: VEKTOREN VI

F. LEMMERMEYER, 19.04.2021

GERADENGLEICHUNGEN

In der Ebene kann man Geraden mit Gleichungen der Form y = mx + b beschreiben;
im Raum geht das nicht mehr.

Ein Beispiel fiir eine Vektorgleichung einer Geraden in der Ebene ist etwa
T=(2)+t- (%)
Hier ist & ein Ortsvektor, also ein Vektor, der vom Ursprung aus auf einen Punkt

der Ebene zeigt. Das t auf der rechten Seite heifit Parameter; wenn man fiir ¢ Zahlen
einsetzt, erhélt man Vektoren 7, und diese kann man einzeichnen; fiir t = —1 erhalten

wir etwa
7=(3) -1 (1)),
also den Vektor, der auf den Punkt (—3| — 3) zeigt.
t| —1 0 1 2 3
713 () () () ()
Zeichnet man die Ortsvektoren (bzw. die dazugehorigen Punkte) in ein Koordina-
tensystem, so erhélt man folgendes Bild:

Die Punkte, die man erhélt, liegen also alle auf einer Geraden. Jeder Wert von
entspricht einem Punkt der Geraden, und umgekehrt gehort jeder Punkt auf der

Geraden zu einem Wert von ¢ (der natiirlich nicht ganzzahlig zu sein braucht).
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Der Vektor (:%) in der Geradengleichung, den man fiir ¢ = 0 erhélt, nennt man den
Stiitzvektor. Der Stiitzvektor zeigt immer auf einen Punkt der Geraden. Der Vek-
tor u = (%), mit dem man den Parameter multipliziert, heifit Richtungsvektor:
dieser gibt die Richtung der Geraden an und verbindet zwei Punkt der Geraden.
Man erhélt also alle Punkte der Geraden, indem man den Punkt einzeichnet, auf
den der Stiitzvektor zeigt, und dann Vielfache des Richtungsvektors an diesen Punkt

anhéngt.

Um die iibliche Form der Geradengleichung zu erhalten, kann man aus dem Rich-
tungsvektor die Steigung ablesen: Weil der Richtungsvektor u = (%) ist, muss man
von einem Punkt auf der Geraden aus 2 nach rechts und 1 nach oben gehen, was
m = 3 liefert. Setzt man jetzt in y = 32 + b etwa den Punkt (—3| — 3) ein, so folgt

-3 = %(—3) + b, also b = —% und damit die Geradengleichung
V=57

in Koordinatenform.

(GERADENGLEICHUNGEN AUFSTELLEN

Wie kann man nun aus zwei Punkten, durch die eine Gerade festgelegt ist, eine
zugehorige Parametergleichung bestimmen? Gesucht sei beispielsweise die Geraden

durch P(2|1) und Q(3|0). Weil der Stiitzvektor der Geraden auf einen Punkt der
Geraden zeigt, kénnen wir den Stiitzvektor (%) nehmen (genausogut hétten wir
aber auch () als Stiitzvektor nehmen kénnen). Der Richtugsvektor verbindet zwei

N
Punkte, also konnen wir @ = P(Q) = (E’):%) = (_11) wahlen. Damit ist

T=(3)+t(Y)

eine mogliche Parametergleichung der Geraden durch P und Q:
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UBUNGEN

(1) Zeichne folgende Geraden, und wandle sie in Koordinatenform um:

a) T=(%)+t (%) b) Z=(3)+t (1)
o) @=(5)+t-(4) d) 7= (%)+t-(1)
(2) Bestimme Parametergleichungen der Geraden durch die Punkte P und Q:
a) P(1[1),Q(3]2) b)  P(0[4), Q(4]0)
) P(=1[2),Q([1) d) P(0]0),Q(2[3)
ANTWORTEN

(1) Die Koordinatengleichungen der Geraden lauten

a) y=2zx—1 b) y==x
c) y=2 d) z=
(2) Mogliche Gleichungen sind die folgenden:
a) T=(1)+t-(3%) b) Z=(9)+t-(%4)

81
I

o) T=(F)+t-(4) d) t-(3)
Ist der Stiitzvektor der Nullvektor, kann man ihn weglassen. Beim Subtra-
hieren negativer Zahlen muss man besonders aufpassen.
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LOSUNGEN

(1) Zeichne folgende Geraden, und wandle sie in Koordinatenform um:

a) = (%)+t (1) b) = (3)+t (1)
o) T=(5")+t(3) d) 7= (%) +t-(9)

a) Der Stiitzvektor zeigt auf den Punkt P(0| — 1), der Richtungsvektor geht
von P aus 1 nach rechts und 2 nach oben. Die Steigung der Geraden ist also
m = % = 2. Dass der y-Achsenabschnitt gleich —1 ist, folgt daraus, dass der
Punkt (0] — 1) auf der Geraden liegt. Also ist y = 2z — 1.

Man kann die Geradengleichung auch aus zwei Punkten bestimmen, die auf
der Geraden liegen. Der Wert ¢ = 0 gibt den Punkt P(0| —1), der Wert ¢ = 1
den Ortsvektor Z = (%) + (3) = (1) und damit den Punkt Q(1[1). Die
Steigung der Geraden ist jetzt

-y 1-(-1)
m = =
To — X1 1-0

=2,

und Einsetzen von P oder @) in y = 2x + b liefert b = —1.
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ABBILDUNG 1. Geraden aus Aufgabe 1a) und 1b)

b) Die Steigung ist m = % = 1, weil der Richtungsvektor 1 nach links und
1 nach unten zeigt. Setzt man P(2|2) in y = x + b ein, folgt b = 0 und damit
Yy =1

c¢) Die Steigung ist hier m = % = 0, die Gerade verlauft daher waagrecht.
Einsetzen von P(—1|2) in y =02 + b ergibt b = 2, also y = 2.

Diese Gerade besteht aus allen Punkten mit y-Koordinate 2.
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ABBILDUNG 2. Geraden aus Aufgabe 1c) und 1d)

d) Diese Gerade verlauft senkrecht und hat daher keine Gleichung der Form
y = ma + b; sie besteht aus allen Punkten mit z-Koordinate 3 und hat daher
die Gleichung x = 3.

(2) Bestimme Parametergleichungen der Geraden durch die Punkte P und Q:

a) P(1]1), Q(3[2) b) P(0[4), Q(4/0)
c) P(-1[2),Q([1) d) P(0]0),Q(2[3)

— —
Wir wihlen jeweils O P als Stiitzvektor und P(Q) als Richtungsvektor, erhalten
— —
also ¥ = OP + tP(Q als Geradengleichung.

a) OP = (1), PQ = (2), also 7 = (1) +1- (2).

b) OP = (3), PQ = (%), also &= (9) +- (4,).

(
0) OP = (), PQ = (%), also 7= (3) +1- (4),
d) OP = (), PQ = (2), also 7 = (§) +1- (2)
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