MATHEMATIK G10A WOCHE 1

F. LEMMERMEYER, 17.12.2020

1. BINOMISCHE FORMELN

Wir fangen heute gemiitlich an — mit binomischen Formeln. Diese sind
zu viel mehr gut als zum Ausrechnen von (a + b)%.

Binomische Formeln lassen sich oft zur schnellen Berechnung von Pro-
dukten und Quadratzahlen benutzen. Hier sind drei typische Beispiele.

(1) 422 = (40 +2)? = 402 +2-40 - 2+ 22 = 1600 + 160 + 4 = 1764.
(2) 492 = (50 — 1) = 2500 — 100 + 1 = 2401.
(3) 39-41 = (40 — 1)(40 + 1) = 1600 — 1 = 1599.

Diese Technik muss man iiben, um erkennen zu kénnen, dass und wann
man sie einsetzen kann.

(1) Berechne im Kopf.

a) 21%= b) 192 =

c) 31%= d) 322 =

e) 51*= f) 392 =
(2) Berechne im Kopf.

a) 2931 = b) 4951 =

¢) 19-21 = d) 18-22=

e) 28-32= f) 79-81=
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2. ABLEITUNGEN

Die Ableitung einer Funktion f(z) ist definiert als der Grenzwert

U—x Tr—Uu

des Differenzenquotienten W; dieser gibt die Steigung der Gera-
den durch die beiden Punkte P(z|f(x)) und Q(u|f(u)) an. Wenn sich
() dem Punkt P néhert (also u auf = zulduft), dann geht die Sekante
durch P und @ in die Tangente in () iiber.

Fiir Potenzfunktionen haben wir die Ableitung ausgerechnet:

o f(z)=1:

f'(z) = lim = lim =limm=m
o f(x)=21?
_ 2,2
U=z T — U u—=zr T — U
= lim (z = w)@+u) = lim(z + u) = 2z.
U=z T — U u—T

o f(x)=az*

flz) — f(u) ax® — au®

f'(z) = lim = lim
= lim afw = u)(z +u) = lim a(z 4+ u) = 2az.
o f(x)=213
_ 3_,3
u—z T —Uu u—r T — U

uU—T Tr—Uu uU—xT
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o flx)=a"
_ 4_ 4
f’(m):limM:hmm “
_ lim (x —u)(2® + 2%u + 2u® + u?)
U—T r—Uu
= lim (2® + 2%u + zu® + ) = 42°.
uU—x
o fl) =13
11 X _ .z
f'(z) = lim f(x) = J(u) = lim £—* = |im £% v
u—x r—u u—=r T — U u—=zr L — U
=t — 1 1 1
— lim —2% = Jjm — > " = lim —— = ——.

=1 :
wsr T —u VT +/u
T —Uu . 1 1
lim lim =

In allen Féllen haben wir gefunden, dass die Ableitung der Potenzfunk-
tion f(x) = z™ gleich f'(z) = na™ ! ist:
f(x)‘l r ox? 2 ot . an

f’(x)‘O 1 2x 32% 42% ... na"!

Weiter gelten folgende Regeln:

(u(z) + v(z)) = ' (x) + v'(2)
(c-u(r)) =c-u'(x),

d.h. Summen von Funktionen darf man einzeln ableiten, und konstante
Faktoren ¢ werden , mitgezogen®.

Um Funktionen wie f(z) = - oder g(z) = \/z mit der Potenzregel

ableiten zu konnen, muss man sie in der Form c - 2™ schreiben, also
L =272 bgw. /Z = 22
p~ . :
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3. TANGENTEN

Um die Gleichung der Tangente an das Schaubild einer Funktion f an
der Stelle xg zu bestimmen, geht man so vor:

(1) Berechne yy = f(x(); die Tangente geht durch den Punkt P(xq|yo)
der Schaubilds.

(2) Bestimme die Ableitung f'(z).
(3) Berechne die Steigung m = f’(xy) der Tangente.

(4) Berechne den y-Achsenabschnitt b der Tangentengleichung y =
max + b durch Einsetzen von P und m.

Man kann zur Bestimmung der Tangentengleichung auch die folgende
Formel (Punkt-Steigungs-Form) benutzen:

y = ['(zo)(x — o) + f(20).
Diese Gerade hat die richtige Steigung m = f’(x¢) und geht, wie man
durch Einsetzen bestétigt, durch den Punkt (xo|f(z0)).

4. FUNKTIONSUNTERSUCHUNG

Zu den wichtigsten Punkten des Schaubilds einer Funktion gehoren
Nullstellen und Extrempunkte. Nullstellen sind die z-Koordinaten der
Schnittpunkte des Schaubilds mit der xz-Achse; diese erhélt man durch
Losen der Gleichung f(x) = 0.

Punkte mit waagrechten Tangenten (also solche, in denen die Tan-
gentensteigung gleich 0 ist) erhélt man durch Losen der Gleichung
f'(x) = 0 und anschliefendes Einsetzen der z-Koordinaten in f, um
die y-Koordinaten auszurechnen.

Die Entscheidung, ob Punkte mit waagrechter Tangenten Extrempunk-
te sind (ob also ein lokaler Hochpunkt oder ein lokaler Tiefpunkt vor-
liegt), treffen wir vorlaufig unter Benutzung des Schaubilds von f.
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UBUNGEN

(1) Bilde die Ableitung folgender Funktionen. Notfalls muss man
die Ausdriicke erst vereinfachen. Achte darauf, dass die Ablei-
tung so weit wie moglich vereinfacht (insbesondere gekiirzt) und
wieder ohne negative oder gebrochene Hochzahl geschrieben ist.

flx)=3z"—2+1 fi(x) =
f(x) =22° — 522 + V2 f(z) =
fla)= o % ) =
flo) =2y~ ') =
flz) =0,12° — % flx) =
f@) =2+ f(x) =
f) =Y 2 () =
fle)=a*a f'(w) =
fa) = (x+ 1) /()
fx) = 2z 1) /()
f(z) = 2(x + 3)? f(z) =
f(a) = 2(x —3) f(w) =
flz) = 32% — g flz) =
fa=C- 1 ) =
fo)y=z vz f(w) =
f@) = 5= HOR
flay = — ) =
f(m):x2+4a:+4 f(z) =
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(2) Berechne die Gleichungen der Tangenten an das Schaubild von

fin xg.

(a) f(z) = 2% 2= —1

(b) f(z) =222 —1;20=1

(¢) flz) =1— 1120 =1

(d) f(z) =2V@; 20 =4

(e) flz) =3~ mim=1

(f) f(z) =25 +1; 20 =2

(g) flz) = 32° — a5 20 = —1
(h) f(z) =a* -3z +1;20=3

(3) Bestimme die Nullstellen und die Punkte des Schaubilds von f

mit waagrechter Tangente, und skizziere das Schaubild von f
mit Hilfe einer Wertetabelle.

(a) f(x)=a2®>—4x+3

(b) f(z) = 32° — 32
(©) fl2) = 24/ — 4
(d) flz)=2-3

(e) f(z) =22+ o

(f) f(z) = 23 — 322
(&) fla) =2’ —a? —x

(4) In welchen Punkten hat das Schaubild von f eine Tangente mit

der Steigung m? Lose dazu die Gleichung f'(z) = m.
(a) f(x) =2% m=—4

(b) flx)=2*>—=3z+1, m=2

(c) fz) =2vz, m=3
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LOSUNGEN

3zt —x+1
22° — 52% + /2
5w oy
N /')
:0,11’5—% f(z) =
=—+ % + % f(z) =
-2 e
T x3 /

= f(z)
r+1)?=22+22+1 f(x)
)2 =227 — 4z +2 f(z) =4z —
f(z)
['(z)

8
|
—_

r+3)% =2% 462> + 92

—%:x—i flz)=1+

Vi = a2 fa)=
= 5o e
x__11:x+1 flx)=1
x2+4x+4:x 5 fa) =1

fl(z) =122 — 1
f'(z) = 102* — 10z
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(2) Berechne die Gleichungen der Tangenten an das Schaubild von
fin zg.
(a) f(z) =a% zg = —1
Hier ist f'(z) = 2x; jetzt rechnen wir
o = f(=1) = (=1)* = +1,

m=f'(-1) = -2
Einsetzen in y = max +0b liefert b = —1 und damit ¢ : y =
—2r —1
(b) f) =222 — 1 ap=1: & y=do—3
(c) f(z)= —sxg=11t: y=o—1
(d) flz)=2ya;20=4:t: y=12x+2
() fla)y=Lt—-Lizp=1t: y=2-1
) f@) =2 +Lzo=2:t: y=3a+3.
(8) flz) =32 —x; 20 =—1:1 _2
(h) f(z) =a® =3z +1;mp=2:t: y=—3

(3) Bestimme die Nullstellen und die Punkte des Schaubilds von f
mit waagrechter Tangente, und skizziere das Schaubild von f
mit Hilfe einer Wertetabelle.

(a) f(z) = a® — 42 +3

Nullstellen: x1 = 1, x5 = 3; Punkt mit waagrechter Tan-
gente T'(2|1).

) f(z) = 4o — 4a?

Nullstellen z; = 0, x9 = % Punkte mit waagrechter Tan-
gente H(0]0) und T'(1]3).

(c) flz) =2yx -4
Nullstellen: x; = 4; keine Punkte mit waagrechter Tangen-

te, denn f'(z) = \/LE = 0 hat keine Losung.
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(@) fr) =21
Nullstellen: z; = %; keine Punkte mit waagrechter Tangen-
te, denn f’(z) = &5 = 0 hat keine Lésung.

() flx) =22+ &
Keine Nullstelle, denn f(x) = 0 fiithrt auf 42%+1 = 0: keine
Losung. Punkte mit waagrechter Tangente H(—3|—2) und
T(312)

(f) f(z) =2® — 37
Nullstellen: z; = 0, x5 = 3; Punkte mit waagrechter Tan-
gente H(0]|0) und T'(2| — 4).

(g) flz) =2 —2® —x

_ 1£V5

Nullstellen xy = 0, w33 = 5. Punkte mit waagrechter

Tangente H(—z|), T'(1] — 1).

(4) In welchen Punkten hat das Schaubild von f eine Tangente mit
der Steigung m? Lose dazu die Gleichung f'(x) = m.

(a) f(z) = 2%, m = —4: P(—=2|4)
(b) f(z) =2® =3z +1, m=2 P(3|—1).
(©) £(z) = 23 m = 1 P(A4),



