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Vorlesung Topologie

Musterlésungen zum Ubungsblatt 2

Aufgabe 1 Die Topologien einer 3-elementigen Menge X := {a,b, c}.

Subbasis S Topologie T H#T
. S=6¢ 7 ={¢,X}
2. S={{a}} 7 ={¢,{a}, X}
3. S={{v}} T ={¢. {0}, X}
L S—{{ch T = {6 {ch X}
5. §={{a,b}} T ={¢,{a,b}, X}
6. S={{a,c}} T ={¢,{a,c}, X}
7. S={{bc}} T ={¢,{b.c}, X}
8.  S={{a},{b,c}} T ={¢,{a},{b,c}, X}

©

S = {{b}>{a7c}} T = {¢7 {b}v{avc}7X}
S = {{0}7{a7 b}} 7= {¢’ {C}a{av b}7X}

—
IS

1. §= {{a}7{a7b}} T = {¢7 {a}>{a7b}7X}

12. §= {{a}7{a7c}} T = {¢a {a}’{aac}vX}

13. §= {{b}7{bva}} T = {¢a {b}a{b’a}vX}

14. & = {{b},{b,c}} T ={¢,{b}.{b,c}, X}

15. & ={{c},{c.a}} T ={¢.{c}, {c,a}, X}

16. S = {{0}7{07 b}} 7= {¢7 {0}7{07 b},X}

17. 8§ ={{a} . {a,b} . {a,c}} T ={o {a},{a,b},{a, c}, X}

18. §={{b},{b,a},{b,c}} T ={o,{b},{b,a},{b,c} X}

19. S={{c},{c.a},{cb}} T ={o {c} {c.a} {cb} X}

20. S ={{a},{b}} T = {¢,{a},{b},{a, b}, X}

21. S ={{a},{c}} T ={¢,{a} {c}.{a,c}, X}

22. S ={{b},{c}} T ={¢, {0}, {c}. {b,c}, X}

23. S={{a},{c}.{a,b}} T ={0¢,{a} {c} {a,b} {a,c} X}
2 S={{b} {ch {ab}) T = {6 b}, {c} a0} {b.c}, X]
2% S={{ah (b} {bcl} T = {0 {a} (b} {a.b}, {brc} X}
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26. S ={{a},{c},{b,c}} T =A{o{a},{c} {a,c} {bc}, X}
21. S ={{a},{b},{a,c}} T ={¢,{a},{b},{a, b}, {a,c}, X}
28. S={{b}.{ct.{a,c}} T ={¢,{b},{c},{a,c} {b,c}, X}
29. S = {{a}, {b}, {c}} 7 = {¢,{a}, {b},{c}, {a,b},{a, ¢} {b ¢}, X}

Ergebnis: Es finden sich 29 Topologien auf X = {a,b, c}.

Aufgabe 2 Gesucht ist eine k+1 elementige Topologie T auf X = {1,2,..., k}.
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Die gesuchte Topologie lautet: 7 = {¢,{1},{1,2},{1,2,3},...,{1,2,... k}}.

Aufgabe 3 Sei X := IR; bilden die Menge aller Intervalle der Form a) | — oo, x| und b)
la,b[ Topologien auf X?

Zu a): | — oo, z[, = € IR bilden eine Topologie auf IR.

e (O1):
U ] — 00, z\[ =] — 00, S[ wobei S := sup{zy | A€ A} €IR
AEA

o (02):
ﬂ]—oow,\[:]—oo,f[wobeifzz inf{zx |\ € A} €1IR
AEA

o (O3):

Zu b): |a,b], a,b € IR bilden keine Topologie, weil Vereinigung von solchen nicht von
dieser Form sind.

Aufgabe 4 Sei f : X =Y.
a) Zu zeigen: fist stetig = ¥V A C X gilt f(A) C f(A)
b) Finde und beweise analoges Kriterium zu a), bei dem A durch Aersetzt wird.

Mengentheoretische Uberlegungen zu Aufgabe 4:
(1) fFl1fAD A
(2) f' B> A & BDfA

Zu (1) z€A = f(x)e fA = xe f7IfA
Echt gleich bei X=Y=Punkt;
#Y =1, #X > 1: Fir A:={xo} ist f1fA=X # A

Zu (2)
C(:> 7’:
fA < ff'BcCB.

Voraussetzung
CL¢ 7’:
B D fA nach Voraussetzung.
-1 -1
fTBDffA % A.
1
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Zu 4.a) “=":

fA abgeschlossen

f~1fA abgeschlossen, da f stetig
f7'fAD f'fAD A

“lfA o> A

A > f(A.

|~

(4¢ 77:
Sei C' C Y abgeschlossen.
Zu zeigen: f~1C abgeschlossen.

Zu zeigen: f~1C = f~1C.

« .
DI

f~1C > f7'C; vgl Eigenschaft A O A.

HC 77:

f(fre)y cfftie e

Nach Voraussetzung (C abgeschlossen) gilt: C' = C.
fiC c f7iCc = f1o.

Zu 4.b):
Behauptung: f ist stetig : & V A C X gilt f(A°) D (fA)°.

e

Sei ' C Y offen.

Zu zeigen: f~1C offen.

Zu zeigen: f~1C = (f~1C)°.

“D 77:
f71C o (f7'C)°.Folgt aus der Eigenschaft A D A°.

“C 77:
fteyr o (e ser =

Voraussetzung
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Also: (f~1C)° o f1C.

Aufgabe 5 Zu zeigen: Fir jede Menge X gibt es keine Surjektion

f: X—-PX

Behauptung: A = {a € X | a ¢ f(a)} ist nicht im Bild von f.

Angenommen A € Bildf. D.h.3be X : f(b) = A.
Dann gilt:

(1)be Aoder (2) b A

Beide Fille sind widerspriichlich!

Zu (1):

be A, be f(b) = beg A
nach Def. von A

Zu (2):

b A, bd f(b) = be A

~—
nach Def. von A



