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1 . Aufgabe (6 Punkte):
Es sei G eine endliche Gruppe. Zeigen Sie:

a) Wieviele Elemente der Ordnung 7 hat die Gruppe, wenn G exakt 168 Elemente und keine
echten Normalteiler N < G hat?

b) Die Gruppe G hat einen echten Normalteiler, wenn ihre Ordnung p?q ist - wobei p, ¢ ver-
schiedene Primzahlen sein mogen.

1. Losung: a) Esist
168 =8-3-7.

Die Anzahl der 7-Sylowgruppen mit n; =1 mod 7 und n7|{G entweder 1 oder 8. Wiére sie
1, héitte man einen Normalteiler, was der Voraussetzung widerspriche, ergo ist n; = 8. In
den 8 7-Sylowgruppen stecken je 6 Elemente der Ordnung 7, was insgesamt 6 - 8 = 48 ergibt.
Der Schnitt zweier Sylowgruppen ist trivial, also wurde kein Element doppelt gezihlt.

b) Es ist n, = 1 mod p und nylg. Da ¢ prim ist, gilt n, € {1,q}. Hétte die Gruppe keinen
Normalteiler, wire n, = 1 ausgeschlossen, also n, = ¢ =1 mod p, insbesondere ist p < g.
Zum anderen hat man n, =1 mod ¢ und n,|p?, ist also in der Menge {1,p, p?} enthalten.
Da p ein Teiler von ¢ — 1 ist, kann n, nicht p sein. Es gilt nun, n, = p? auszuschliefen. Wire
dem so, so hitte man p?(q — 1) Elemente der Ordnung ¢ (dasselbe Argument wie oben) und
die {ibrigen Elemente der Gruppe, das sind p?>q — (p?(q — 1)) = p? Stiick hiitten die Ordnung
p,p? oder 1. Damit giibe es jedoch nur 1 Gruppe der Ordnung p?, was im Widerspruch zu
np # 1 steht.

2 . Aufgabe (6 Punkte):
Eine endliche Gruppe operiere auf einer endlichen Menge X und G \ X bezeichne die Menge der
Bahnen von X unter G.

a) Zeigen Sie, daf die Anzahl der Bahnen gleich der durchschnittlichen Fixpunktanzahl ist, d.h.

G\ X =1GI7 Y |Fizx(g).
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b) Es sei eine Halskette mit neun Perlen gegeben, von denen jede einzelne in genau einer von
drei verschiedenen Farben leuchtet. Jeweils drei Perlen haben dabei dieselbe Farbe und sind
nicht voneinander zu unterscheiden. Wieviele verschiedene Anordnungen von Perlen gibt es,
wenn Anordnungen, die durch Drehungen rsp. Spiegelungen aus einer anderen hervorgehen
nicht von der Urspriinglichen unterschieden werden?

3 . Aufgabe (6 Punkte):
Begriinden Sie Wahrheit oder Irrtum der folgenden Aussagen:

a) Jede Korpererweiterung vom Grad 6 ist normal.

b) Ist f € K[X] ein separables Polynom mit Gal(f) = Sy, L/ K dessen Zerfallungskorper, dann
gibt es genau 4 Teilkérper Z vom Grad 8 iiber K.



¢) Fiir ungerades n € Nist X® + nX? + n € Q[X] stets irreduzibel.

2 . Losung: a) Nein, z.B. ist hat Q(4/2,/2) iiber Q den Grad 6, ist aber nicht normal, da das
Minimalpolynom von /2 von der Form X3 — 2 ist, was in diesem Korper nicht vollstindig
zerfillt, da es imaginére Nullstellen hat.

b) Sy hat vier Untergruppen der Ordnung 3: Die von (123), (124), (134) und (234) erzeugten
Untergruppen. Diese induzieren nach dem Hauptsatz der Galoistheorie verschiedene Kor-
pererweiterungen von Grad 8 iiber K. Weitere solche Erweiterungen kann es nicht geben,
weil es keine weiteren Untergruppen der Ordnung 3 gibt.

c¢) Fiir ungerades n € Nist X3 +nX?2 +n = X3+ X2+ 1 mod 2 irreduzibel in Fy und damit
irreduzibel in Q.

4 . Aufgabe (6 Punkte):
Es sei K = Q(v/2).

a) Zeigen Sie, daf 4 + 2v/2 kein Quadrat in K ist.
Es sei fortan L := Q(v/4 + 2v/2).

b) Berechnen Sie [L : Q] und das Minimalpolynom des Elements /4 + 2+/2 iiber Q und K.

c) Zeigen Sie, daf \/4 —2v/2 in L enthalten ist und L/Q eine Galoissche Erweiterung ist.
Welche Galoisgruppe hat sie?

3 . Losung:
Wir setzen K = Q(v/2) und @ = /4 + 2v/2, sowie L = Q(«). Nun zeigen wir nacheinander, dass
[L : Q]=4 ist (und somit o ¢ K), indem wir das Minimalpolynom bestimmen. Dann zeigen wir,

dass K/Q eine Galois-Erweiterung ist und bestimmen die Galois-Gruppe.
Zuerst stellen wir fest, dass (oz2 — 4)2 — 8 = 0 gilt und folglich das Minimalpolynom von «
das Polynom f = (X% —4)2 — 8 = X* — 8X?2 + 8 teilt. Nun ist f € F3[X] irreduzibel, wie sich
schnell nachrechnen &t und damit f € Z[X] irreduzibel, also [L : Q] = 4. Da [K : Q] = 2 gilt, ist
offensichtlich o ¢ K und somit auch nicht o? € K?2.

Wir kénnen ferner sofort ablesen, dass die Nullstellen von f durch

oz,fa,\/4f\f2:: B, —p

gegeben sind. Um zu zeigen, dass L/Q eine Galois-Erweiterung ist, reicht es also zu zeigen, dass
B € L gilt.

Nun ist aber a8 = \/(4 + 2\@)(4 — 2\@) =8 =2y2=0a?—4 und damit 8 = a2a_4, also
B € L. Damit ist durch

c:L—>L;a—p

ein wohldefinierter Q-Automorphismus gegeben. Es ist
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also hat o mindestens Ordnung drei. Da die Galoisgruppe Ordnung vier hat, ist die Ordnung von
o genau vier und somit die Galoisgruppe isomorph zu Z/47Z via o + 1.
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