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Losung zum sechsten Zettel

1 . Aufgabe :

a) Finde alle rechtwinkligen Dreiecke mit ganzzahligen Seitenldngen, deren Fliche ein Qua-
drat (d.h. in Z?) sind.

b) Finde alle ganzen Zahlen mit

Loésung
a) Es seien x,y, z positive ganze Zahlen, die der Gleichung
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geniigen und fiir die gilt
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Nach eventuellem Teilen sind diese Zahlen einander teilerfremd. Geméfs einem Satz der
Vorlesung hat man nun =z = u® — v?, y = 2uv, z = u?® + v? fiir gewisse u,v > 0 aus Z.

Zudem sind u, v teilerfremd und genau eine dieser Zahlen ist gerade. Man rechnet

y
> = uv(u —v)(u+v) ().

Weil u £ v ungerade ist, haben wir (v + v,u — v) = 1, also sind die vier Faktoren in (%)
paarweise teilerfremd, nach Annahme also Quadrate in Z. Daraus ergibt sich die Existenz
von a, b, ¢, d mit ¢, d ungerade so, dafs

u=a* v=b0 ut+tv=c u—v=d-.

b ist aufgrund der Gleichung 20* = ¢ — d* = 0(mod 4) eine gerade Zahl: b = 20/, was dann

die Gleichung
c+d\ (c—d _ o
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ergibt. Der ggT zu den Zahlen ¢ £ d ist 2 und wir haben daher in
gerade Zahl vorliegen. Nehmen wir 0.B.d.A. an, %l
Produkt ganzer Zahlen

%l oder in %1 eine

sei gerade. Dann haben wir das folgende

c+dec—d
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Aufgrund der Teilerfremdheit der Faktoren haben wir r, s € Z so, daf
c+d=4s* c—d=2r’

Also ist a® = 7'+ 4s* und damit ist das Tripel (r2,2s% a) eine Lésung mit a < z. Das kann
man jetzt unendlich oft machen. Das ist absurd.

b) Ist 2% — y* = 2% eine Losung und X := 2 — y*, Y := 22%?% 7 := 2* + 4*, dann sind
X,Y, Z die Kantenlidngen eines rechtwinkligen Dreiecks mit quadratischem Flicheninhalt,
was es nach a) nicht gibt.
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