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9. Vortrag. Quadratische Formen iiber Q!

Wir verwenden die Notationen der vergangenen beiden Vortrige und machen folgende Generalvoraussetzungen:

e alle quadratischen Formen haben Koeffizienten aus Q und seien nicht ausgeartet

e V=PU{x}, Qx =R

1. Invarianten

Sei f ~ a1 X?+ ...+ a, X2 eine quadratische Form vom Rang n. Dann gibt es drei wichtige Invarianten:

1. Die Diskriminante d(f) € Q*/Q* mit d(f) = [] ai. Sei v € V. Vermége Q — Q,, lisst sich f als
i=1

quadratische Form f, iiber Q,, interpretieren. d,,(f) ist das Bild von d(f) unter Q*/Q*" — Q3 /Q% .

2. e,(f) = [1(ai,a;),. Nach dem Theorem von Hilbert? gilt ] &,(f) = 1.
i<j vev

3. Die (Sylvester-)Signatur (r, s) der reellen quadratischen Form f (bekannt aus der Linearen Algebra) gibt
die Anzahl der positiven und negativen Eigenwerte der der quadratischen Form f zugehérigen Matrix A
an.

Die Invarianten d, (f),e,(f) und (r,s) heiBen lokale Invarianten von f.

2. Das Theorem von Hasse-Minkowski

Von nun an soll die Aussage, dass eine quadratische Form fx iiber einem Kérper K 0 reprasentiert bedeuten,
dass es ein z € K — {0} gibt mit f(z) = 0. Im Zentrum des Vortrags steht folgendes Theorem.

Satz 1 (Theorem von Hasse-Minkowski)

f reprisentiert 0 < /\ fv reprasentiert 0.
vev

Beweis:
= Trivial.

< Zunichst schreibe man f in der Form f = a1 X? + ... + a, X2, a; € Q*. Ohne Einschrinkung kann
a1 = 1 angenommen werden. Sonst ersetzt man f durch a; f. Der Beweis wird durch eine Fallunterscheidung
gefiihrt.

1. Fall: n = 2.

f=X2—ax2 =120 450

Inach Jean-Pierre Serre: A Course in Arithmetic, GTM 7, pp. 41-44
2Chap. IIT Theorem 3



, epr. 0 : : :

Primzerlegung von a: a = [] p*»(®) om0 st Quadrat in Q,. A 2|yp(a) = aist Quadrat in Q = f
peP peP

reprasentiert 0 via (v/a,1).

2. Fall: n = 3. (Legendre)
f=X}—aX:-bX2.
OFE kann man a,b als quadratfreie ganze Zahlen annehmen (sonst: Multiplikation der Koeffizienten mit geeig-

neten Quadratzahlen), i.e. A v,(a),v,(b) € {0,1}. OF |a| < |b|. Der Beweis wird nun durch Induktion nach
p€eP

m = |a| + |b| gefiihrt.

Induktionsanfang. m = 2.
f= X2 £ X2+ X2T=IB 0 ¢ X2 4 X2 4 X2 Also 0.B.d.A. f = X2 — X2 + X2 mit Losung
(a,a,0) (a € Q).

Induktionsschritt. m — 1 = m.

k
m > 2, |b| > 2. b besitzt eindeutige Primzerlegung b = + [] p; (p; # p;) falls i # j (b war quadratfrei gewahlt).
i=1

K2

Seinunp e {p;, i=1,...,k}.

Behauptung: a ist Quadrat modulo p.

Der Fall @ = 0 mod p ist trivial. Also a 2 0 mod p = a mod p € (Z/pZ)*.

Voraussetzung V 22 —ax? —by? =0, oE(z,y, z) primitiv 3.
(w,y,2)€Q3

plb = 22 —ax? = 0 mod p. Annahme: x = 0 mod p = 2z = 0 mod p = by* = 0 mod p* = y =0 mod p.
Widerspruch, denn (x, y, z) war nach Voraussetzung primitiv. Also 2 # 0 mod p we@/en” Quadrat modulo p.

k
Chinesischer Restsatz: 7 /bZ = Z/p;Z = a ist Quadrat mod b.
=1

K2

= \V 2=a+bbmit |t < %. Also bb = t2 — a. Letzteres ist jedoch eine Norm in der Kérpererweiterung
t,bez
k(y/a)/k fir k = Q bzw. k = Q,. Denn: Ny /a) /1 (t++/a) = t*—a (allgemein: Ny /a) /1 (a+0v/a) = a®—a3?).

Mit Prop. 1 aus Chapter Il folgt nun: f reprisentiert 0 < f = X2 — aX2 — bX2 reprasentiert 0.4

A f,, repr. 0 . Weiterhin gilt:
veV

t?—a

b

0]

]é‘: <THi<hl (b2 2).

Setze b = b-u mit b quadratfrei und wende die Induktionsannahme auf die quadratische Form f = X? -
aX? — bX? an, welche zu f iquivalent ist.

3. Fall. n=4. f =aX?+bX3 — (cX?+dX}).

3vgl. Chap. II Prop. 6
4Chap. TIT Prop. 1 wurde dort nur fiir die Kérper R bzw. Q, gezeigt, gilt aber auch in Q. Am Beweis éndert sich nichts.

Nutze dann aus, dass (a, bb) = (a,b) - (a, b)



f. reprasentiert 0 =5 \/ =z, wird von aX? +bX3 und von cX? + dX3. Nach dem Korollar 2 zu Theorem
z,€Q}
6 in Chap. IV ist dies gleichbedeutend mit

/\ (zy,—ab), = (a,b), und (z,,—cd), = (¢,d),

veV

Hilberts Theorem: [] (a,b), = [[ (¢,d), =1 =5 \ A (x,—ab), = (a,b), A (z,—cd), = (c,d),.
veVv vev zeQ* veVv

aX? + bX2 — xZ? reprasentiert 0 fiir jedes Q, und nach dem Fall n = 3 somit auch in Q. Also wird z
durch aX? + bX3 reprasentiert. Wende das analoge Argument auf cX2 + dX? an = Behauptung.

4. Fall. n > 5.
Wiederum erfolgt der Beweis durch Induktion. Den Induktionsanfang haben wir bereits durch die obigen Un-
tersuchungen. f =h — g mit h = a1 X? + a2 X3 und g = —(a3 X3 + ...+ a, X2).

S:={2,00}UpeP| \/l/p(ai);éo

i>3
ist eine endliche Menge.

v E€S. f, reprasentiert 0 = \/ a, wird von h und g dargestellt, i.e. \/  h(a¥,2¥) =a, = g(zf,...,2%).
aueQﬁ wlile(@u

(Q#)? C Q offen nach Chap. II.

Approximationssatz:” = \/  a=h(zy,z2) mit \ L€ Q.
z1,22€Q ves

Wir betrachten nun die Form f; = aZ? — g.
e v € 5= greprasentiert a, in Q, = g reprasentiert a in Q, wegen = € Q’,jz = fy stellt 0in Q, dar.

e v¢ S = —ags,...,—a, sind v-adische Einheiten = d, (g) ist v-adische Einheit. v #2 = ¢,(g) =1
nach Theorem | aus Kapitel Ill.

f1stellt 0 darin Q, = f; stellt 0 in Q dar = g stellt a in Q dar. h stellt a dar = f stellt 0 dar.

Anmerkung 1 Das Theorem behilt seine Gliltigkeit in jedem Zahlkérper K, wobei die Beweisstruktur im
wesentlichen gleich bleibt. Allerdings baut unser Seminar auf einem relativ elementaren Beweis des quadratischen
Reziprozititsgesetzes auf. Im allgemeinen Fall braucht man jedoch einen Spezialfall der Artin Reziprozitit,
welche man z. B. in einer Vorlesung iiber Klassenkérpertheorie kennenlernt.®

3. Korollare und Bemerkungen

Korollar 1 Seia € Q*. f stellt a in Q dar< A f stellt a in Q, dar.
veV

Beweis: Wende das Theorem von Hasse-Minkowski auf die quadratische Form aZ? — f an. O

5Prop. 3’, Kor. 2
6Chap. III Theorem 4

"Q — [] Qu liegt dicht fiir endliche S C V
ves
8Diese Anmerkung habe ich entnommen aus dem englischsprachigen Skript Algebraic Number Theory von James Milne,
im Netz unter http://www.jmilne.org/math/CourseNotes/math631a.pdf



Korollar 2 (Meyer) Eine quadratische Form vom Rang > 5 stellt 0 dar genau dann, wenn sie indefinit ist.

Beweis: Sofort aus Theorem 6. O

Korollar 3 Sein der Rang von f. Annahme: n = 3 (bzw. n =4 und d(f) =1). Wenn f die 0 in allen Q, bis
auf héchstens eines darstellt, dann stellt f O dar.

Beweis:

e n = 3. Theorem 6 = f reprasentiert 0 in @, dann und nur dann, wenn

(-1, _d(f))l/ = 5V(f>'

Augrund der Produktformel miissen linke und rechte Seite schon dann fiir alle v {ibereinstimmen, wenn
sie fiir alle v bis auf eines iibereinstimmen. Dann repr. f aber 0 nach dem Satz von Hasse-Minkowski.

e n =4 analog fiir die Gleichung (—1,—1), =&, (f).

Anmerkung 2 Man kann die Bedingungen im Theorem fiir den Fall n = 2 weiter abschwachen, eine Verallge-
meinerung auf homogene Polynome héheren Grades ist allerdings nicht moglich. Genauer gilt:

e Es reicht im Fall n = 2 bereits aus vorauszusetzen, dass [ die O fiir alle v € V bis auf endlich viele
Ausnahmen darstellt.

e Das Theorem von Hasse-Minkowski lasst sich nicht auf homogene Polynome mit Grad > 2 ausweiten.
Selmer hat gezeigt, dass die Gleichung 3X3 +4Y3 +5Z3 eine von (0,0, 0) verschiedene Lésung in jedem
Q. hat, aber nicht in Q.

* kK
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