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Q lisst sich als Teilkorper injedes @, undin IR einbetten. Seien ¢ ,hc@Q” , dann
bezeichne (a,b), das Hilbertsymbol beziiglich deren Bilderin @, und (a,b), beziiglich
deren Bilder in IR . P bezeichne die Menge aller Primzahlen. Wir definieren die Menge V durch

V:=PU{wo} undsetzen Q. :=R .Damitgilt,dass Q dichtin Q, firalle veV ist.

Produktformel

Theorem 3 (Hilbert):

Seien a,hbe@Q’ .Dannist (a,b),=1 fiir fastalle veV (alle bis auf endlich viele) und es ist

[1(a.6),=1

vEV

Beweis:

Da ¢4, be Q' =0\ {0} , konnen a und b durch Multiplikation mit rationalen Quadraten in ganze
Zahlen tibergefiihrt werden. Aus der Bemerkung zu Theorem 1 ist bekannt, dass sich dadurch das
Hilbert Symbol von a und b nicht dndert. Deshalb kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
angenommen werden, dass a und b ganze Zahlen sind. Wegen der endlichen

Primfaktorzerlegbarkeit der ganzen Zahlen gilt: o= H p;, » b= Hq mit p,, q,€PU{-1} (
j=1
nicht notwendig verschieden).

Behauptung:
Aufgrund der Bilinearitdt des Hilbert — Symbols geniigt es, Theorem 3 fiir den Fall zu beweisen,
dass a und b entweder den Wert -1 haben oder Primzahlen sind.

Beweis der Behauptung:
Sei E(x,y):={veV | (x,y),==1} .

Es gilt, dass E(a,b)< UUE(p,,qJ) ,da (a,b), =[111(r.q )y . Wenn namlich

i=1 j=1 =1 j=1
(a,b),=—=1 ist, muss mindestens eines der (p,,¢;)=—1 sein. Wenn aber (a,b),=1 ist,
konnen trotzdem eine gerade Anzahl der (p..q j)=—1 sein.
Annahme:
E(p;.q;) isteine endliche Menge fiir alle 1<i<n und 1<j<m .



Da E(a,b) damit eine endliche Vereingung endlicher Mengen ist, ist E(a,b) auch endlich.
Somit gilt:

[Tta.s)=TTTIIT(pa)= T1 T1T11(poa)=ITIT IT ¢

vEV very i=1 j=1 veE(a,b) =l j=1 i=l j=1 v€E(a,b)
= HH pz’ “
=l j=1 ver
Das heilit, wenn Vg(p,-,qj)v=1 fiiralle I1<i<n und 1<j<m ist, gilt auch H(a:b)v=1

velr

In jedem der Fille (a,b prim oder -1) erhilt man den Wert von (a,b), mit Hilfe des Theorems 1.
Falll: a=-1,b=-1
Esist (=1,—1),=—1 daab<0.
(=1,—1),==1 da «,B=0 und —1#1(mod 4) (Kap.3, Beweis zu Theorem 1, Fall
p=2, Fall 1).
(=1,=1), =1 mit p#2,0 da «, =0 .

Daraus ergibt sich, dass g(—l,—l)v=l und E(=1,-1)={0,2}

Fall2: a=-1, b=I, | prim
i)
(-1,2),=1 | dab>0.
(—1,2), —1 furv#Zoo VEV da «,B=0 gilt.

Aus Kap. 3, Beweis zu Theorem 1, Fall p=2, Fall 2 («=1,8=0) ist bekannt, dass
(2,—1 )—1 dquivalentist zu v=x1 (mod8) .Da —1=—1(mod 8) ist, gilt
(2,—1),=(-1,2),=1
[122]

(=1,1),=1 da />0 .

(=1,1),=1 fir v#2,/ dennesgilt «,f=0 da vi—1 und v{/ |

1

~
I I

Fir v=/ gilt «=0,8=1 und damit (—l,l),=(_71) . Nach Theorem 5 in Kapitel 1 gilt
dann (=1,7)=(=1)" .

—1-1_-=2
(=1,1),=(—=1)0"" weil «=0,8=0unde(—1)=1 (da ="==—1=1(mod2) ).
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Damit ergibt sich: ]1(—1,1);1 und E(=1,0)S{l,2} fir [ prim.

Fall3: a=I[,b=[" mit/,]" prim

=1
Mit Hilfe von Proposition 2 aus Kap. 2 kann (/,/), umgeformt werden.

(1,1),=(1,-1-1),=(1,-1),(1,),=(I,—1), Firalle v€V .Damit tritt hier wieder Fall
2mit a=—1,b=[, [ prim ein.

|/#1 und
Da ['=2 ist, gilt (2,1),=1 fir v#2,] weil a und B in diesen Fillen wieder Null sind.

(2,1),=1 da2>0.
Fir v=2 gilt a =1 und f=0. Nach Kap. 3, Beweis von Theorem 1, Fall p=2, Fall 2 ( a =1,
p=0) gilt dann (2,),=(—1)“"

Wenn v=/ ,ist o =1und =0 fir a=/,b=2 und damit gilt (1,2)1=(%) . Theorem 5




2 w L ®
aus Kap. 1 besagt, dass (7)=(—1) "1 damit gilt: (1,2)=(=1)*"

\z;sz L 1#2, 17 #2 |

(, )V_l fiir v#2,/,1",0 da ound B in diesen Fillen wieder Null sind.
(1,1"),=1dal,l" Primzahlen sind und somit groBer als Null.
(1,17)
(1,17)

1,1
1,17, ( 14 da «, =0 .

1,17, ( )da(x 1 und B=0 .

(1,1 ),=(IL) da =0 und B=1

’ w w e(l)-e(l’ l, Z
Damit ergibt sich fiir /,/" prim: H(l,l ),=(=1) =1y (=)t )(7)(1_)

vEV
e L7\ 1
— (e Ly L
(=0 D)
Nach dem Quadratischen Reziprozititsgesetzt (Kap. 1, Theorem 6) gilt:
(17)~(%)=(—1)€(”‘“” daltl” und [ '}1

Somit erhalten wir g(l’ll>v=1 und E(l,17)s{l,1"2} fir [,]° prim.

Wir haben also bewieBen, dass sowohl alle E(p;,q ,-) endliche Mengen sind als auch das
[1(ri.a).=1 firaie 1<i<n und 1< Jj<m gilt. Damit ist das Theorem 3 bewieBen.

vEV

Lemma 1 (Chinesischer Restsatz) Seien a,,...,a, , m,..,.m,€EZ  mit m; paarweise
Teilerfremd. Dann existiert eine ganze Zahl a, so dass a=a;mod m; fiir alle i gilt.

Lemma 2 (Approximations Satz) Sei S eine Teilmenge von V. Dann ist das Bild von Q dicht in

[le

veSs

Beweis von Lemma 2 :

Wir erweitern S mit oo | falls es nicht in S enthalten ist. Dies ist erlaubt, da dadurch mehr

bewieBen wird als nétig ist. S ist nun von der Form S={©, p,,..., p,} wobei die p;

verschiedene Primzahlen sind. Zu beweif3en ist nun, dass das Bild von Q dicht in
RXQ,X...XQ, ist.

Das heift, es ist zu zeigen, dass zu jedem beliebigen (x,)yes=(x, Xy, 000, %,) € 11 Q, ynd zu

jedeme>0ein xEQ gibt, sodass d,(x,x,)<€ firalle vES . Das ist gleichbedeutend damit,
dass es zu jedem € und zu jedem NE€IN ein x€Q existiert, so dass Vp‘<x— Xp‘)ZN fiir alle
pE€S, 1<i<n ynd |x—x,)|<€ .

Durch Multiplikation des Tupels mit einer geeigneten ganzen Zahl h konnen wir annehmen, dass
die X,;=h-x,€Z, fir i=1,..,n sindund X, :=h-x, . Ein geeignetes h wire zum Beispiel

L -inf {v, (x,),0}
r=]1p""
i=1
Die Bedingung Vv, (x=x,)=N indert sich durch die Multiplikation mit h in

v, (8=, )= (N+max {v, (h)}} =N und [(x=x,)<e wirdzu [§=3,)}<7 .



Definiert man m, = p{v und @;'=X, so existiert nach Lemma 1 ein X,€Z mit der Eigenschaft
v, (X,=%)=N fir 1<i<n .
Nun wihle man eine natiirliche Zahl g=>=2 | welche zu allen anderen p; teilerfremd ist. Dies
konnte zum Beispiel eine Primzahl sein, die nicht in S enthalten ist.
Behauptung:
a
Die rationalen Zahlen {—|¢€Z,k€N} [iegen dichtin R .
q

Beweis der Behauptung:
Zu jedem beliebigen x€R,e>0,g€IN existiert ein k€IN, so dass ¢ “<e gilt. AuBerdem gibt

a

esein g€Z mit der Eigenschaft |x-¢"—a|<1 , somit gilt x ==|<€ und die Behauptung ist
q

bewieBen.

N

<e giltund

m

a A
Jetzt wihle man k = m so, dass fiir die Zahl #=—, ‘)Eo—fw—i-u-pllv-...-p
q

v, (X=%)=v, Lotu ple...p¥—x,) = inf { vp’()fo—)?),vp’(u)+vpl(pfv-...-pnN) }

1
S —

definieren X=x,+u-p"-....p) .Somit gilt:
(

>N =N
Jetzt muss nur noch v, (#) bestimmt werden. u=a-p™ .dahergilt v,(u)=v,(a)-v,(p") .q
wurde so gewihlt, dass ¢{p; fiiri=1,...,n, damit gilt fiir diese i's auch ¢”4p, und so auch
v,(¢")=0 .Daaaus Z gewihlt wurde liegt es automatisch auch in allen Z, denn

ZcZ pV p prim. Eine zu den anderen dquivalenten Definitionen von Z, ist
Z,={x€Q, | v,(x)=0} .Somitistklar, dass V,(@)=0 und damitistauch v, (u)=0

A A A

=X
Fiir x=% giltdann |x—x |= ; OOS%SE und
X—Xx .
v, (x=x)=v,( ; )=v, (X=%)=v,(h) = N—lmax {v,(h) }=N .Die letzte Abschitzung

ist erlaubt, da #€IN und damit wie bei a gilt: v, (7)=0

x  Xotu Vel
%: 0 [2 ' Pr gefunden. Lemma 2 ist

Also haben wir nun das gesuchte x€Q mit x=

somit bewiefen.

Existenz rationaler zahlen mit gegebenem Hilbertsymbol

Theorem 4 Sei  (a,);c;,) mit (a,)€@" I eine endliche Menge, und sei  (€.,) ;e ver) mit
ei‘VE[il} .Es gibt genau dann ein  x€@Q" mit
(a;,, x),=€;,v furalle veV , i€l

wenn folgende Bedingungen (1)-(3) erfiillt sind

(1) Fastalle €, sind gleich 1

@) Esgilt [],., €n=1 firi=l,.n

(3) Fiirjedes v€EV existiertein x,€Q,* mit (a;,x,),=€,, fiiralle i€l
(Satz 9.7.4 Seite 177)

3

Lemma 3 (Dirichletscher Primzahlensatz) Sei n€IN und a€Z und an teilerfremd. Dann



gibt es unendlich viele Primzahlen p mit
p=amodn

(Theorem 8.6.1 Seite 149)

der Beweis hierfiir wird in Kapitel 4 gegeben.

Beweis von Theorem 4

— Die Giiltigkeit der Bedingungen (1) und (2) folgt aus Theorem 3 und mit x,:=x 1ist die
Bedingung (3) erfiillt.

— Seien die Bedingungen (1)-(3) erfiillt. Nach Multplikation mit einer geeigneten Quadratzahl
konnen wir annehmen, dass die a; ganze Zahlen sind (dabei werden die Hilbertsymbole nicht
verdndert)

Sei S die Menge aller Primteiler der @; vereinigt mit {2,00}.
Sei T die Menge der vEP mit €;,=—1 fiireini.
S, TSP Beide Teilmengen sind endlich. (S klar, T nach Bedingung (1))

1.Fall
SNT=8 dannist «©&T

Setze 947~ H I ynd m=8 H !

I€T, I# 1eS | 1#2,0
weil SNT=0 sind a und m teilerfremd und nach dem Dirichletscher Primzahlensatz existiert
eine Primzahl p=amodm mit p&SUT (p kann so gewdhlt werden, da es unendlich viele
solcher Primzahlen gibt, die Mengen S,T aber endlich sind) .

Wir zeigen, dass x=pa die gewiinschte Eigenschaft hat, d.h. (a;, x),=€;,v firalle vEV |
i=1,...n,

L. vesS :

Dannist v€7 unddeshalb €;,)=1

Ist v=o0 ,dannist (a; x).,=1 wegen x>0 (Kapitel 3, Theorem1)

Ist v=[ eine Primzahl, dannist x=pa Ea2< modm) ,alsoist x= a‘mod8 fir /=2 und
x=a’modl fir [#2 .das zeigt, dass x ein Quadrat in (Dj ist, also ist (a,-, x)v=1

( 1=2 : x=a’mod8 — a*=1,4 ,aberaistnicht4 weil aund m teilerfremd, —
x=1mod8 — xistein Quadratin Q; (nach Theorem 4, Kapitel 2, 3.3); [#2 : Hilfssatz': Es sei

x=p'*u , u EZ; . Es existiert genau dann eine Quadratwurzel aus xin @, , wenn 2|n und
(%)=1 .Da x=ap und [€S folgt I[fa,p — n=0 und 2|0 weiterhinist x=ap
X "
quadratischer Rest mod 1 und damit (7)= 1 — xistein Quadratin @, )
II. v&S

v=[ prim: Danngilt YV k€/l:a,€Z, dh.die a, sindEinheiten (denn [f{a, ).Da [#2

folgt aus Theorem 1 Kapitel 3:

(v,(b))
VkEI, bEQg*).'(ak;bL:(%)

(Die @, werden wie folgt Dargestellt: a,=ux[’ (weil [{a, ) —» a=0 f=v,(b) )

. [¢TUp :Dann gilt x=pa627 (denn lJ(p,lJ(azl_[T ), also v,;(x)=0 und wir
0
erhalten aus der oberen Formel (ai,x)l:(&):l .Wegen [¢T ist €;,=1 —

/
(airx)lze(i,l)

1 Alexander Schmidt: Einfithrung in die algebraische Zahlentheorie; Satz 9.9.5 Seite 168



. [€T :Dannist v,(x)=1 (denn x=ap istein Produkt verschiedener Primzahlen, [|a ).

wegen Bedingung (3) exitiert einein  x,€Q*, mit (a;, x;),=€,, firalle i€l .wegen
(V[(x/))

l€T gibtesein jE€/ firdas €, =—1 und wir haben (aj,xl)lz—lz(%) ,
deshalb muss v,(x;)=1(mod2) sein( v,(x;) muss ungerade sein!), also gilt
a. (V[(x)) a. a. (V[(x/))
(ai,x)l=(7) :(7):(1_) =(a,, x)) =€)

. [=p :Dann gilt: (a;, x)p:LI a;,x) LI €i.v)=€ip (Nach Theorem 3, sowie den Fillen
vED V£ p
I und II und Bedingung (2)

[, x),=1=]](a, x), =(a;,x),=[1(a, x),=[1e,=1=¢,, )

very V#Ep ( x) v#Ep v#Ep
p

Wir wollen nun den Spezialfall auf den allgemeinen Fall zurtickfiihren

2. Fall

SNT #8 Die Quadrate Q,*° bilden eine offene Untergruppe in @, * (Kapitel 2, 3.3) .
wihle x,€Q. dannist X, auchElement der offenen Umgebung x,(Q))° , dh x €x,(Q)) ,
weil nach Lemma2 @ dichtin @, liegt, existiertein x '€Q sodass x €x,(Q))} o

x . . . *
€(Q,)” , — istalsoein Quadratin @,

v v

Setzen wir fiiralle i€l,vEV : n;, =€, (a;,x"), dann erfiillt die Familie (n,,) die
Bedingungen (1)-(3) und esist n;, =1V i€l,v€ES .Denn nach den Bedingungen fiir €
und Theorem 3 gilt:

(1) Fastalle ng ., =€, )(a,, x '), sind gleich 1 (Bedingung (1), Theorem 3)

(2) Furalle i€l ist Hnlv H(E (a;,x') Hesz (a;, x'),=1

velr vevr vevr verv

'

(3) Vver:3x'eq, :Viel:(a,x',),=n;, .Setze x'v.'=x— , dann ist
’ x

v

X

! ! 1 ’ !
(a;, =) =(a;,x ") (a;,—) =(a;, x")(a;, —*(x,)") =(a;, x"),(a;, x,),=€; y(anx"),=n .,
xV v xV 4 xV 14
) x' . x
Falls v€&€S ,dannist Q , also VlEI.’)7<,-_V)=(a,-,—) =1
xV xV v

Wir kénnen jetzt auf die Familie n;,, Fall 1 anwenden, denn ]: ={veV:3iel: My =— 1}
disjunkt zu S. Es existiert alsoein  y€Q* mit Vi€l,veV :(q;,y),= NGy Setzen wir

x:=yx' ,dannist ViEI;VEV:(ai:x)v=(ai’y)v(ai’x')V_n(i,")(al’x ), =€)



