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Hilfsmittel:
H1: 1. Isomorphiesatz: Sei ¢ : X — Y ein surjektiver Homomorpismus .

Dann induziert ¢ einen Isomorphismus ¢ : X/ Kern(¢) £ Y.

H2: 2. Isomorphiesatz: Sei X ,Y Untergruppen von Z , dann gilt:
( X+Y )/Ye X/(XNY)

H3: Proposition auf Seite 12
H4: Ist B eine Untergruppe der abelschen Gruppe A mit endlichem

Index [A:B], dann gilt fiir jede B umfassende Untergruppe U von A,
also mit BCUCA, die Gleichung [A:B]=[A:U]-[U:B].

§ 3. Die multiplikative Gruppe Q
3.1: Filtration der Einheitengruppe U
Sei U= Z; die p-adische Einheitengruppe
Satz 1: U/ U 2 (Z] prZ)*,wobei U:=1+p 7,6 nz 1.

Beweis: Der Homomorphismus € : U - (Z/ p"Z)*,u~»u mod (Z/ p"Z)*
ist offenbar surjektiv, und den Kern findet man durch:

u mod p"=(1+ p"x)mod p"=1.

Also ist U der Kern von e . Und die Behauptung folgt aus H1. [

Korollar 1: U/ U, 2 F;

Beweis:Da U, der Kern von €:U- (Z/pZ)*= F; ist, folgt die




Behauptung aus H1. Insbesondere hat U/ U, die Ordnung p-1. []

Korollar 2: U2 1im U/ U

Beweis:UZZ:’%(@Z/p"Z)’*Q‘liLn(Z/p"Z)*Q}iLnU/UH ]

Satz2:¢@ : U/U, ~> Z/pZ, (1+p'x) mod p'*' + x mod p ist

n+1

ein Isomorphismus. Insbesondere gilt #(U /U )=1p .

Beweis: Dass ¢ ein Homomorphismus ist, folgt aus
(1+p'x)(1+p'y)=1+p'(x+ty) (mod p*!)

Und nun ist es genug zu zeigen, U =Kern(U - Z[pZ), dann folgt

die Behauptung aus H1 :

Also u=l+p'x » 0 & x=0 mod peu=1+p'*! x' ,wobei x=px’
< uwel,, L]
Korollar 3: Ord( U,/ U ) = p"'
Beweis: Es gilt offenbar U>SU>DUD:---
Wende H4 an: Ord( U,/ U ) =[U,: U 1=[U,: U, ]-[U,: U ]="---
=[U:U1-[U,:U]1-...-[U_ :U]l=p- O

Lemma 1: Sei 0 — A B E d B — 0 eine exakte Sequenz von kommuti-

ven Gruppen (bzgl. Addtion). Ord(A)=a, Ord(B)=b, a,b<co sind
teilerfremd . Sei B':= { Xx€E | bx=0 }. Dann ist EEA® B', und B’ ist

die einzige Untergruppe von E, die isomorph zu B ist.

Beweis: a , b teilerfremd = ar+bs=1 . Da die Sequenz exakt ist , ist B
injektiv, & surjektiv . Nehme fiir P Einbettung, & Projektion, dann

haben wir B(A)Z2A; «(E)=B . Fiir ein beliebiges x€B(A)N B gilt ax=0

und bx=0 =x=1-x=(ar+bs)x=rax+sbx=0 = B(A)Nn B =0.




Wegen Exaktheit gilt B(A)=Kern(x).Vx€E: a(bsx)=sbax(x)=0, also
bsx€B(A) und arxb=rabx=0 , also arxé B'. = E=B(A)® B =A® B .

B2 B' folgt aus B2E/Kermn(x)=B(A)® B'/B(A)2 B /0=B".

Eindeutigkeit von B': Sei B' eine weitere Untergruppe mit B' 2B
Da B von der Ordnung b ist , ist B auch. Daraus folgt V x€ B",

bx=0 = B'C B'.Da B’ auch von der Ordnung b ist, gilt B'=B" [

Propositon 1: Es gilt U = V X Uy, wobei V = {x€U | x?'=1} die
eindeutige Untergruppe von U , die ismorph zu F; ist. (Man nennt V
die Gruppe der multiplikative Repridsentaten der Elmente aus F;)

Beweis: Da Ord(U) und Ord( U, ) unendlich sind , kobnnen wir Lemma 1

nicht direkt anwenden. Aber man kann Lemma 1 auf Sequenz

1 — Ul/Un—ﬁ> U/UH_O(,F;—>1 anwenden , da Ord( U,/ U, )=p"',

Ord(F; )=p-1sind. Und p*', p-1 sind offenbar teilerfremd.

Wir miissen nun nur die Exaktheit untersuchen: Wegen Proposition 2

auf Seite 12 erhalten wir: Z a, p=x€U < x ist nicht durch p teilbar
i=0

< a,# 0.Denn U={1+px|x€Z}, alsogilt: V ue U, a,#* 0.

5 U CcU = y DIbCMNE il wohldefiniert

U /U Einbettung u/U

ist wohldefiniert , also U /U 2 Bild(B)

Andererseits: U= { x= Zaipf | a,* 0}

i=0

Definiere I':U—>F;={ i,é,..., p-1}, x> amodp




Offenbar gilt : Kern()={ x= Zaipi | a,=1}={x=1+ Zaiﬂ ro}
i=0

i=0
Also Kern(l) = U, = Kern( «:U/U, — F; )= U /U =

Bild(B)2Kern(x) . Damit ist die Exaktheit bewiesen.

Nach Lemma 1 enthédlt U/ U eine eindeutige Untergruppe V , die

isomorph zu F; ist, wobei V :={x€U/ U | xP"'=1}. Und die Projektion
U/U —U/U_, bildet VvV ismorph nach VvV _ ab, wobei man

v _={xeu/U_, | xP'=1} definiert.

1
U=limU/U, = V=limV,; V2F = V2F. Mit U-=limU/U,

folgt U =V X U,. Und die Eindeutigkeit von V folgt aus der von V..
[]

Korollar 4: Q, enthdlt die (p-1)te Einheitswurzeln.

Beweis: Die Behauptung folgt mit Proposition 1 aus U= Z; C Q; cQ,
[]

3.2 Struktur von U,
Lemma 2: Sei X€ u-u,, mit n>1 , falls p#2 ; und n>2, falls p=2.

Dann gilt xP€ U - U

n+2°

Beweis: OEdA :x € U-U

n+1°?

x=1+k p",wobei k nicht durch p teilbar ist.

p

= x'=(l+kp yp = P>(kp")i—1+kp"+1+...+k°p”p
i=0\1

Weiter gilt np=n+2 ( danx2, falls p=2) = x?=1+kp"!(modp"*?)

= xtevu  -U : ]

n+2




