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Endliche Korper

1 Allgemeines

Alle Korper werden als kommutativ betrachtet

1.1 Endliche Korper

Sei K ein Korper. Das Bild vorY in K ist ein Integritatsbereich, daher isomorph
zu Z oderZ/pZ, wobeip eine Primzahl ist. Sein Quotientenkdrper ist isomorph
zuQ oderZ/pZ = F,. Im ersten Fall kann man sagefd, hat die Charakteristik
0; im zweiten die Charakteristik p.
Die Charakteristik vori wird geschrieben alshar(K'). Wenn gilt, dass
char(K) = p # 0, dann isip auch die kleinste ganze Zahl> 0, sodass-1 =0
(kurze Erinnerung: Die Charakteristik eines Korpers istrdeft durch:
min{k:|1+---+1:0} falls # 0
char(K) = Y
0 sonst

Lemma
Wennchar(K) = p, ist die Abbildungo : = +— 2? ein Isomorphismus voi’
auf einen seiner Unterkorpés?

Beweis. Homomorphismus:
e Wir habenio(zy) = o(z)o(y). Denn(zy) — (xy)P = aPyPv’
zz..0(xy) = o(z) + o(y), d.h.(z + y)? = 2P + P

e Fr:
p

@ty =>(}) "

k=0
mitk € {1,2,...,p — 1} qilt:

(k)
denn
(Z) = k,(pplk), pprim = plpl,p 1 kl,pt (p—k)! = (Z) — 0inZ/pZ
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d.h. der Binomialkoeffizienf? ) = 0(mod p), wenn0 < k < p

= (x+y)P = i <IIZ> aFyp=k

p—1
_p>0p p—1 k, p—k Py po0
= Ty +Z< )xy + xty
0 — k P

-

=0
= 2P + 4P
daher istv ein Homomorphismus.
zz.: Bijektivitat
e injektiv: klar, dennker (o) enthalt nur die O
e surjektiv: folgt aus Definitionk”? = {y*|ly € K} = {z € K|y € K :
yr=x} g

Satz 1

(i) Die Charakteristik eines endlichen Korpeks ist eine Primzahp # 0.
Wennf = [K : IF,)(d.h. fist die Dimension voik alsF,-Vektorraum), ist
die Anzahl der Elemente voR ¢ = p/.

(ii) Seip eine Primzahl und sei = p/(f > 1) eine Potenz vop. Sei(2 ein
algebraisch abgeschlossener Kérper der Charakteyistiks existiert ein
eindeutiger Unterkdrpéf, von €2 derg Elemente besitzt. Es ist die Menge
der Nullstellen des Polynoms? — X

(iii) Alle endlichen Kérper mity = p/ Elementen sind isomorph &,

Beweals:

(i) Wenn K endlich ist, enthalt es nicht den Kérp®; denn dieser ist abzahl-
bar. Daher ist seine Charakteristik eine Zahl n. Aufgrundifinition der
Charakteristik von K ist n die kleinste naturliche Zahl fue dijilt:

n-1=1+1+...+1=0
~—_——
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Angenommenp = m-l. Dannist) =n-1= (m-1)-(l-1). Alsom-1 =0
oder/ - 1 = 0. Wegen der Minimalitat vom und der Nullteilerfreiheit des
Korpers folgt daraus, dass n eine Primzahl ist, also p.

Sei f der Grad des Korpererweiterudg/F,. K alsFF,-Vektorraum aufge-
fasst und mit K endlich, dann folgt daraus, d&sein endlich-dimensionaler
Vektorraum ist. Sefk,, ..., ks} eine Basis. Dann lasst sich jedes Element
auf genau eine Weise als Linearkombination [s. LA T]a;k; mit a; € I,
schreiben= es gibt genalif,|” = p’ Elemente ink .

(i) Da 2 algebraisch abgeschlossen ist mit Charakteristiist o’ : = +— 27
ein Automorphismus vofe, namlich die f-te Iteration von : = — aP. Die
Invarianten vory’ formen den UnterkorpeF, von 2. Die Ableitung des
PolynomsX? — X ist:

g Xl —1=p-p/ixet_1=-1
N———

=0, da p=0

und ist nicht0. Dies impliziert (daf) algebraisch abgeschlossen ist), dass
X7 — X ¢q paarweise verschiedene Wurzeln hat, daherd(F,) = q.
Umgekehrt, wennk' ein Unterkorper vorf ist mit ¢ Elementen, hat die
multiplikative GruppeK* = K\{0}¢ — 1 Elemente. Dann ist?~! = 1,
firz € K* unda? = z, fur x € K. Dies beweist, das&” in F, enthalten
ist. Weil Card(K) = Card(F,) haben wirk' = F,, was den Beweis zu ii)
vervollstandigt.

(iii) Aussage iii) folgt aus ii) und aus der Tatsache, dagsl&brper mitp/ Ele-
menten inQ) eingeschlossen werden kénnen (tlalgebraisch abgeschlos-
sen ist.

1.2 Die multiplikative Gruppe eines endlichen Korpers
Seip eine Primzahl ung' eine natirliche Zaht 1 und seig = p/
Satz 2

Die multiplikative Gruppét;, eines endlichen Korpei, ist zyklisch mit Ord-
nungqg — 1



Beweis: ®(d) bezeichnet die Eulerfunktiom®(d) = #{1 < a < m|(a,m) = 1}.
Seid € N. Dann ist®(d) die Anzahl der Erzeuger der zyklischen Gruppe, der
Ordnung d.

Um den Beweis zu vervollstandigen werden die folgenden beiggnmata
bendtigt.

Lemma 1
Wennn eine naturliche Zaht 1 ist, dann gilt

n=>y o)

din

(Erinnerung: die Schreibweis#n bedeutet: d teilt n)

Beweis: Wennd|n; seiC, die eindeutige Untergruppe vy nZ mit der Ordnung
d und seid, die Menge der Erzeuger vary,. Da alle Elemente vofi /nZ eines
derC, erzeugen, ist die Grupgg/nZ die disjunkte Vereinigung vot, und wir
erhalten:

n = Card(Z/nZ) =Y _Card(®g) =Y _ o(d) |

dln dn

Lemma 2

Sei H eine endliche Gruppe der OrdnungEs sei angenommen, dass fir alle
Teiler d vonn, die Menge{z € H|z? = 1} hdchstens! Elemente besitzt. Dann
ist H zyklisch.

Beweis. Seid ein Teiler vonn. Wenn einz € H mit der Ordnungi existiert,
ist die durchr erzeugte Untergruppe) = {1, z, ..., 241} zyklisch mit Ordnung
d. Im Hinblick auf die These gilt, dass alle Elementec H mit y* = 1 zu ()
gehoren. Besonders sind alle Elemente ybmit Ordnungd Erzeuger von(x)
und dies sindb(d) Stuck.

= Es gibt nui0 oder®(d) Elemente der Ordnungin H. Ware es 0 fur einen Wert
von d, wurde aus Lemma 1 folgen, dass die Anzahl der Elementddenn ist,
im Widerspruch zur Annahme. Insbesondere existiertretn H mit Ordnungd
und H fallt mit der zyklischen Gruppér) zusammen.

Satz 2 folgt aus Lemma 2 fiif = IF,* undn = ¢ — 1; es ist auch offensichtlich,
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dass die Gleichung? = 1 mit Gradd nur hochstend Lésungen i, hat.

a

Bemerkung
Der obige Beweis zeigt allgemeiner, dass alle endlichen rgnippen der
multiplikativen Gruppe eines Korpers zyklisch sind.

2 Gleichungen Uber einem endlichen Korper

2.1 Potenzsummen

Lemma
Seiu eine natirliche Zaht 0. Wir einigen uns aut™ = 1, wennu = 0, auch
wennz = 0.

0 fallsu=0
:qu: —1 fallsu>1A(qg—1)|u
— 0 fallsu>1A(g—1)fu

ist aquivalent zu-1 wennu > 1 ist und teilbar durcly — 1; sie ist &quivalent zu
0 sonst.

Bawels:

e 1.Fal:u=0

S(X™) Zx“:Zxozq~1:0
z€lFy z€lFy

weil IF, die Charakteristilp hat.

e 2.Falbu>1,(qg—1)|u,x € F\{0}
=u=(¢g—1)amita > 1

Zx*qul ZIL (g—1)-1=q¢—1

76]17‘* 7€IF* =1



Damit gilt:

z€Fy z€F
=0"+(¢—1)
=0+ (p' —1)
— -1

e Fallu>1A(¢g—1)tu
DaF; = [F,\{0} zyklisch mit Ordnung; — 1 ist, existiert einy € F; mit
y* # L.
Multiplikation von > z* mit y* ergibt:

€l
z€Fy €l €l
Sy (Y e~ (e =0
zely zely
S (Y zy'-1)=0= =0 |

2.2 Satz von Chevalley

Satz von Chevalley-Warning
Seienf, € F,[X;, ..., X,,] Polynome mitn Variablen mita = 1,...,n. Be-
zeichneG das Gleichungssystem

fa(X1, .., X,) =0

V = L(G) sei die Losungsmenge dieses Systemsst eine Teilmenge vofiy.
Dann gilt:
0 < Card(v) <¢"



Ist

Zdegfa <n

dann gilt:
Card(V') = 0(mod p)

Beweis: SetzeP :=[] (1 — f¢') und seiz € F7. Wennz € V, dann sind alle
falz) =0und

P(z)=1
Ist f.(z) # 0 flr eino, alsoz ¢ V, so ist
fi(z) =1
also
1—fa(z)=0
damit ist
P(z) =0
Daher istP die charakteristische Funktion vén
Daher gilt
S(P) = Card(V)(mod p)
da
S(P) =Y P(x)
z€lFy
=1 =0
~ ~
=Y P(x)+> P(x)
eV xgV

=Card(V)-140

Es bleibt noch zu zeigen, dass

> Plz)=0

z€Fy

gilt.
Es ist

deg(1— f&71) < (q—1) - (degfa)
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P ist nach Voraussetzung ein Polynom mit
degP = Jdeg(1— fi")

=Y (g—1)(deg fa)

=(@—-1)n

Wir konnen daher P als Linearkombination von Monomen denfor
Xv=X" o XEmit o p 4 < (g—1)n

schreiben.
Es ist in jedem dieser Monome mindestensgirc (¢ — 1).
Nach Distributivgesetz gilt:

SoXP L X = <ZX5)<ZX#>

mng xEFg mEFg

Nach vorherigem Lemma ist mindestens einer dieser Faktgesch 0 und damit
auch das Produkt. Und daher gilt:

Y P)=0

z€Fy

Korollar 1
Wenn) degf, < n und wenn dief, keinen konstanten Term haben, dann

haben dief,, eine nichttriviale gemeinsame Null.

Beweis: Tatsachlich, wenf auf{0} reduziert ware, war€'ard(V') nicht teilbar
durchp. Korollar 1 ist besonders dann anwendbar, wennfdieomogen sind.

Korollar 2
Alle quadratischen Formen mit mindestens drei Variablegr ilb haben eine
nichttriviale gemeinsame Nullstelle.
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