1. Aufgabe (6 Punkte):
Es sei das Polynom f(X) := X3 +2X — 2 € Q[X] und eine Nullstelle o davon gegeben.

a) Zeigen Sie, daf f irreduzibel ist und berechnen Sie dessen Diskriminante.

b) Folgern Sie, dak Z[a] der Ganzheitsring der Erweiterung Q(a)/Q ist.

¢) In wieviele Primfaktoren zerfillt das Ideal (5) darin? Geben Sie die zugehérigen Ver-

zweigungsindizes und Tragheitsgrade an.

Lésung:

a) Die Diskriminante eines kubischen Polynoms X3 +pX 4¢q ist —4p3—27¢?, im vorliegenden
Fall also —4.23 — 27.22 = —4.(8 +27) = —22.35 = —22.5.7 = —140. Die Irreduzibilitiit

folgt anhand des Eisensteinschen Kriteriums.

b) Wir haben d(Z[a]) = (Ogy,) : Z[a])Q.d(OQ(Q)) = —22.5.7. Weil f(X) Eisensteinsch fiir

p = 2 ist, teilt 2 nicht den Index (Og,, Zlal). Also ist Z[a] = OQ(a):

¢) Das Polynom X3 + 2X — 2 hat modulo 5 nur die Nullstellen 2 und -1. Daher zerfillt
f(X) mod 5 in drei lineare Faktoren, einer davon ist in zweiter Potenz vorhanden, weil
5 die Diskriminante teilt. Daher gilt (5) = p;.p3. Die zugehdrigen Triigheitsgrade sind

wegen Z?:l eifi =3 alle f; = 1.



2 . Aufgabe (6 Punkte):
Gegeben sei der Korper Q(v/6)/Q.

a) Berechnen Sie sdmtliche Grundeinheiten dieses Zahlkorpers.
b) Geben Sie die Struktur der Einheitengruppe an. (Bitte mit Begriindung.)
Loésung:

a) In der Menge {6.n2|n € N} ist n = 2 das erste n € N, so da® der Ausdruck 6n? = 24 sich
um +1 von einem Quadrat (= 52) unterscheidet. Daher ist die Grundeinheit 2v/6 + 5
die kleinste positive Grofe >1, welche die Norm 41 hat. Die restlichen Grundeinheiten
sind in +5 + 2v/6 enthalten.

b) Die Einheitengruppe ist nach Dirichlet Z/2Z x Z und entspricht {+1.(5+2v/6)"|n € Z}.

il



3 . Aufgabe (6 Punkte):
Es sei K := Q(v/—15) C C und B eine Z—Basis des zugehorigen Ganzheitsrings.

2)
b)

c)

Berechnen Sie die Klassenzahl hig von K.
Errechnen Sie das Volumen der Grundmasche des durch B definierten Z—Gitters.

Der Minkowskische Gitterpunktsatz besagt, dafs im Fall quadratischer Zahlkorper jede
zentralsymmetrische konvexe Menge X einen von Null verschiedenen Gitterpunkt ent-
hélt, wenn ihr Volumen ein Vielfaches des Volumens einer Fundamentalmasche, also
¢ x vol(®) iibersteigt. Begriinden Sie anhand eines Beispiels, warum diese Abschitzung
scharf ist, d.h. ¢ nicht durch eine bessere Konstante a < ¢ ersetzt werden kann. Tip:
Fertigen Sie eine Skizze an!

Lésung:

Die Diskriminante dieses Korpers ist d = —15. Die Ideale aZ + bty =15 ”2_152 mit ganzen

Zahlen |b| <a < % und a < ¢ := 1’21715 € Z bilden ein vollstindiges Reprisentan-

tensystem der Idealklassengruppe. Aus den Ubungen ist der Satz bekannt:
0.0.1 Satz: Ist K ein quadratischer Zahlkérper der Diskriminante D < 0, dann sind

die Idealklassen aus Ok in Bijektion mit den Tripeln (a,b,c) mit a < \/%, so daf
b2 —dac = D,|b| < a<cundb>0, wenn |b| = a oder a = c gilt.

Nun ist der Wurzelterm /5 ~ 2.2..., daher muf gelten b = 1 und a = 1 oder a = 2. Es
gibt daher genau 2 Idealklassen: hyg = 2.

Eine Basis B ist durch {1, /18 V2_15} gegeben. Die Ubergangsmatrix von den Standar-
deinheitsvektoren {1,i} € C ist

1 1/2

0 v15/2 )’

dessen Determinante v/15/2 gleichzeitig das Volumen der Grundmasche ist.

Beispiel: Z[i] € C hat die zentralsymmetrische Teilmenge {x + yi| mit |z|, |y| < 1 — €}
Diese hat fiir € > 0 keinen weiteren Gitterpunkt und ein Volumen V = (2(1 — €))? fiir
0 <e< 1. Fiire — 0gilt: V — 4. Im Fall des Korpers Q(v/—15) ist es analog: eine Folge
von Parallelogrammen, welche in dem Teilbereich von C liegt, der durch die Geraden
{x + (v/152 £ V/15).i]z € R} und die Bedingung {|Im(z)| < v/15/2|z € C} und gegen
diesen Bereich konvergiert (Skizze) zeigt, daf die Konstante ¢ scharf ist.

il



4 . Aufgabe (6 Punkte):
Der Korper K sei durch K := Q(v/5,v/7) definiert.

a) Berechnen Sie die Diskriminante der Erweiterung K/Q.

b) Gegeben sei ein Primideal p|(2) aus Ok in dieser Erweiterung. Geben Sie den Zerlegungs-
und den Trigheitskorper an.

c) Essei p’|(17) ein Primideal iiber (17) in K. Was sind dessen Zerlegungs- und Trégheits-
kérper?

Losung:
a) Die Diskriminante ist (5)2.(4.7)? = 400.49 = 19600 nach Satz 2.11 in Neukirchs Buch.

b) (2) verzweigt in Q(v/7) und Q(v/35), daher ist Q(v/5) der Trigheitskorper. (2) ist in
diesem Korper triage, daher ist der Zerlegungskorper Q.

¢) 7 ist ein Quadrat modulo 17, also ist in Q(v/7) die Zahl 17 voll zerlegt. In Q(v/5)/Q
ist (17) trige, daher ist dessen Trigheitskérper Q(v/5,+/7) und der Zerlegungskérper
QWT).

v



5 . Aufgabe (6 Punkte):
Cegeben sei die Erweiterung K = Q((35)/Q mit (35 := e>™/3%. Es werde die Zerlegung von
(13) und (7) betrachtet.

a) Ist p|(13) in K, welche Struktur hat die Gruppe Gp und welche Ordnung hat sie?
b) Ist p’|(7) in K, Ordnung hat die Gruppe Gy/?
c) Welche Struktur haben die Trigheitsgruppen von p und p’?

Lésung:

a) Gp ist abelsch der Ordnung 4, weil 132 =169 =1 mod 7 132 = 169 = —1 mod 5 und
somit 13* = 1 mod 35 ist. Sie ist zyklisch, da sie wegen der Unverzweigtheit isomorph
zu einer Galoisgruppe einer Erweiterung endlicher Korper ist.

b) Gy ist abelsch der Ordnung 6.4=24, da (7) in K verzweigt mit e = 6 und f = 4.
Letzteres gilt, weil 7 eine 4. Einheitswurzel mod 5 ist.

c) Die Tragheitsgruppe verschwindet im ersten Fall, im zweiten ist sie isomorph zu Z/6Z.



6 . Aufgabe (6 Punkte):
Wir betrachten die Gruppe G = G Ly(F2), welche in iiblicher Weise auf A = Fy x Fy = (F3)?
(nicht-trivial) operiert.

a)

11
10
Tip: Die Gruppe G ist endlich von welcher Ordnung?

Zeigen Sie, daf o := < die Ordnung 3 hat und einen Normalteiler g < G erzeugt.

Berechnen Sie das Hauptpolynom (=charakteristisches Polynom) von a und bestimmen
Sie AY.

Berechnen Sie H'(G, A).

Lésung:

1 1\/1 1\ (01
1 0 10) (11
0 1\/1 1) (10
11 1 0) \01
Also hat a die Ordnung 3. Die Ordnung der Gruppe G selbst ist (22 —1)(22 — 2) = 6,

daher ist (G : g) =2 und g =< «a > ein Normalteiler.

Das Hauptpolynom ist die Determinante von

X-1 -1
-1 X
und entspricht dem Polynom: X2 — X — 1, welches keine Nullstelle in Fy hat. In Erman-

gelung einer Nullstelle gibt es auch keine Eigenwerte, AY ist demnach trivial.

#g = 3 und fF3 = 4 sind teilerfremd. Daher ist H'(g, A) = 0 und die Hochschild-Serre-
Sequenz erlaubt den Schluk: H'(G, A) = 0.
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