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Man achte auf eine saubere Darstellung und eine ordentliche Schrift.

Bitte keine maschinell erstellten Lösungen abgeben.

Aufgabe 1 2 3 4
∑

Punkte

1 . Aufgabe (6 Punkte):
Es sei p > 0 eine Primzahl und K ein Körper der Charakteristik p.

a) Es seien Elemente a, b ∈ K \Kp und α, β ∈ K derart gegeben, daÿ αp = a und βp = b gilt.
Zeigen Sie, daÿ K(α) = K(β) genau dann gilt, wenn Kp(a) = Kp(b) gilt. Hierbei bezeichne
K einen fest gewählten algebraischen Abschluÿ zu K.

b) Wenn [K : Kp] = p ist, dann zeige man, daÿ für gegebenes n ∈ N es stets eine und nur eine
Teilerweiterung in K gibt, welche rein inseperabel vom Grad pn über K ist, gibt.

c) Ist E/K eine endliche Erweiterung mit [E : K]i = pr, r ∈ N und gibt es kein s < r, so daÿ
Eps

K über K separabel ist, dann ist E eine einfache Erweiterung.
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2 . Aufgabe (6 Punkte):
Es sei f(X) ∈ K[X] ein normiertes Polynom n ten Grades mit Koe�zienten aus einem Körper
K. Ω/K sei ein fest gewählter algebraischer Abschluÿ von K und {α1, ..., αn} ⊂ Ω die Menge der
Nullstellen von f(X) in K.

a) Zeigen Sie, daÿ

D(f) :=
∏

1≤i<j≤n

(αi − αj)
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ein Element des Körpers K ist.

b) Die Determinante aus der zweiten Aufgabe des fünften Aufgabenblatts wird mit R(f, g)
bezeichnet. Zeigen Sie, daÿ

D(f) = (−1)n(n−1)/2R(f, f ′) gilt.

3 . Aufgabe (6 Punkte):
Es sei f(X) = X3 + aX2 + bX + c ein Polynom aus Q[X].

a) Finden Sie eine lineare Transformation Y = αX+β derart, daÿ daraus das Polynom f(Y ) =
Y 3 + pY + q wird.

b) Berechnen Sie D(f) aus Aufgabe 2.

4 . Aufgabe (6 Punkte):
Es sei F ein Körper der Kardinalität q. Wenn d ≥ 1 ist, bezeichne Id die Menge der normierten
irreduziblen Polynome vom Grad d aus F [X] und Nd ihre Anzahl.

a) Es sei n ≥ 1. Zeigen Sie, daÿ der Grad eines irreduziblen Teilers von Xqn − X die Zahl n
teilt und daÿ umgekehrt jedes Element aus Id ein Teiler von Xqn −X ist, wenn d|n gilt.

b) Zeigen Sie die Gleichheit

qn =
∑
d|n

dNd.

c) Zeigen Sie, daÿ für n ∈ N
Nn ≥

1

n
qn
q − 2

q − 1
gilt.

d) Es sei µ : N \ {0} → {−1, 0, 1} durch µ(n) = (−1)r gegeben, wenn n das Produkt von r
verschiedenen Primzahlen ist und im sonstigen Fall durch µ(n) = 0 de�niert. Zeigen Sie:
Wenn f und g zwei Funktionen von N \ {0} nach C sind, dann gilt f(n) =

∑
d|n g(d) genau

dann für jedes n, wenn g(n) =
∑

d|n µ(n/d)f(d) für jedes n gilt. Insbesondere gilt

Nn =
1

n

∑
d|n

µ(n/d)qd

.
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