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N.B.: Dieser Zettel dient allein der Pflege IThres Punktekontos: es handelt sich um zusétzliche
Punkte aufierhalb der Reihe - es entsteht IThnen also kein Nachteil, wenn Sie diesen Zettel nicht
bearbeiten.

Name: /name/ Matrikelnummer: /nr/
Ubungsleiter:  /uebleiter/
2. Name: /namezwei/ 2. Matrikelnummer: /nrzwei/

Man achte auf eine saubere Darstellung und eine ordentliche Schrift. Bitte keine maschinell er-
stellten LOosungen abgeben.

Aufgabe| 1 | 2 | 3 | 4 | ¥
Punkte‘ ‘ ‘ ‘ ‘

1 . Aufgabe (6 Punkte):
Es sei E der Zerfillungskorper von X7 — 6 iiber Q. Zeigen Sie

a) [E:Q] =42 und ¢; + v/6 ist ein primitives Element dieses Korpers.
b) Es gibt genau einen Zwischenkérper F von E/Q mit [F : F] = 7, ndmlich Q(¢r).
¢) Die Galoisgruppe G von E/Q besitzt Elemente o, 7 mit
ord(c) = 7,0ord(1) = 6,707 ! = o*
und entspricht einem semidirekten Produkt (s. 8. Blatt, 3. Aufgabe).
d) Man verschaffe sich eine Ubersicht iiber alle Zwischenkorper von E/Q.

Nota bene: Zur Bestimmung der Galoisgruppe mittels Reduktion, s. den Artikel von Lenstra und Ste-
venhagen: http://www.math.leidenuniv.nl/ “hwl/papers/cheb.pdf (allgemeinverstandlich)



2 . Aufgabe (6 Punkte):
Es sei L = Q((¢), wobei ¢ = e € C ist. Zeigen Sie:

a) G = Gal(L/Q) ist zyklisch vom Grad 16: {e} < H; < Hy < H3 < Hy = G, wobei {H; = 2
gilt.

b) Wenn H; < G eine Untergruppe ist, gilt: > .y (7 € Fiz(H;) \ Fiz(Hi1) und Y cp (7
ist Nullstelle eines Polynoms zweiten Grades mit Koeffizienten in Fia(H,11) fiir 1 <4 < 3.

c¢) Die iterierten quadratischen Erweiterungen liefern eine explizite Konstruktion des reguliren
Siebzehnecks. Fiihren Sie die Konstruktion durch.

Nota bene: Unter Fiz(H;) versteht man L. Ein Teil der Punkte wird fiir saubere, schéne und
iibersichtliche Darstellung der Konstruktion vergeben!

3 . Aufgabe (6 Punkte):
Es sei F' ein Korper der Kardinalitdt q. Wenn d > 1 ist, bezeichne I; die Menge der normierten
irreduziblen Polynome vom Grad d aus F[X] und N, ihre Anzahl.

a) Es sei n > 1. Zeigen Sie, daf der Grad eines irreduziblen Teilers von X7 — X die Zahl n
teilt und daf umgekehrt jedes Element aus I; ein Teiler von X9 — X ist, wenn d|n gilt.

b) Zeigen Sie die Gleichheit

c) Zeigen Sie, dafs fiir n € N

d) Es sei pp: N\ {0} — {-1,0,1} durch p(n) = (—1)" gegeben, wenn n das Produkt von r
verschiedenen Primzahlen ist und im sonstigen Fall durch p(n) = 0 definiert. Zeigen Sie:
Wenn f und g zwei Funktionen von N\ {0} nach C sind, dann gilt f(n) =3, 9(d) genau
dann fiir jedes n, wenn g(n) = 3_, u(n/d)f(d) fiir jedes n gilt. Insbesondere gilt

No == S uln/dyg’
d

4 . Aufgabe (6 Punkte):
Ziel dieser Aufgabe ist es, sich ein Bild davon zu machen, wie oft die symmetrische Gruppe S,, als
Galoisgruppe vorkommt. Es sei p eine Primzahl.

a) Zeigen Sie: Es gibt mindestens

- g—; Polynome n' Grades in F,[X], welche normiert und irreduzibel sind.

- 3(7’;7:) normierte Polynome n!¢2 Grades in F,[X], welche einen irreduziblen Teiler vom

Grad n — 1 haben.

#TL_Q) normierte Polynome nf Grads in F,[X], welche einen irreduziblen Teiler vom

Grad 2 haben und deren restliche irreduziblen Teiler allesamt ungeraden Grades sind.
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b)

Es sei k = maz{3n,3(n —1),9(n —2)}, € > 0 und m € N so gewihlt, daf (1 — )™ < e gilt.
Es sei P :=p; ---pp, das Produkt der ersten m Primzahlen. Zeigen Sie, daf es in Z/PZ[X]

hochstens .

verschiedene normierte Polynome n!¢” Grades gibt, die weder modulo p;, noch modulo
D2, -y P irreduzibel sind.

Folgern Sie, daf mindestens (1 — 3¢) P normierte Polynome f in Z/PZ[X] vom Grad n gibt,
die die folgende Eigenschaft haben:

Es gibt ein p; € {p1,...,pm }, so dalt
- f modulo p; normiert und irreduzibel ist.

- f modulo p; einen irreduziblen Teiler vom Grad n — 1 hat.

- f modulo p; einen irreduziblen Teiler vom Grad 2 hat und dessen restliche irreduziblen
Teiler ungeraden Grades sind.

Zeigen Sie, daf die Galoisgruppe eines normierten Polynoms f € Z[X] vom Grad n, dessen
Rest modulo P die in Teil b) erwidhnte Eigenschaft hat, die symmetrische Gruppe S, ist.

Es sei N € N derart, dals 2V + 1 > P. Man betrachte nun die Menge der Polynome
FX)=X"4+an 1 X" '+ .. +a € Z[X],

fiir deren Koeflizientenbetriage |a;| < N gilt. Zeigen Sie, dafs es in den hochstens 3eP™
Restklassen modulo P, in denen alle Polynome obiger Form liegen, deren Galoisgruppe nicht
die symmetrische Gruppe S, ist; hochstens 3¢(4N + 1) Polynome der obigen Menge gibt.
Folgern Sie, daf fiir die Polynome f € Z[X] vom Grad n folgendes gilt:

Zu € > 0 gibt es ein Ny derart, daft fiir jedes N > Ny gilt:

#{ normierte Polynome mit Koeflizientenbetrag < N und Galoisgruppe # S, } < 3¢9m
€2".

#{ alle normierten Polynome mit Koeffizientenbetrag < N}

Mit anderen Worten: Der Anteil der Polynome mit Galoisgruppe S,, ist mindestens 1 — 3¢2™,
wenn N grof genug gewéhlt ist.

5 . Aufgabe (6 Punkte) (Sympathiepunkte):
Bringen Sie Threr Ubungsgruppe in der letzten Stunde vor Weihnachten selbstgebackene Plétzchen
oder Kuchen mit!
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Ein angenehmes und ruhiges Weihnachtsfest und Gottes Segen auch im kommenden Jahr!
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