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Aufgabe 1. Sei Gr(k,R"), k < n der Raum aller k-dimensionalen linearen Unterrdume von
R™ (Grassmannsche). Wir betrachten die folgenden Abbildungen:

Sei U € Gr(k,R™) und ein dazu komplementérer Unterraum V € Gr(n — k,R™) gewihlt, so
dass also U @ V = R" gilt. Sei Y = {A € Gr(k,R™) | ANV ={0}}. Die Menge U kann mit
Hom(U, V) = RF*("=k) identifiziert werden (!) und trigt die euklidische Topologie.

Zeigen Sie, dass durch alle derartigen Abbildungen ¢py eine glatte Struktur auf Gr(k, R™) de-
finiert wird.

Hinweis: Uberlegen Sie sich zunéchst folgende Punkte: Ganz Gr(k, R™) wird iiberdeckt, Karten-
wechsel sind glatt und auf offenen Mengen definiert (dadurch kann die Topologie von Gr(k, R™)
via Karten definiert werden). Zeigen Sie dann, dass bereits endlich viele Karten Gr(k, R™) iiber-
decken und dass es zu zwei beliebigen Unterrdumen eine Karte gibt, die beide enthilt.

Aufgabe 2. Zeigen Sie, dass die Grassmannsche Gr(k,R™) kompakt ist.
Hinweis: Es kann hilfreich sein, ein Skalarprodukt zu wéhlen und mit orthonormalen Basen der
Unterrdume zu arbeiten.

Aufgabe 3. Wir betrachten die folgende Riemannsche Metrik auf Gr(k,R"™):

Sei U € Gr(k,R™) und Ut das orthogonale Komplement bzgl. eines beliebig gewihlten Skalar-

produkts. Der Tangentialraum Ty Gr(k, R™) kann wie in Aufgabe 1 mit Hom (U, U+) identifiziert

werden, denn To Hom(U,U~) = Hom(U,U~) (hier steht 0 fiir die Nullabbildung). Das Skalar-

produkt auf U und U+ induziert ein Skalarprodukt gy auf Hom(U,U+) =2 U* @ U+,

Zeigen Sie:

(a) Gr(k,R™)ist homogen, d.h. zu beliebigen Elementen U, V' € Gr(k,R") gibt es eine Isometrie
f € Isom(Gr(k,R™)) mit f(U)=1V.

(b) Zu jedem Element U € Gr(k,R™) gibt es eine Isometrie f € Isom(Gr(k,R™)) mit f(U) =U
und dfy = —Id. Mannigfaltigkeiten mit dieser Eigenschaft werden symmetrische Rdume
genannt.

Aufgabe 4. Sei span{vy,..., v} € Gr(k,R™), und sei wie in Aufgabe 3 ein Skalarprodukt auf
R™ und damit eine Riemannsche Metrik auf Gr(k, R™) gewihlt.

(a) Sei Vj, ein m-dimensionaler Unterraum von span{vs, ..., v;}*, wobei 2 < m <n —k + 1.
Zeigen Sie, dass
P, = {span{v,ve,...,vp} | v € V;, \ {0}}
eine Untermannigfaltigkeit ist, die isometrisch zu RP™~! ist.
(b) Sei m < min(k,n — k) und seien V;, 1 < i < m 2-dimensionale orthogonale Unterrdume
von span{vi, ..., Vg_m}*. Zeigen Sie, dass
T = {span{vi, ..., Vgk—m, W1, ..., Wy} | w; € V;\ {0}}

ein Untermannigfaltigkeit ist, die isometrisch zu einem m-Torus ist.



