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UBUNGSBLATT 13
Laplace-Gleichung

Die folgenden Aufgaben zéhlen nicht fiir die Zulassung zur Priifung. Abgabe ist nicht né6tig.

Aufgabe 1. Losen Sie die Laplace-Gleichung
Au(z,y) =0
fir 0 <z <, 0 <y < 7 unter der Randbedingung

{ u(x,0) = u(z,7) = u(0,y) =0,
e (m,y) = sin (y).

Aufgabe 2. Losen Sie die Laplace Gleichung
Au=0

fiir eine Funktion w : [0,1] x [0,1] — R, unter der Randbedingung:

u(0,y) = cos(my)
u(l,y) = cos(Tmy)
Gl 0)_ n(3rz)
g—“( ,1) = sin(27x)

Aufgabe 3. Bestimmen Sie die Green-Funktion fiir das Quadrat [0, 1] x [0, 1] unter Dirichlet-
Randbedingungen.

Aufgabe 4. Sei Q) die Kugel {(z,y) € R? | 22 +y? < 1}, und sei u : © — R die Funktion
u(w,y) =2 +y°.

a. Beweisen Sie, dass u eine subharmonische Funktion ist.
b. Bestétigen Sie, dass v den Maximumprinzip erfiillt.
¢. Nimmt v ihr Minimum auf dem Rand 027
Aufgabe 5. Sei 2 C R? ein beschrinktes Gebiet, und sei v € C2?(Q) N C(Q) eine Losung der

Poisson Gleichung
Av=C

fiir eine Konstante C' € R. Beweisen Sie, dass die Funktion v = |Vv|? subharmonisch ist, und
ihr Maximum auf dem Rand 092 nimmt.



Aufgabe 6. Es sei O = {(z,y) € R? | 0 < 7 < 2,0 < y < 4 — 2?}. Betrachten Sie das
Dirichletproblem

Au=0 fiir (z,y) € Q,
u(0,y) =0 fir 0 <y <4,
u(z,0) = 4z fiir0 <z <2,

u(z,4 — 2?) = 23 + 42% — 8z fir0 <z <2.
Beweisen Sie fiir die Losung u des Problems die Abschétzung

1

o (416 — 160v/10) < u(z,y) < (4 —y)

fiir alle (z,y) € Q. Wenden Sie hierzu das Maximumprinzip auf u sowie auf die Funktion
U(.fﬁ,y) = .Z'(4 - y) - U(.Z‘, y) an.

Aufgabe 7. Es sei ) ein beschriinktes Gebiet. Beweisen Sie die folgenden beiden Aussagen
iiber den kleinsten Eigenwert A\ von —A.

a. Es seien Neumann-Randbedingungen angenommen. Dann gilt Ay = 0 und der dazugehori-
ge Eigenraum ist eindimensional.

b. Es seien Dirichlet-Randbedingungen angenommen. Dann gilt A; > 0.

Aufgabe 8 (Physik des Friihstiickseis). Denken Sie sich ein Ei als eine homogene Kugel vom
Radius 7 cm. Es wird mit einer Anfangstemperatur von 20° C in einen Topf mit siedendem
Wasser gelegt. Wie lange dauert es, bis der Eimittelpunkt eine Temperatur von 50° C erreicht?
Hinweis: Legen Sie IThrem Modell die Warmeleitungsgleichung

ou

zugrunde, wobei Sie als Wiarmeleitfihigkeit die Konstante k = 6 - 10*3% annehmen koénnen.
Verwenden Sie die Darstellung der Losung u(x,t) in Form einer Entwicklung nach Eigenfunktio-
nen von —A. Niaherungsweise geniigt es, diese Entwicklung nach dem ersten Term abbrechen zu

lassen. Sie benotigen also nur den kleinsten Dirichlet-Eigenwert A des Eis sowie eine zugehorige
normierte Ei(gen)funktion. Letztere finden wir in Form der Besselfunktion



