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Aufgabe 1. Lösen Sie die Laplace Gleichung

∆u = 0

für eine Funktion u : [0, 1]× [0, 1] → R, mit Randbedingungen
u(0, y) = cos(πy),
u(1, y) = cos(7πy),
∂u
∂y (x, 0) = ∂u

∂y (x, 1) = 0.

Aufgabe 2. Lösen Sie die Laplace Gleichung

∆u = 0

für eine Funktion u auf dem Kreissektor r ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ π
2 mit Randbedingungen{

u(r, 0) = u(r, π
2 ) = 0,

∂u
∂r (1, θ) = sin(θ) sin(5θ).

Aufgabe 3. Es bezeichne A(r, R) := {(x, y) ∈ R2 | r2 < x2 + y2 < R2} den Kreisring mit
innerem Radius r > 0 und äußerem Radius R > r.

a. Bestimmen Sie die Greenfunktion sowie eine Lösungsformel für das Randwertproblem
∆u = f aufA(r, R),
u = g1 für ‖(x, y)‖ = r,

∂ru = g2 für ‖(x, y)‖ = R

(1)

zu vorgegebenen Funktionen f ∈ C(A(r, R)) und g1, g2 ∈ C(∂A(r, R)). Verwenden Sie
hierzu die Darstellungsformel aus Satz 3.4 der Vorlesung.

b. Lösen Sie das Randwertproblem (1) mit f ≡ 1 und g1 = g2 ≡ 0.



Aufgabe 4 (Eigenwertproblem). Betrachten Sie die Eigenwertgleichung

−∆u = λu

für eine Funktion u : [0, 1]× [0, 1] → R unter

(i) Dirichlet-Randbedingungen;

(ii) Neumann-Randbedingungen.

Bestimmen Sie in beiden Fällen das Eigenwertspektrum σ(−∆) sowie zugehörige Eigenfunktio-
nen.

Aufgabe 5 (Gravitationspotential der homogenen Vollkugel). Es sei R > 0 und C > 0 eine
Konstante. Bestimmen Sie eine stetig differenzierbare Lösung der Poisson-Gleichung

−∆u =

{
C für ‖x‖ ≤ R,

0 für ‖x‖ > R

auf R3 mit lim‖x‖→∞ u(x) = 0. Zeigen Sie die Eindeutigkeit der Lösung.


