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Lebesgue-Integral
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Aufgabe 1. Man kennzeichne diejenigen Elementarfunktionen f € E, welche Lebesgue-inte-
grierbar sind (im Sinne von Definition 2.44).

Aufgabe 2. Beweisen Sie, dass das Lebesgue-Integral eine Abbildung £ — Rt mit den folgen-
den Eigenschaften ist:

a. [Lad\=\"(A) fiir alle A € B

b. [afd\=a [ fd)firalle f € E und a > 0;
c. [(f+g)dr=[fd\+ [gdfiralle f, g€ E;
d. f<g= [fd\< [gdXfiralle f,g € E.

Aufgabe 3. Essei 1l <p<qg< .

a. Zeigen Sie durch Angabe je eines Gegenbeispiels, dass weder die Inklusion LP(R™) C
L4(R™) noch die Inklusion LZ(R"™) C LP(R"™) gilt.

b. Sei f: R™ — R so, dass fiir ein r > 0 {f # 0} C By(r), der Ball mit Radius » um z = 0.
Zeigen Sie, dass dann f € LP(R"), falls f € LI(R™).

c. Sei f:R" = R, f € L®(R"). Zeigen Sie, dass dann f € L9(R"), falls f € LP(R"™).

Aufgabe 4. Es sei (A;) eine Folge paarweise fremder Mengen aus B™ mit Vereinigung A € B",
und f : R”™ — R eine Funktion mit {f # 0} C A. Man zeige: f ist genau dann integrierbar,
wenn fiir jedes 7 die Funktion f1 4, integrierbar ist, und die Reihe
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konvergiert.

Aufgabe 5. Sei (f;) eine Folge mit f; € L'(R), {f; # 0} C [0,1]. Sei f : R — R der gleichmiisige
Grenzwert der Folge (f,,). Zeigen Sie dass f € L!(R).



Die folgenden Aufgaben werden in der Zentraliibung besprochen werden und zdhlen nicht fir
die Zulassung zur Prifung.

Aufgabe 6. Es sei f € L1(R"). Zeigen Sie, dass f die folgende ,Stetigkeitseigenschaft“ besizt:
zu jedem € > 0 existiert ein 6 > 0, so dass fiir jede Menge E € B™ mit \"(F) < ¢ gilt:
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