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Messbare Funktionen
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Aufgabe 1. Wir nennen eine Menge A C R" vernachldssigbar, wenn es eine Borel-Menge B C
R™ mit A C B und \"(B) = 0 gibt. Sei L die von den Borel-Mengen und den vernachlissigbaren
Mengen erzeugte o-Algebra.

1. Zeigen Sie, dass A € L genau dann, wenn eine Borel-Menge B existiert, so dass A C B
und B\ A vernachléssigbar ist.

2. Zeigen Sie, dass A € L genau dann, wenn es eine Borel-Menge B gibt, so dass B C A und
A\ B vernachléssigbar ist.

3. Zeigen Sie, dass sich das Lebesgue-Mafi A" : B — [0, co] zu einem Maf auf der o-Algebra
L erweitern lasst.

Aufgabe 2. In dieser Aufgabe soll die Existenz einer nicht-borelschen Teilmenge K C R™
gezeigt werden. Hierzu betrachten wir die Untergruppe Q™ von R™. Auf R™ definieren wir die
Aquivalenzrelation

r~y <— xz—yecQ"

(D.h. die Aquivalenzklassen sind die Nebenklassen von R™ modulo Q™).
a. Man beweise, dass jede Aquivalenzklasse z + Q™ einen Repriisentanten in [0,1)™ besitzt.

b. Es sei K C [0,1)" so gewdhlt, dass K mit jeder Aquivalenzklasse genau ein Element
gemeinsam hat. Zeigen Sie, dass

R'=J*k+Q") = {J (K+y)

keK yeQm
und fir y1,y2 € Q", y1 # Y9,

(K +y1) N (K +y2) = 0.
c¢. Nehmen Sie nun an, dass die Menge K eine Borel-Menge ist. Schlielen Sie hieraus:

D> NUK +y) = A"(R") = o

yeQn

d. XK +y) = \N(K).
e. AM(K) > 0.



U &+y <o)
y€[0,1)"NQ"

S NUK +y) < AM([0,2)") = 2"
yE[O,l)”ﬁQ"

h. Folgern Sie, dass im Widerspruch zu (e) A\"(K) = 0 gelten muss, und damit K nicht in
B™ enthalten sein kann.

Aufgabe 3. Man finde eine Funktion f: R” — R, die nicht messbar ist.

Aufgabe 4. Man zeige: Gleichwertig mit der Messbarkeit einer Funktion f: R™ — R ist jede
der folgenden Eigenschaften:

i. {f > a}e B firalle a € R;
ii. {f>a}eB" fir alle a € R;
iii. {f <a}e B fiir alle a € R;
iv. {f <a} € B" fiir alle « € R.

Aufgabe 5. Zeigen Sie, dass jede stetige Funktion f: R™ — R messbar ist.

Die folgenden Aufgaben werden in der Zentraliibung besprochen werden und zdhlen nicht fir
die Zulassung zur Prifung.

Aufgabe 6 (Littlewoods erstes Prinzip). Sei E C R eine messbare Menge mit A\(E) < co und
¢ > 0. Finden Sie disjunkte Intervalle I1,...,I; C R, so dass

k k
A(E\Ulk><5 und A(UIk\E><e.
=1 =1

Aufgabe 7 (Littlewoods zweites Prinzip). Sei f : [a,b] — R eine messbare Funktion und ¢ > 0.
Finden Sie eine stetige Funktion g: [a,b] — R, so dass

A{z eR[[f(z) —g(x)] = e}) <e.



